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RESUMO

Neste trabalho serdo analisados os critérios tradicionais de projeto, bem como, critérios
mais recentes, com intuito de se verificar a influéncia dos mesmos no processo de
dimensionamento de componentes mecanicos, como uma estrutura de protecdo veicular
do tipo Roll Over Protection Structure-ROPS. Como primeira parte do trabalho, sera
feita uma revisdo bibliografica dos critérios de projeto de von Mises, Tresca, Mohr-
Coulomb e Bai & Wierzbichi, bem como, uma analise dos principais tipos de estrutura
de protecdo veicular do tipo ROPS, existentes no mercado. Em uma segunda etapa,
serdo entdo implementados numericamente os quatro modelos constitutivos destacados
acima em um programa académico de elementos finitos desenvolvido em linguagem
FORTRAN 90, onde o método da decomposicdo do operador e a integracdo impicita de
Euler serdo aplicados. Posteriormente, serd escolhido um protétipo de estrutura ROPS
com o intuito de se estudar a influencia dos modelos constitutivos no dimensionamento
da estrutura, a modelagem em CAD do componente é realizada em ferramenta
comercial GID-11 onde sdo também geradas as malhas de elemento finitos e bem como
a analise do pos-procesado de resultados. Como etapa final, serdo analisados dados
como a distribuicdo da tensdo equivalente ao longo da estrutura, bem como, o nivel
deformacéo plastica equivalente e dados elasto-plésticos como o nivel de triaxialidade e
0 angulo de Lode normalizado. Possiveis mudancas de forma, dimensfes fisicas e

mudancas de materiais estruturais serdo também alvo de anélise.
Palavras clave: critérios de projeto, dimensionamento de componentes mecanicos,

estrutura de protecdo contra capotagem, influencia da pressédo hidrostatica, influencia do

angulo de Lode.
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ABSTRACT

In this work, it is analyzed the traditional and advanced criteria of project, in order to
check their influence on the process of design of mechanical components, such as, the
roll over protection structure-ROPS. In the first part of the work, a bibliographic review
of the project criteria of von Mises, Tresca, Mohr-Coulomb and Bai & Wierzbicki is
done, as well as, on the main types of ROPS, developed in the market. In a second step,
numerical algorithms are suggested for the constitutive models under study and
implemented in an academic finite element framework developed in FORTRAN 90
language, where the operator split methodology and the backward Euler scheme are
applied. Furthermore, a roll over protection structure is taken, in order to performing the
numerical simulations and analyzing the influence of important -elasto-plastic
parameters on the mechanical behavior of materials and the design of the structure. The
CAD modeling component is held in GID-11 commercial tool which are also generated
finite element meshes as well as the analysis and the post-processed results. With a final
step, the distribution data as of the equivalent stress along the structure will be analyzed
as well the level of equivalent plastic strain and elastic-plastic parameters, such as the
level of triaxiality and the normalized Lode angle. Possible changes in the form,
physical dimensions and changes in structural materials are also being analyzed.

Key Words: Project Criterion, Design of Mechanical Components, Rollover Protection

Structure, Influence of Hydrostatic Pressure, Influence of Lode Angle.
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1.  INTRODUCAO

11 CONTEXTUALIZAC}AO DO ASSUNTO

Nas ultimas décadas, inameros estudos foram desenvolvidos com o objetivo de se
determinar da maneira mais realista possivel, 0 comportamento mecanico de materiais
aplicado na engenharia (Driemeier, 1999; Bao, 2003; Teng, 2005; Xue, 2007; Bai,
2008, Malcher, 2011, Andrade, 2012, Malcher, 2013). Com a popularizacdo e o
aumento da capacidade de processamento dos computadores, a utilizacdo de métodos
numéricos para se descrever tal comportamento dos materiais, também ganhou grande
espaco tanto no meio académico, como na inddstria de uma forma geral (Simo &
Hughes, 1998; Souza Neto et al, 2008, Vaz Jr. et al, 2010) . Os métodos dos elementos
finitos, dos elementos de contorno, entre outros, sdo exemplos de abordagens numéricos
que aliados ao desenvolvimento de modelos constitutivos, buscam ajudar os
engenheiros no desenvolvimento de projetos mecénicos otimizados, com baixo custo e
elevada confiabilidade.

Na Figura 1.1 observam-se exemplos de aplicacdo de métodos numéricos na
analise de tensdes sobre componentes mecanicos: choque de um automdvel (Figura
1.1.(a)), estrutura Rops (Figura 1.1.(b)), Chassi de pneu de automdvel (Figura 1.1.(c)),
pontes temporarias para uso publico, industrial e militar (Figura 1.1.(d))

(@)

(b)




(©)

(d)

Global Deformations
umm]

Figura 1.1: Exemplos de aplicacdo sobre o uso de modelos constitutivos para descrever
0 comportamento de estruturas. Fonte: Dlubal Engineering Software (2013) e MSC
Software Solutions (2013).

No entanto, para se descrever de maneira correta 0 comportamento mecanico de
materiais, é necessario se tomar mao de um conjunto de medidas que irdo influenciar
diretamente na precisdo e qualidade dos resultados numéricos encontrados. A correta
selecdo do modelo constitutivo € uma das etapas mais importantes deste processo
(Souza Neto et al, 2008; De Borst et al, 2012, Malcher et al 2012). Escolher um modelo
constitutivo que tenha a capacidade de capturar os efeitos mais importantes e
necessarios para a descricio do comportamento do material é fundamental,
principalmente quando se utiliza o regime plastico do mesmo, dentro dos critérios de
projeto. O efeito da velocidade de aplicacdo da carga, o tipo de encruamento
considerado para o material, o efeito da pressdo hidrostatica, a forma da superficie de
escoamento, sdo alguns dos parametros que podem influenciar na escolha do modelo
constitutivo. Outro fator de extrema importancia, principalmente quando se utilizam os
chamados métodos numericos, é o nivel de discretizacdo espacial do solido (Andrade,
2012). O refinamento da malha, por exemplo, de elementos finitos, tem uma grande
influéncia quantitativa nos resultados numéricos, principalmente quando se adotam

modelos locais para o comportamento do material e também quando ha a necessidade



de se utilizar a regido de amolecimento do material (softenning), onde tal influencia é
mais acentuada.

Outro dado importante é a chamada curva de endurecimento ou encruamento do
material, onde sua obtencéo estd diretamente ligada a ensaios experimentais confiaveis,
e a adocdo de uma boa estratégia numérica para identificacdo dos parametros materiais
que irdo descrever seu formato (Stahlschidt, 2010; Vaz Jr. et al, 2010). Nos dias atuais,
sdo utilizadas equacbes com dois, trés quatro ou até mais de dez pardmetros, para se
descrever a curva de encruamento de um material metalico. S&o adotadas também as
mais diversas estratégias numeéricas para identificacéo e a otimizacéo de tais parametros
materiais. Os métodos de identificacdo de pardmetros mais conhecidos e utilizados s&o
baseados na abordagem do gradiente, como: os métodos univariaveis da secao aurea e o
da bisseccdo, e os métodos multivariaveis como o da maxima descida, o de Newton, o
quase-Newton, entre outros. As abordagens evolucionarias, como o método dos
algoritmos genéticos, sdo também bastante aplicadas nas estratégias de identificacdo de
parametros elastoplasticos (Stahlschidt, 2010).

Durante o processo de descricdo do comportamento mecanico dos materiais, trés
informacBes sdo de vital importancia para se obter o correto dimensionamento da
estrutura ou componente mecanico: a primeira é a determinag&o da correta relagdo entre
0 campo de tensdo e o campo de deformacédo, a segunda é o deslocamento aplicado
necessario para o inicio da falha do material e a terceira e Ultima é a previsdo do
potencial local onde a falha ira iniciar (Malcher, 2011:2013). Desta forma, da teoria de
modelos constitutivos, nos Gltimos anos, foram desenvolvidas formulacGes puramente
elastoplasticas como o modelo de de Tresca (1868), o de von Mises (1913), o de
Drucker-Prager (1952), o de Mohr-Coulomb (1900), o de Hosford (1972), o de Bai &
Wierzibicki (2008), o de Gao (2011) entre outros, e foram desenvolvidas, também,
formulagBes com uma variavel interna de dano acoplada ao comportamento do material.
Dentro desta segunda abordagem, foram propostos modelos baseados na micromecanica
de defeitos, como o modelo de Gurson (1977), o de Gurson-Teevergard-Needleman
(1984), 0 de Xue (2007), o de Nahshon & Hutchinson (2008), o de Malcher et al (2013),
entre outros. Baseados na Mecéanica do Dano Continuo, 0os modelos propostos mais
discutidos na literatura sdo o de Lemaitre (1985:1990), o de Rousselier (2001), o de
Andrade Pires (2005), o de Chaboche (2006), o de Malcher (2011), entre outros.

Quando séo utilizam modelos com dano para se descrever o comportamento do

material e assim obter as trés informacGes vitais para um projeto mecénico, como as



citadas acima, a propria variavel interna de dano é responsavel por indicar tanto o
momento da fratura (nivel de dano critico) e o local potencial onde a mesma ird ocorrer
(local de méximo dano), onde esta abordagem ¢é conhecida como “abordagem do dano
critico” (Lemaitre, 1996). Porém, quando se toma mao de modelos puramente elasto-
plasticos, a propria formulacdo constitutiva ndo possui um parametro evidente do nivel
de degradacdo do material. Desta forma, nestes casos, pode-se adotar a estratégia de
incorporar ao modelo elasto-pléstico, os chamados indicadores de dano, que acabam
por fornecer informacGes da falha do material, através de combinacfes de parametros
apos o processamento do modelo constitutivo (Andrade Pires, 2001; Bao, 2003; Brunig,
2008). Tais indicadores sdo formulados com base em inimeras estratégias como: a da
deformacéo plastica equivalente, o do trabalho pléstico, o da méxima tensdo principal, o

da geometria do defeito, entre outros (Andrade Pires, 2001).

1.2 OBJETIVO DO TRABALHO

Com base no contexto dado acima, neste trabalho, busca-se avaliar os principais
modelos constitutivos existentes na literatura, que possuem na sua formulagdo uma
evolucdo da quantidade de efeitos acoplados para se garantir a melhor capacidade
preditiva do comportamento mecanico do material e assim, verificar a sua influéncia no
processo de dimensionamento de estruturas e componentes mecanicos. Para isto,
procura-se primeiramente fazer uma revisdo bibliografica sobre o assunto, estudando
principalmente as caracteristicas fisicas e mateméticas dos diversos modelos
constitutivos existentes na literatura, como: o de von Mises (1913) que é baseado na
méaxima energia de distorcdo e assim propde a chamada tensdo equivalente determinada
de acordo com o segundo invariante do tensor desviador, o de Tresca (1868) que é
baseado na maxima tensao cisalhante, o de Mohr Coulomb (1900) que é uma evolucdo
do modelo de Tresca levando em consideracdo o acoplamento do efeito da pressdo
hidrostatica, e o de Bai & Wierzbicki (2008) que é uma evolucdo do modelo de von
Mises levando em consideracdo o acoplamento tanto da pressdo hidrostatica quanto a do
terceiro invariante do tensor desviador. Apds esta etapa, propde-se a implementacéo
numerica dos modelos estudados, em uma ferramenta académica de elementos finitos,
utilizando para isto, a chamada metodologia da decomposi¢do do operador e 0 método
de integracdo implicita de Euler (Simo et al, 1999; Souza Neto et al, 2008). As
implementagbes numeéricas serdo feitas em linguagem FORTRAN 90.



Com a implementacdo dos diversos modelos em estudo, serd feita entdo, a
selecdo de uma estrutura mecénica que serd utilizada como base para o estudo da
influéncia dos diferentes critérios no dimensionamento estrutural. A estrutura
selecionada é uma estrutura de protecdo veicular contra capotamento, tecnicamente
chamada de Roll Over Protection Structure-ROPS. Para a modelagem em CAD do
componente estrutural selecionado, serd utilizada a ferramenta comercial GID na sua
versdo 11. Este mesmo programa serd também utilizado para geracdo de malhas de
elementos finitos, bem como, para a analise pos-processada dos resultados numeéricos.

Com a analise em pos-processamento dos resultados obtidos através das
simulacdes em elementos finitos, procura-se entdo observar para cada modelo
constitutivo e componente mecénico: a evolucdo da deformacéo plastica equivalente em
um ponto critico da estrutura, distribuicdo e niveis de tensdo e deformacédo ao longo da
estrutura, evolucdo de outros parametros elasto-plasticos como o nivel de triaxialidade e
0 angulo de Lode. Possiveis mudancas de forma, dimens@es fisicas e mudancas de

materiais estruturais serdo também objeto de discussao.

1.3 ESCOPO DO TRABALHO

Para se chegar ao objetivo estipulado, este trabalho estara estruturado da seguinte
forma: No Capitulo 1 é descrita a contextualizacdo do assunto, mostrando a importancia
de se selecionar um correto modelo constitutivo para se descrever o comportamento do
material da forma mais realistica possivel e assim dimensionar corretamente uma
estrutura mecanica. Ja no Capitulo 2, sdo apresentadas as bases tedricas para o correto
entendimento da definicdo de um modelo constitutivo, descrevendo assim, 0s principais
critérios de falhas existentes e aplicados na engenharia, o conceito de lei de
endurecimento ou encruamento do material, o conceito de lei de fluxo plastico, entre
outros. Sdo discutidos também, os principais aspectos relacionados a estrutura de
protecdo veicular contra capotagem (ROPS), como: funcionamento, niveis de carga
aplicaveis, niveis de deflexdo aceitiveis, forma, entre outras. No Capitulo 3 sdo
mostradas as estratégias de implementacdo dos modelos de integragdo implicita de von
Mises, Tresca, Mohr Coulomb e Bai & Wierzbicki. No Capitulo 4 serdo apresentadas a
geometria da estrutura ROPS usada como exemplo de dimensionamento, a malha de
elementos finitos construida para realizacdo das simulagcdes numéricas, as propriedades

materiais necessarias para execucdo dos modelos elasto-plasticos selecionados, bem



como uma discussdo dos resultados encontrados considerando as diferentes condicdes
iniciais de aplicacdo de carga. Como Ultima etapa deste trabalho, no Capitulo 5 sdo
discutidos os resultados numéricos encontrados com base nos parametros: curvas de
reacao, evolucdo da deformacdo plastica equivalente, distribuicdo e niveis de tensdo e
deformacéo ao longo da estrutura, evolucdo de outros parametros elasto-plasticos como
a triaxialidade e o angulo de Lode e também abordadas as consideragdes finais sobre a
correta selegio do modelo constitutivo e sua influéncia no processo de
dimensionamento de componentes e estruturas mecanicas. No capitulo 6 sdo feitas as
conclusdes finais, com base nos diferentes resultados numéricos encontrados. Uma

proposta de trabalho futuro também é objeto de discussdo ao final do capitulo seis.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 INTRODUCAO

Em mecénica dos solidos, a ndo-linearidade em problemas esta diretamente
associada as caracteristicas do proprio comportamento mecéanico do material utilizado,
bem como da existencia de fatores geomeétricos relacionados a forma e a deformacéo da
estrutura (Lemaitre & Chaboche, 1990; Holzapfel, 2000). A degradacdo microestrutura
interna do material ¢ um exemplo cl&ssico de ndo-linearidade relacionada ao
comportamento mecanico do mesmo, e sua evolucdo estd diretamente associada as
grandes deformacdes plasticas (Lemaitre & Chaboche, 1990; Lemaitre, 1996). Desta
forma, é de fundamental importancia, associar técnicas numéricas avancadas para
solucionar tais problemas, e assim descrever, da maneira mais correta possivel, o
comportamento do material.

Por exemplo, para se modelar a degradacdo interna em metais ducteis, a
temperatura ambiente, podem-se utilizar modelos elasto-plasticos classicos como
modelo constitutivo de von Mises, Tresca, Drucker-Prager, Mohr-Coulomb, entre
outros (Souza Neto et al, 2008). Outra forma de se mensurar a degradagéo interna,
causado por esforcos externos aplicados, € por meio dos chamados "indicadores de
dano" (Andrade Pires, 2001; Bao, 2003; Brunig, 2008). Tais indicadores tomam méo de
diversos parametros para se avaliar a possibilidade de falha do material, indicando
assim o possivel ponto de inicio da falha, bem como o nivel de deslocamento necessario
para inicio da mesma. Este tipo de analise estrutural possui uma relevancia
consideravel, pois através da mesma, pode-se prever o inicio de uma falha de um
determinado componente ou estrutura mecanica, antes da mesma apresentar indicagoes
visuais (Lemaitre, 1996), podendo assim se programar manutencfes preventivas e
preditivas periodicas em determinados equipamentos (Dowling, 1998).

O desempenho e precisdo dos chamados "indicadores de dano" é extremamente
dependente da qualidade dos parametros materiais obtidos (Brunig, 2008). A correta
determinacdo dos pardmetros materiais € chamada de “calibragdo do modelo
constitutivo”, e é entdo baseada tanto em informacgdes experimentais, que séo utilizadas
como referéncia, quanto de uma adequada técnica numérica de identificacdo/otimizacéo
de parametros, que pode ser univariavel ou multivariavel (Stahlschidt, 2010; Vaz Jr. et
al, 2010). Neste sentido, nos itens a seguir, serdo discutidos os aspéctos tedricos

relacionados a teoria de modelos constitutivos.



2.2 MODELOS CONSTITUTIVOS

Da teoria de modelos constitutivos, podem-se utilizar diversos tipos de
formulagdes para se descrever o comportamento de um material ductil (Souza Neto et
al, 2008), como por exemplo: um modelo elasto-plastico, que leva em consideracédo
tanto o comportamento elastico quanto o plastico do material; modelo elasto-
viscoplastico, que leva em consideragdo o comportamento eléstico do material e o efeito
da taxa de aplicacdo da carga no comportamento plastico do mesmo; modelo rigido
plastico ou visco-plastico, que despresa a contribuicdo eldstica no comportamento do
material, modelo com dano acoplado, que incorpora a lei de evolucdo de uma variavel
interna de dano para se descrver de maneira explita, o nivel de degradacdo do material;
entre outros (Lemaitre & Chaboche, 1990; Souza Neto et al, 2008).

A correta escolha de um modelo constitutivo esta associada a fatores como: tipo e
nivel de carga aplicada a estrutura, niveis de deformacéo, tipo de material utilizado para
fabricacdo do componente, gradiente de temperatura ao qual a peca foi submetida, entre
outros (Souza Neto et al, 2008; Malcher et al, 2012). De acordo com Souza Neto
(2008), em geral, para materiais ducteis a temperatura ambiente de trabalho, modela-se
0 comportamento do material através de um modelo elasto-plastico. Contudo, quando
submetido a temperaturas elevadas, um modelo elasto-viscoplastico ou mesmo rigido-
viscoplastico € mais indicado para analise de materiais ducteis. Durante 0 presente
estudo, serdo entdo adotados modelos elasto-plasticos como formulacdo base para se

descrever o comportamento de tais materiais.

2.3 MODELO ELASTO-PLASTICO

Ao longo deste item serdo definidos os principais conceitos que caracterizam um
modelo elasto-plastico. Em uma primeira fase, serdo abordados: a definicdo de critério
de escoamento, o conceito de lei de encruamento e o conceito de lei de fluxo pléstico do

material.

Os modelos matematicos usados na descri¢do dos modelos elastoplasticos podem ser

observadas dentro do anexo desta dissertacao.

2.3.1 DEFINICOES PRELIMINARES
Para se entender os conceitos relativos a definicdo de um modelo constitutivo, é

necessario inicialmente se apresentar algumas defini¢cbes preliminares. Considerando



que o representa o chamado tensor das tensbes, pode se escrever que O mesmo
apresenta uma chamada contribuicdo desviadora e outra volumétrica (Lemaitre &
Chaboche, 1990), na forma:

c=S+pl, (2.1)

onde S representa o tensor das tensdes desviadoras, p é a chamada pressao
hidrostatica/volumétrica e I é um tensor identidade de segunda ordem. A pressdo

hidrostatica pode ser entdo definida como sendo:

p=3ta) 2.2)

onde tr(o) € o traco do tensor tensdo. Pode-se também definir os chamados invariantes
do tensor tensao, como sendo:

I, = tr(o)

I = 5 ([w(@)]? ~ tr(e?)} | 23)

I; = det(o),
onde I, I, e I; representam, respectivamente, o0 primeiro, segundo e terceiro invariantes
do tensor tensdo (ver Holzapfel, 2000). Desta forma, a pressao hidrostatica também
pode ser definida em funcdo do primeiro invariante do tensor tensdo. Para o chamado
tensor desviador, S, 0s seus invariantes podem ser determinados como:

1
Ja=35:8 (2.4)

J3 = det(S)
onde J, e J; representam o segundo e terceiro invariantes do tensor desviador,
respectivamente, e o operador (:) representa a dupla contracao en tre dois tensores de
segunda ordem.Como o tensor desviador, pela sua propria definicdo, ndo possui parte
volumétrica, seu primeiro invariante € igual a zero (ver Holzapfel, 2000).
Alguns parametros elasto-plasticos importantes para analise da teoria relacionada
aos modelos constitutivos, podem ser definidos, como por exemplo: a chamada tenséo

equivalente de von Mises, que € uma funcdo do segundo invariante do tensor de desvio:

q=+/3),= /;s:s ) (2.5)

onde g representa a tensdo equivalente de von Mises (Souza Neto et al, 2008). O

terceiro invariante do tensor de desvio, também pode ser escrito na forma:



r= 3\/22—7]3 = 3\/22—7 det(S) , (2.6)

onde r representa o terceiro invariante do tensor de desvio (Bai, 2008; Malcher et al,
2012). O terceiro invariante também pode ser escrito na forma normalizada como

sendo:

3 2—7]
=(0) =22, 2.7)
q q°
onde ¢ representa o terceiro invariante normalizado. O chamado angulo de Lode é um
parametro elasto-plastico de extrema importancia que, segundo alguns pesquisadores
(Xue, 2007; Bai, 2008; Gao, 2011), d& a forma da superficie de escoamento do material.
Este pardmetro é definido como sendo o menor angulo formado entre a projecdo do
tensor tensdes e 0s eixos das tensdes principais dentro do espaco desviador (ver Figura

2.1).

Figura 2.1. Definicéo do angulo de Lode, dentro do espaco z. Fonte: Xue (2007).

Matematicamente, este angulo pode ser definido como:

oo (22 ).

onde O representa o0 agulo de Lode e S;, S, e S5 sdo componentes do tensor desviador.

A relacdo entre o angulo de Lode e o terceiro invariante normalizado pode ser escrita
como sendo:
¢ =cos(30) , (2.9)

0 angulo de Lode também pode ser normalizado na forma:
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_ 66 2
—]——=1-= 2.10
0=1 - 1 7Tarcos(f) , (2.10)

onde 8 € o angulo de Lode nomalizado. E importante ressaltar que 6 varia entre 0
e (m/2),&entre-1e1, e @ entre-1e 1l (ver Bai, 2008).

2.3.2 CRITERIO DE ESCOAMENTO
Um critério de escoamento pode ser genericamente representado na forma:
® =d(0,4), (2.11)

onde o termo A representa um conjunto de varidveis internas ao processo e o representa
o0 tensor das tensdes. De acordo com Khan (1995), para um material isotrépico, verifica-
se que a tensdo de escoamento depende exclusivamente da magnitude das tensdes
principais e ndo das suas orientacbes no espago das tensdes. Logo, o conjunto de
varidveis associadas ao endurecimento, resume-se apenas a um escalar, denominado de
parametro de encruamento, k. Desta forma, a funcdo de escoamento & passa a ser
definida também como um escalar, podendo ser escrita da seguinte forma:

®(0,k) = F(o) —0,(k) =0, (2.12)
onde F(o) é o chamado critério de escoamento, que depende do estado de tensdo e
g, (k) representa a lei de encruamento do material que é, neste caso, uma fungdo da
variavel interna de encruamento, k.

De acordo com a funcdo de escoamento do material, ®(a, k), pode-se concluir

que: caso, em um determinado ponto de um corpo material deformavel, se verifique a

condicdo de:

®(a0,k) <0, (2.13)
0 ponto apresenta um comportamento elastico. Porém, caso:

®(o,k) >0, (2.14)

0 comportamento sera definido como elasto-plastico (ver Lemaitre & Chaboche, 1990;
Souza Neto et al, 2008). Ao ser atingido o regime plastico, o comportamento
subsequente nesse ponto sera condicionado pela variacdo de ®(a,k) em relacdo ao
estado de tensdo, o, ou seja:

09(o, k
N = # ,
do
onde N representa o chamado vetor de fluxo plastico que é normal a superficie de

(2.15)

escoamento, considerando a chamada plasticidade associativa (Souza Neto et al, 2008).

Caso N < 0, o material encontra-se perante uma situacdo de descarregamento elastico.
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Neste caso, 0 estado de tensdo encontra-se no interior da chamada superficie de
escoamento, retomando ao material um comportamento eléstico. No caso de N = 0, isto
significa que ndo ha alteracBes na superficie de escoamento do material, o que pode ser
uma consideracdo valida para materiais modelados como perfeitamente plasticos.
Porém, caso N > 0, o estado de tensdo mantem-se sobre a superficie de escoamento e a
mesma é entdo alterada. Neste caso, modela-se o material como apresentando um grau
de encruamento, fazendo com que o limite de escoamento do mesmo seja uma funcgéo
do nivel de deformacdo plastica, que passa a ser uma variavel interna de encruamento
do material (Khan, 1995; Souza Neto et al, 2008).

2.3.2.1 CRITERIO DE VON MISES
Em 1913, von Mises formulou um critério de escoamento, tendo por base que o
inicio do escoamento ire ocorrer quando o segundo invariante das tensées de desvio, /,,
atinge um valor critico. Assim, a fungdo de escoamento que representa a formulacao de
von Mises pode ser matematicamente representada por:
®(0,eP) = q — 0, (EP) , (21
6)
onde g representa a tensdo equivalente de von Mises (ver Equacdo 2.5) e &P é a
deformacéo pléstica equivalente, que para este critério representa a varidvel interna de
endurecimento isotropico. A superficie de escoamento que representa a Equacéo 2.16
proposta por von Mises € mostrada na Figura 2.2, onde dado um estado de tensdes, se 0
mesmo se encontra dentro da superficie(ou envelope de falha) o comportamento é dito

como elastico e caso contrario o comportamento e dito como elasto-pléastico.
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Figura 2.. (@ Superficie de escoamento de von Mises. (b) sentacdo atraves do

plano desviatorio ou plano . Fonte: Fonte: Souza Neto et al (2008).

E importante destacar que este critério ndo contempla a influéncia da pressdo
hidrostatica dentro do processo de fluxo plastico do material. Desta forma, a formulacao
de von Mises pode ser classificada como sendo insensivel a pressdo hidrostatica (ver
Souza Neto et al, 2008).

2.3.2.2 CRITERIO DE TRESCA

Este critério, postulado por Tresca em 1864, é baseado em resultados
experimentais, e admite por hipotese, que a deformacdo plastica em um ponto material,
ocorre sempre que a tensdo cisalhante maxima atinge um determinado valor limite. Esta
condicdo pode ser representada matematicamente como:
g, (€P)

>

onde 7,,,, representa o maximo valor da tensdo cisalhante. Este pardmetro pode ser

(2.17)

c[)(o"ép) = Tmax —

determinado como:

loy — o3|

Tmax == T, 0-1 > 0'2 > 0'3
loy — 03l
Tmax = ) , 01 >03>0, (2.18)
_ lo; — 03]
Tmax—T , 0y > 01> 03

onde o, 0, € o3 representam as tensdes principais. A superficie de escoamento de

Tresca que representa a Equacdo 2.17 é mostrada na Figura 2.3, onde dado um estado de

13



tensdes, se 0 mesmo se encontra dentro da superficie (ou envelope de falha) o
comportamento € dito como el&stico e caso contrario 0 comportamento é dito como

elasto-plastico.

O3

Tresca

-
-
-
-
-
-
-
R
-

0,

01
(a) (b)

Figura 2.3. (a) Superficie de escoamento de Tresca. (b) Representacdo através

do plano desviatorio ou plano n. Fonte: Souza Neto et al(2008).

Como se pode observar da Figura 2.3, a projecdo da superficie de escoamento do
critério de Tresca, no plano desviador € um hexagono regular. O critério de Tresca
apresenta a dificuldade no célculo de 0® (o, k)/deo (ver Equacdo 2.15), nas regides de
singularidade (faces no modelo 3D e pontos no modelo 2D) existentes na respectiva
superficie. E importante destacar que a formulacdo de Tresca também é insensivel a
pressdo e possui uma dependéncia linear com relacdo ao chamado angulo de Lode (ver
Souza Neto et al, 2008; Bardet, 1990).

2.3.2.3 CRITERIO DE MOHR COULOMB

Formulado no ano de 1900, este critério estabelece que o escoamento plastico do
material se inicia quando, em um determinado plano de um corpo, a chamada tensao
cisalhante, 7, e a chamada tensdo normal, a,,, atingem a seguinte combinacdo critica:

T=c—o,tan¢ (2.18)

onde c é a chamada tensdo de coesdo e ¢ representa o angulo de friccdo interna. Neste
modelo, o valor da tensdao normal, a,,, € assumido como positivo.

Através de uma andlise do circulo de Mohr, pode-se definir a tensdo cisalhante e a
tensdo normal em funcdo dos valores maximos e minimos das tensdes principais. A

Figura 2.4 representa o critério de Mohr-Coulomb dentro do chamado circulo de Mohr.
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T = + o,tand

Omax O int O min C COt ¢

— 7 —»

Omax = Omin

Figura 2.4. Representacdo no circulo de Mohr do critério de Mohr-Coulomb.
Fonte: Souza Neto et al (2008).

Assim, o critério de Mohr-Coulomb escrito em funcdo das tensdes principais

méximas e minimas:

g (O Sty a9

onde g,,4x € Tmin fepresentam, respectivamente, a maxima e a minima tensao principal.

A Equacdo 2.19 pode ser re-escrita na forma:

(Umax - Umin) + (Gmax + Umin) sin¢ = 2ccos ¢ (2-20)

Assim, a funcéo de escoamento de Mohr-Coulomb escrita em funcgdo das tensdes

principais pode ser representada por:
CD(O" C) = (Umax - Gmin) + (Gmax + Umin) sin ¢ — 2ccos d) (2-21)

onde a tensdo de coesédo ¢ = o, (€P)/2. A superficie de escoamento que representa o
critério de Mohr-Coulomb é definida como sendo uma piramide com base haxagonal
(ver Figura 2.5), onde dado um estado de tensdes, se 0 mesmo se encontra dentro da

superficie (ou envelope de falha) o comportamento € dito como elastico e caso contrario
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0 comportamento é dito como elasto-plastico.

N
7

: (a) (b)
Figura 2.5. (a) Superficie de escoamento para o critério de Mohr-Coulomb.(b)

Representagado através do plano desviatorio ou plano w. Fonte: Souza Neto et al (2008).

O critério de Mohr-Coulomb foi inicialmente formulado para representar o
comportamento de materiais porosos dotados de atrito interno, tendo, no entanto,
verificado que estes materiais atingem, em geral, um estado de escoamento plastico a

tracdo antes de se ter atingido a superficie de Mohr-Coulomb (Souza Neto et al 2008).

2.3.2.4 CRITERIO DE BAIl & WIERZBICKI

Seguindo os preceitos estabelecidos pelo critério de Mohr-Coulomb, Bai et al
(2008) propos um critério de falha que além de incluir o efeito da pressdo hidrostatica
na lei de fluxo pléstico do materiais, 0 mesmo introduziu o efeito do chamado angulo de
Lode (ver definigdo no item 2.3.1). Bai & Wierzbicki relata que o efeito da pressdao
hidrostatica € responsavel pelo controle do tamanho da superficie de escoamento, em
qguanto o angulo de Lode controla a forma da mesma. O critério de Bai & Wierzbicki

pode ser matematicamente representado pela equacgéo:

®(0,8P) = q —0,(€P)[1

ymtt (2.25)
m+ 1)]

¢, (=10)] [cs b (8 — ) (y _

onde q representa a tensdo equivalente de von Mises, n é o nivel de triaxialidade

definido pela razédo entre a pressao hidrostatica e a tensdo equivalente de von Mises, y é
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uma funcdo do angulo de Lode e {C, 7o, cg*, c5,m} sdo pardmetros materiais,
identificados através de quatro ensaios experimentais. Bai & Wierzbicki introduz o
efeito da pressdo hidrostatica através da triaxialidade e o efeito do angulo de Lode

através do parametro y, que matematicamente é definido como sendo:

B cos(mt/6) 1
V=1 " cos(n/6) lcos(6 — /6)

— 1] = 6.4641[sec(0 —m/6) — 1] (2.26)

onde 6 representa o &ngulo de Lode. A superficie de escoamento que representa o
critério de Bai é mostrada através da Figura 2.6, onde dado um estado de tensdes, se 0
mesmo se encontra dentro da superficie (ou envelope de falha) o comportamento é dito

como elastico e caso contrario o comportamento € dito como elasto-pléstico.

Figura 2.6. Superficie de escoamento para o modelo de Bai & Wierzbicki. Fonte:
Bai (2008).

A Figura 2.7 representa uma compara¢do entre as superficies de escoamento de
von Mises, Tresca e Bai & Wierzbicki, dentro do chamado plano desviador.
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Compressao

Mises .
Cisalhamento

Tresca

Tragdo

Bai & Wierzbicki

CL=1.0. C4=0.90,
C,=0.92, m=6

Figura 2.7. Comparacao entre as superficies de von Mises, Tresca e Bai &
Wierzbicki. Fonte: Bai (2008).

2.3.3 LEI DE ENCRUAMENTO DO MATERIAL

A lei de encruamento estabelece as condi¢bes materiais para que um novo
escoamento plastico ocorra, apds se ter atingido o regime plastico do mesmo (Souza
Neto et al, 2008). Esta regra resulta do fato de que a superficie de escoamento sofre
constantes alteracdes a medida que o regime plastico é desenvolvido. A regra de
endurecimento, também chamada de endurecimento por deformacao, pode ser modelada
de acordo com a definicdo dos pardmetros de endurecimento. Em geral, modela-se tal
fendmeno como: perfeitamente plastico, com endurecimento isotrépico, com
endurecimento cinematico e com endurecimento isotropico e cinematico.

Quando se estabelece que ndo ha endurecimento material a medida em que a
deformacéo platica evolui, ou seja, 0 parametro de endurecimento do material é igual a
zero (k = 0), diz-se entdo que o material é pefeitamente plastico. Nesta condicdo, o
limite de escoamento do material bem como sua superficie de escoamento ficam
inalterados. A Figura 2.8 mostra o comportamento perfeitamente plastico de um

material.
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O3

Superficie de escoamento

y

Figura 2.8. Representacdo do comportamento perfeitamente plastico de um

material. Fonte: Souza Neto et al (2008).

2.3.3.1. ENDURECIMENTO ISOTROPICO.

Na condicdo de se modelar o endurecimento do material como isotropico,
considera-se que a superficie de escoamento do material aumenta durante o escoamento
plastico, porém a sua forma e localizagdo ficam inalteradas. Pode-se conciderar neste
caso, uma relacéo isotropica linear ou isotropica ndo-linear entre o limite de escoamento
do material e o nivel de plastificacdo. A Figura 2.9 representa o endurecimento

isotrdpico ndo-linear de um material.

Superficie de carga

Figura 2.9. Representagdo do endurecimento isotropico do material. Fonte: Souza
Neto et al (2008).
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2.3.3.2. ENDURECIMENTO CINEMATICO.

No caso de se modelar o endurecimento do material como cinemaético, considera-
se que a superficie de escoamento mantem a mesma forma para um dado incremento de
deformacdo pléastica, no entanto, translada como um corpo rigido. Este modelo, foi
inicialmente proposto por Prager (1955:1956), que assim, permitiu modelar o chamado
efeito de Bauschinger, bastante visivel em materiais sujeitos a regimes de carregamento
ciclico. Este efeito estabelece que o tamanho do regime elastico do material muda a
medida em que se atinge o regime plastico em uma determinada direcdo e
posteriormente se inverte a direcdo de carregamento (ver Lemaitre &Chaboche, 1990).
Para a introducdo deste efeito de encruamento é necessario introduzir o chamado tensor
tensdo de retorno, B (back-stress tensor). A Figura 2.10 representa o efeito do

endurecimento cinematico de um material

Superficie de escoamento Inicial

Figura 2.10. Representacao do endurecimento cinematico do material. Fonte:
Souza Neto et al (2008).

2.3.3.3. ENDURECIMENTO MISTO: ISOTROPICO E CINEMATICO.

Em uma condicdo real de carga, o material endurece através de uma
combinacdo de efeitos: isotropico e cinematico. Neste caso, o endurecimento resulta da
combinacdo dos modelos anteriores, admitindo a expansdo, a translacdo e rotacdo da

superficie de escoamento, ou inclusive a mudanca de forma.

2.3.4 LEI DO FLUXO PLASTICO
A lei de fluxo pléastico de um material estabelece a direcdo e a taxa de evolucdo da
deformacdo pléstica. A direcdo do escoamento é dada pela derivada direcional da

chamada fungdo de escoamento, ®(a, £P), com relacdo ao tensor das tensfes. Esta
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direcdo de escoamento é também conhecida como sendo o vetor de fluxo plastico:

0P (0,2P)

N= do '’

(2.27)

onde N representa o vetor de fluxo pléastico. Assim, a lei associativa de fluxo plastico

adotada para os modelos constitutivos aqui estudados é definida como sendo:

- _ . 0®(0,P)
e =y P (2.28)

onde £P representa 0 tensor da taxa de evolucdo da deformagdo plastica e ¥ é o
chamado multiplicador pléstico. A Equacdo 2.28 estabelece a regra de escoamento da
deformacdo plastica que usualmente é utilizada em modelos constitutivos para
caracterizacdo do comportamento de metais. A lei associativa, para além de evitar a
definicdo da uma funcdo de potencial de escoamento, ¥ (@, £P) que cumpra requisitos
termodindmicos, garante a condi¢do de normalidade, ou seja, o vector de fluxo, N, é
normal a superficie de escoamento em qualquer ponto do espaco das tensdes (Dunne &
Petrinic, 2005; Souza neto et al, 2008).

A Lei de evolugdo da deformacdo plastica equivalente, que para os modelos
apresentados fez o papel e variavel interna de endurecimento isotropico, pode ser

descrita de acordo com a seguinte equacao:

g0 = /;ép:s'p (2.29)

O Quadro 2.1, a seguir, representa resumidamente um modelo elasto-plastico
(Simo & Hughes, 1998; Dunne & Petrinic, 2005; Souza Neto et al, 2008), de acordo

com a teoria das pequenas deformacdes.
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Quadro 2.1. - Modelo constitutivo elasto-plastico.

i) Decomposicdo aditiva do tensor das deformagdes:

e=¢g°+¢&P

ii) Lei eléstica do material: Lei de Hooke

o= D¢ g
iii) Critério de escoamento
®(0,8P) =0
iv) Lei de fluxo pléastico (associativo)
_ . 0d(0,8P)
= )/T

v) Regra de encruamento: evolucéo da varidvel interna

. 0P (o, P 2. .
&p =)7H(0',§p) =y%= §£p:£p

vi) Critério de carrega/descarga

d<0 =0 Dy =

2.4 ESTRUTURAS PROTE(;AO VEICULAR CONTRA CAPOTAGEM -
ROPS
Uma estrutura de protecdo veicular contra capotagem, tecnicamente conhecida

como ROPS (Roll Over Protection Structure) (ver Vale, 2012), € um tipo de estrutura
mecanica largamente utilizado em veiculos de competicdo, bem como em veiculos
utilitario que possam trafegar em regides de alto potencial de capotamento, como em
regides de mineracdo, regides montanhosas e com terrenos bastante acidentados. O
ROPS, quando presente em um veiculo acidentado, pode proporcionar um maior
potencial de sobrevivéncia aos ocupantes do mesmo, pois mantem o volume do
habitaculo (ou cabine de passageiros) preservado. Para o exemplo estrutural aqui
adotado, serdo entdo usadas as dimensdes basicas de uma caminhonete 4x4
MITSUBISHI L200 GL, comercializada no mercado brasileiro.
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De acordo com Vale (2012), os principais tipos de ROPS utilizados mundialmente
podem ser classificados como: Estrutura de protecdo externa a cabine e Estrutura de
protecdo interna a cabine. A Figura 2.11 mostra os tipos de ROPS aqui citados.

@ (b)

Figura 2.11: Exemplos de estruturas de protecédo veicular contra capotagem. (a) ROPS
interno e (b) ROPS externo. Fonte: Vale, 2012

A concepcdo de um ROPS passa pelas etapas de determinacdo e elaboragéo da
forma global do mesmo, baseado nos preceitos de utilizacdo/aplicacdo, resisténcia e
seguranca. Primeiramente, realiza-se a definicdo da forma da estrutura (externo ou
interno a cabine). Em seguida, tem-se a determinacdo das dimensdes como altura,
largura e comprimento das diversas partes da estrutura mecanica. Assim, a seguranca e
qualidade do projeto estrutural estdo intimamente ligados a correta definicdo de tais
dimensGes. Como terceira etapa se faz um analise preliminar dos pontos de fixacdo do
ROPS sobre o veiculo, estabelecendo assim um das condi¢6es de contorno do problema.
A escolha de pontos de ancoragem da estrutura, devera obedecer o requisito de: utilizar
pontos de elevada rigidez (ver Vale, 2012). A Figura 2.14 ilustra os pontos de fixagédo
desejados para fixacdo de uma estrutura ROPS interna a cabine, de acordo com Vale
(2012).
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caixa de

base lateral
cacamba

base pilar C

base pilar B

base pilar A

Figura 2.12: ROPS interno a cabine e seus respectivos pontos de fixacdo sobre a

caminhonete. Fonte: Vale, 2012.

2.4.1 NIVEL DE CARGA APLICADA E PONTO DE APLICACAO

Para se avaliar as condi¢cfes estruturais de um ROPS, ha a necessidade de se
verificar o comportamento da estrutura quando sujeita a cargas verticais, laterais e
frontais que simulem um possivel capotamento. De acordo com o sugerido pelo
protocolo Australiano e Norma FIA para veiculos de competicdo (Vale, 2012; ADR59),
0s niveis de carga nas direcOes vertical, lateral e frontal estdo especificados na Tabela
2.1. Considera-se, de acordo com informacgOes do fabricante, que a massa da
caminhonete em estudo (MITSUBISHI L200 GL) atinge valores de aproximadamente
M=1.800 kg. De acordo com as normas Australianas e da FIA, para célculo das cargas
aplicadas para dimensionamento estrutural, ha a necessidade de se somar ainda a massa
propria do ROPS, bem como a massa dos ocupantes. Desta forma, seguindo as
orientagdes de Vale (2012), considera-se um valor de aproximadamente 500 kg
adicionais a massa da caminhonete, o que perfaz um valor total de projeto igual a
M=2.300 kg.
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Tabela 2.1: Niveis de carga para dimensionamento de teste de um ROPS. Fonte: Vale,

2012
Tipo de Carga vertical Carga lateral Carga
carregamento longitudinal/frontal
4xgxM 15xgxM 1xgxM
Carga de projeto 90.1 kN 33.8 kN 22.5 kN
9.2 ton 3.4 ton 2.3 ton

De acordo com as normas citadas (ver Vale, 2012; ADR59), na aplicacdo de cargas

verticais, laterais e frontais, simula-se uma condicdo real de cargas que agem sob a

cabine durante um capotamento. Os respectivos pontos de aplicacdo sdo mostrados de

acordo com a Figura 2.13 (Vale, 2012). CondicOes de carregamento concentrado e

distribuido podem ser aplicados, de acordo com a interpretacdo do projetista (Vale,

2012).

Figura 2.13. Pontos de aplicacdo das cargas de projeto. Fonte: Vale, 2012

Carga vertical

Carga lateral

Carga longitudinal

ROPS externo em
balanco

ROPS interno

Desta forma, assumindo como estrutura base para as simula¢fes dos modelos elasto-

plasticos aqui em estudo, uma estrutura ROPS interna a cabine, como mostrado nas

Figuras 2.11 a e 2.12, sera assumida. Os niveis de carga da Tabela 2.1, bem como o0s

seus respectivos pontos de aplicacdo mostrados na Figura 2.13 serdo tomados como

condic@es de contorno inicial para simulagéo do problema.
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3. ESTRATEGIA NUMERICA

Neste capitulo, serdo propostos modelos de integracdo numérica para os modelos
de von Mises, Tresca, Mohr-Coulomb e Bai & Wierzbicki, descritos anteriormente. Tais
modelos serdo entdo implementados em uma ferramenta académica de elementos
finitos, desenvolvida em linguagem FORTRAN 90, que sera entdo utilizada para
simulacdo da estrutura ROPS.

Na descricdo e determinagdo dos modelos numéricos, sera entdo adotada uma
metodologia para formulacdo de algoritmos para integracdo numérica das equacdes de
evolucdo das variaveis de estado associadas aos modelos constitutivos em estudo. O
problema entdo consiste em formular procedimentos de integracdo numérica que sejam
capazes de atualizar as variaveis internas conhecidas, geralmente denominadas por o,
no tempo t,,, para obter as varidveis internas a,,,, no tempo t, ., onde o incremento de
deformacdo Ae se assume conhecido (Souza Neto et al, 2008). Além disso, a
discretizacdo das equacdes constitutivas dentro do chamado pseudo-tempo [t,,, t,4+1] €
aplicada ao modelo, baseado no esquema de Euler implicito (Simo e Hughes, 1998).
Desde que o modelo seja implementado em programa académico de elementos finitos
para um carregamento quase-estatico, é necessario também se derivar a matriz tangente
consistente com o algoritmo de integracéo.

O procedimento de atualizacdo das tensdes, no qual é baseado na chamada
metodologia da decomposicéo do operador (Simo e Hughes, 1998; Souza Neto et al.,
2008), é especialmente adequado para a integracdo numérica do problema de evolucéo e
tém sido amplamente utilizados na plasticidade computacional. Esse método consiste
em dividir o problema em duas partes: um preditor elastico, onde o problema é
assumido ser completamente elastico e um corretor plastico, no qual um sistema de
equacoes residuais formado pela lei elastica, a funcdo de escoamento e as equacdes de
evolucdo é resolvido, tomando os valores obtidos na constru¢do do preditor elastico
como valores iniciais do problema (Souza Neto et al, 2008). No caso da funcdo de
escoamento ser violada, o chamado corretor pléstico é entdo inicializado e 0 método de
Newton-Raphson é usado para se resolver o conjunto de equacBes ndo lineares
discretizado. O método de Newton-Raphson é escolhido para solucionar o problema
devido ao fato de se atingir uma taxa quadratica de convergéncia para a solucao (Rao,
2009).
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3.1 ALGORITMO DE ATUALIZACAO DAS TENSOES E VARIAVEIS
INTERNAS
Na plasticidade computacional, o algoritmo de atualizacdo é também comumente
chamado de algoritmo de mapeamento de retorno e a sua construcao requer os seguintes
passos: conhecidos os valores da deformacdo elstica, €% e do conjunto das varidveis
internas a,,, no inicio do intervalo do pseudo-tempo [t,, t,+1], € dado também o
incremento de deformacdo prescrito, Ag, para este intervalo, o chamado estado tentativa

elastico pode ser entdo construido, como:

getrial — g¢ 4 Ag

trial _ mye. o€ trial trial
ontg = D&y P =g (3.1)
trial _ =
An+1 = Ap oy = ay(ay)

pirial ¢ o tensor das deformagdes

onde a4 representa o tensor das tensdes tentativa, &
pléasticas tentativa, a7'%! é a varidvel interna associada ao endurecimento isotropico
tentativa e o), € 0 limite de escoamento do material, que passa a ser uma funcdo da
variavel interna associada ao endurecimento isotropico, oy, (a,). No caso do modelo de
von Mises, a chamada deformacao plastica equivalente, €7, serd tomada como variavel
interna associada ao endurecimento isotrépico. Desta forma, o limite de escoamento do
material sera entdo uma funcéo de &.

O tensor das tensdes tentativas pode ser entdo decomposto em uma parte desviadora e
outra hidrostéatica:

trial _ e trial trial _ e trial
Sn+1 =2G 8dn+1 ’ Pn+1 = ngn+1 i (32)

onde Stial ¢ ptrial representam, respectivamente a componente desviadora e a
hidrostatica do tensor das tensdes tentativas. As constantes G e K representam as
constantes de Lamé e sdo denominadas de modulo de cisalhamento e modulo
volumétrico, respectivamente. Os termos £¢ 4714l e g2 tTidl representam as componentes
desviadora e volumétrica do tensor das deformacdes elasticas tentativa.

De acordo com a metodologia de decomposicéo do operador (Souza Neto et al, 2008), o
préximo passo entdo estd em verificar se o estado tentativa construido acima, se

encontra dentro ou fora do limite eléstico do material. Para isto, a fungdo de escoamento
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é determinada com base nos termos tentativa ja definidos. Para 0 modelo de von Mises,

a funcdo de escoamento é entdo determinada como sendo:

Ptrial = gtrial _ O.y(gz) ) (3.3)

onde o termo g™ representa a tensdo equivalente de von Mises que é definida em

funcio da contribuicio desviadora do tensor das tensdes tentativa q'"'* =
3 . . . - 7 -
Esffj‘il: trial A lei de encruamento do material é aqui representada pelo termo

ay(e‘f{) que passa a ser uma funcdo da variavel de endurecimento isotropico, 5. A

expressdo que defini a evolucéo do limite de escoamento do material em funcdo de & é

escrita como:
0y (&) = oy + HEL (3.4

onde H representa 0 modulo de endurecimento isotropico, que é uma propriedade
material e g, é o limite de escoamento inicial do material.

Caso ®@ seja menor ou igual a zero, isto significa que o incremento de
deformacéo prescrito inicialmente é realmente totalmente elastico e o estado tentativa
construido passa entio a ser considerado o estado real do material, (*),4; = (*)54,
Porém, caso ¢ seja maior que zero entdo é possivel constatar que o material se
encontra dentro do regime plastico e que o incremento de deformacdo prescrito, que
inicialmente foi considerado elastico, possui uma parcela plastica. Desta forma, ha a
necessidade de se corrigir o estado tentativa construido acima.

A correcdo do estado tentativa é feita a partir da remocdo do incremento de
deformacédo plastica de dentro da deformacdo elastica tentativa, que pode ser entdo

eXpresso por:

e _ getrial
€n+1 = Eny1 T AgP . (3.5)

Para 0 modelo original de von Mises, o incremento de deformacdo pléstica é entdo
definido atraves da Lei de Fluxo Plastico, Equacdo 2.28 e na Quadro 2.1 do anexo.

Assim, substituindo esta expressdo na equacdo acima, temos:
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3Sn+1
2qn41

e _ cetrial
€n+1 = €nt1 —A

(3.6)

onde Ay representa o multiplicador plastico.

A atualizacdo das varidveis de estado pode ser obtida atraves das equagdes a seguir:

35n+1
Eni1 = En + AV S q”+1 : 3.7)
n
&, =& +4ay, (3.8)

Por fim, a funcdo de escoamento atualizada € entdo determinada atraves do estado

real, no pseudo-tempo t,,,,, de acordo com a expressao:

(3.9)

Verifica-se entdo, analisando as Equacfes 3.6, 3.8 e 3.9 que para se determinar o
estado real do material, h4 a necessidade de se resolver um sistema n&o-linear de
equacBes, onde se tem como variaveis €2, £, , e Ay.

O sistema ndo-linear formado pelas Equagdes 3.6, 3.8 e 3.9 pode ser considerado, para
um estado geral de tensdo (problema tridimensional), como um sistema com oito
variaveis e oito equacbes. Pode-se também reescrever a Equacdo (3.6) em termos do

campo de tensdo, como se segue:

38n+1
2Qn41

Oni1 = D &R 1% — 2GAY (3.10)

Desta forma, o sistema de equagdes nao-lineares a ser resolvido passa a ter como

variaveis o, 1, £, , e Ay e pode ser representado na forma de equacdes residuais:
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3Sn+1

Ronsy = Ones — D1 €731 + 2GAY 5
An+1
— P _ P _
Réz_,_l = &nt1 " En Ay (3.11)

. =P
_Sn+1- Sn+1 —0p — Hgn+1

Assim, o quadro a seguir mostra de forma resumida, o modelo numérico

desenvolvido para 0 modelo matematico de von Mises.

Quadro 3.1. Algoritmo de atualizacéo das tensdes e variaveis internas associado ao
modelo de von Mises.

) Determinar o estado tentativo: Dado um incremento deformagéo, Ae.
trial _ . trial
S%irlial — ‘g?e1 + Ag o-nr-iﬁ = D*: £$L+r1m
_p trial p qtrial — Estn’al. trial
gn+1 = gn 2 n+1 n+1

i) Verificar a admissibilidade Plastica:
otrial — gtrial _ g _ [l P
Se dtrial < 0, entdo (passo elastico): (), = (x)&iat:
Caso contrario, entdo (passo plastico): Algoritmo de retorno:

iii) Algoritmo de retorno: resolver o sistema de equacGes ndo-lineares (Newton-
Raphson), tendo como variaveis: 6,1, &, € Ay.

[ . 35
Ry, = Opyy — DE:gg 8 4 26Ay =112
An+1
— &P =D
{ Réﬁﬂ =&t~ & T Ay
\ Rpy = Esn+1:sn+1 — 00— H&y,,

iv) Atualizar outras variaveis internas:

V) Fim.
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Na resolucdo do sistema ndo-linear descrito na Quadro 3.1, 0 método de Newton-

Raphson é adotado. Como ponto de partida, tal sistema necessita ser escrito na forma

linearizada de acordo com a expressdo a seguir (ver Holzapfel, 2000; Souza Neto,

2008):
‘R, .. ORs,,, ORg..
0041 63_54.1 dAy
ORep,, OReh, ORg,
00,1 08,  dAy
dRn, ORr, ORn,
| 00,41 GS_ZH dAy |

|88

8041

n+1

SAy

k
k+1 Ran+1

— _|Rw»

n+1

(3.12)
Ry,

Assim, a Quadro 3.2 mostra de forma resumo a aplicacdo do método de Newton-

Raphson para resolucdo do sistema linear (Equagdo 3.12), onde o estado tentativo €

tomado como pardmetro inicial do problema (Rao, 2009).
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Quadro 3.2. Algoritmo para resolucédo do sistema linear através do método de Newton-

Raphson.
) Dado o estado tentativo como parametros iniciais:
o _ i 0) = 2 0) _ =
Ony1 = aglclll Ay™ = Ay €nt1 = ﬁ
i) Resolver o sistema de equagdes para: 6,,,1, &-., € Ay.
_ _k
aRﬂ'n+1 aR‘"n+1 aR"'n+1
00,41 a‘57121)+1 0Ay s k+1 R k
~ OR- ~ Opn+t1 On+1
aRgfwl ‘;z"'l aR€1zi+1 . 5517;_1 = — REPH
—] — n
00,41 08, 0Ay SA R
Y Ay
ORyy Ry,  ORpy,
_ao-n+1 6524_1 aAy .
11)) Calcular:
G_Elk++11) — aglk+)1 + 6o,§1k++11) Ay(k"'l) - Ay(k) + SAy(k+1)
b (k+1) _ p () =p (k+1)
En+1 — “n+1 + 6£n+1
iv) Verificar convergéncia:
Pk+1) — q(k+1) — 0y0 — ng,fflfﬂ)
q)(k+1)
erro = < tolerancia
p (k+1)| —
[ayo +H'E
V) Fim.
onde:
OR ON
—In — 4 2GAy —25
a0-n+1 60n+1
aRUTL‘l’l _ 0
=7 3.13
agn+1 ( )
OR,,
aTyH = 2GNp 41
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-7 =1 (3.14)

dAy

ORpy
00541

n+1

dRy,

5 =—H 3.15
68§+1 (3.15)

ORyy
oAy

ONpy1 3 [(

1
= I—=IQRI S S
00741 2qn+1 ® n41 ® Sniy

) __3
3 2(qn41)? (3.16)

3.2 OPERADOR TANGENTE CONSISTENTE

Tomando como base a implementacdo implicita do modelo descrito na secéo 3.1
em um desenvolvimento de elementos finitos, 0 operador tangente consistente com o
algoritmo de integracdo € requerido para se construir a chamada matriz de rigidez
(Souza Neto, 2008; Malcher, 2011). Considerando um caso elastico, ou seja, quando o
fluxo plastico é igual a zero dentro de um passo especifico, o operador tangente no
tempo t,,,; passa a ser simplesmente o operador elastico ou matriz de elasticidade do

material (Lemaitre & Chaboche, 1990), descrito por:

D¢ =D . (3.17)
Por outro lado, em um caso elasto-plastico, ou seja, quando se assume a existéncia

do fluxo pléastico, o operador tangente, descrito por D¢P é definido como:
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do

DeP = ,
d€nyq

(3.18)

onde o representa o tensor das tensoes obtido através do algoritmo de atualizacdo das
tensdes, descrito acima (Souza Neto et al, 2008). Para 0 modelo de von Mises, a
metodologia aplicada para determinacdo do operador tangente consistente com o

algoritmo de atualizacdo de tensdes € escrito a partir da Equacéo (3.12) escrita na forma

inversa:
doy,y Ci1 Ciz Ci3][De: destrid
d&f [ =]Ca1 Caz Caa 0 ) (3.19)
dAy C31 (3 (33 0
onde:
—aRanH aR0n+1 aR<Tn+1 -
00,4, 08,  0ly
Ciy €1z Cy3 ORp ORp OR.»
621 sz Cz3 =|__"n+1 _—pn+1 —nt1 ) (320)
Cs; C3p Cag 00,41 08, oAy
ORpy ORxy ORpy
_ao-n+1 6554_1 aAy h

Os termos C,,, C,3, C3, € C35 representam escalares. €5, €51, C13 € C3;
representam tensores de segunda ordem e C;, representa um tensor de quarta ordem.
Assim, a partir da Equacao 3.18, pode-se escrever que:

DeP = On+1

- etrial
den i

Cyp:DC (3.21)

onde a operacdo (C,;: D) representa a composicao entre o tensor de quarta ordem C;; €
o tensor de quarta ordem D, dado pela matriz de elasticidade (ltskov, 2007).

A metodologia descrita nas se¢fes 3.1 e 3.2 e aplicada ao modelo de von Mises,
para determinacdo do algoritmo de atualizacdo das tensdes e matriz tangente
consistente, serd entdo aplicada a fora aos modelos de Tresca, Mohr-Coulomb e Bai &
Wierzbicki. Desta forma, a diferenca basica na aplicacdo da metodologia a outros
modelos constitutivos estd na formagdo do chamado sistema de equagdes residuais. A

seguir, tais sistemas serdo particularizados para cada modelo em estudo.
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3.3 EQUACOES RESIDUAIS PARA O MODELO DE TRESCA.
Para 0 modelo de Tresca, descrito no Capitulo 2 e matematicamente detalhado nos

Quadros a.2 e a.3, em anexo, 0 sistema de equacdes residuais é entdo formado como se

segue, em termos das tensdes principais ordenadas como STl > girial > girial

I. Para N% normal ao plano central:
Rs,., = Sn+1— SHi4' + 2GAYNY,

Rgp = §1§+1 — 55 — A]/a (3.22)

n+1
_ =
RAy =S1n+1 — S3n41 — Uy(£n+1)

ii. Para N* e N? = N® normais ao plano central e ao plano direito:

Rg .. =S8n41— Sflr-i(il + 2GAy(Npyq + N2+1)

Rep =&y — & — (Ay® + Ay®)

(3.23)

a _ —»
RAy =S1n+1 — S3n41 — O-y(gn+1)

b _ =P
RAy =Sin+1 — S2nt1 — ay(gn+1)

iii. Para N¢ e N’ = N® normais aos planos central e esquerdo:

Rg .. =Sny1— S;rﬁl + 2GAy(Ny4q + N£1+1)

Rep = Ene1 — & — (Ay® + 4y
(3.24)

a _ P
RAy =S1n+1 — S3n41 — Uy(5n+1)

b _ el
RAy =Son+1 — S3n+1 — Uy(€n+1)

Assim, o quadro a seguir mostra de forma resumida o modelo numérico

desenvolvido para 0 modelo matematico de Tresca.
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Quadro 3.3. Algoritmo de atualizacéo das tensdes e varidveis internas associadas ao
modelo de Tresca.

) Determinar o estado tentativo: Dado um incremento deformacéo, Ae.
trial _ trial
grelirlial — gfl + Ag Snr-lfg - 2082 7{41—%
—ptrial _ -p trial _ trial
poal = gp piisl = Kegirls

vn+1l

i) Decomposicgéo de StTiat: sirial > girial > girial:

iii)  Verificar a admissibilidade Plastica:

trial — c¢trial _ ctrial _ sptrial
P =5 S3 ay(gn+1

Se dtrial < 0, entdo (passo elastico): (*),4q = (x)&at;

Caso contrério, entéo (passo pléstico):

iv) Algoritmo de retorno:

Se Ssirial > girial > gtrial. entjo para o plano central resolver o seguinte
sistema de equacdes nado lineares (Newton- Raphson) tendo como variaveis
internas S,,q, £, € Ay.

Rg, .. =Sns1— S%ri({l + 2GAyN74,

— &P
Rp =¢

_ &b _ a
P n+1 — &n —AY

_ =
RAy =Sin+1 —S3n+1— O-y(gn+1)

V) Atualizar outras variaveis internas

Vi) Fim.
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Quadro 3.4. Algoritmo de atualizacdo das tensdes e varidveis internas associadas ao
modelo de Tresca para 0s cantos esquerdo e direito.

Apos o item iii). da Tabela 3.3, tem-se:
vii) Voltamos para 0s cantos

Se sfrial 4 glrial _ pgtrial > ( entdo resolver as equagdes ndo lineares para o canto
direito:

(Rs.,. = Sni1—SHiS +2G(Ay*NE,, + AYP N3 )
Rep = Ene1 — & — (By® +4yP)

a __ =P
| <RAy =S1n+1— S3n41 — Uy(5n+1)

k ng =S1n+1— S2n+1 — O-y(gfwl)

Caso contrario, resolver as equagdes para o canto esquerdo:

(Rsppy = Sni1 = Siif' + 2G(Ay Ny + AP Npy)

R =& —& — by +4y")
R(Aly =S1n+1 — S3n41 — O'y(EZH)
L RK}/ =Son+1 — S3n+1 — O-y(gz+1)

viii)  Atualizar outras variaveis internas

ix)  Fim.

onde as derivadas das equagdes residuais séo:
I. Para o plano central:

a

n+1

= H4—11®1+26AyaN—
3 aa-n+1

aR-‘fn+1
007,41

aRSn+1
22 0 (3.25)

n+1

aRSn+1

aA,y = ZGN;IL-FI
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ONy 41

0011

6R5n+1

007,41

aR$n+1

=P
agn+1

aR$n+1

dAy

- 2
ao-n+1

ii. Para 0s planos central e direito:

=114—11®1+2(; AyaaN—
3 do

=0

= ZG(N%H + N?1+1)

a
n+1

n+1

+A
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b

ON7+1

50n+1

)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)



n+1 — _1
0Ay? oAy?
ORSy _ o
ao.n+1 n+1
aR?
aa:; = Nps1 = N3y
ORy, ORy
agfwl agn+1
OR}, OR},

Ay 0Ay
b
ONyy1 _ 0%

iii. Para 0s planos central e esquerdo:

aR$n+1
00141

aR$n+1

=P
agn+1

=0

aRSn+1
dAy

= ZG(N;11+1 + N?z+1)

1 NS oN?
=H4—§I®I+ZG<Ay“a—n+1 b—”“)

+ Ay

On+1 a0'n+ 1
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(3.31)

(3.32)

(3.33)



n+1 — 0
a0-n+1
aR§7€+1 1
FEA

n+1 (3.34)
Ry R
dAye  OAyd
IRy _ ya
ao.n+1 n+1
AR
aa:; = Nps1 = Niyy
0RS, ORE, (3:35)
08, 08,
ORS, ORR,
JdAy  0Ay
ONnyy  9°0,
aan+1 ao-n+1

(3.36)

3.4 EQUACOES RESIDUAIS PARA O MODELO DE MOHR-COULOMB.

Para 0 modelo de Mohr-Coulomb, também descrito no Capitulo 2 e
matematicamente detalhado nas Quadros a.4 e a.5, em anexo, 0 sistema de equacOes
residuais é entdo formado como se segue, em termos das tensdes principais ordenadas

como: O.ltrlal > O.Ztrlal > O.?frlal.

I. Para N¢ normal ao plano central:

Roppy = Ons1—0n4s + Ay *(2G[NGlnsy — KNG)

Rep = &nyq — & — 28y%cos® (3.37)

Rry = (01041 — 3n41) + (O1n41 + O3 n41)SiNG — Uy(gg+1)005¢
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Na formula anterior, N§ = tr[N%] é a componente de fluxo volumétrico do vetor
N% no estado atualizado e N§ representa o estado atualizado do autovalor da sua

projecéo desviatoria.

i. Para N® e N = N° normais aos planos central e direito:
Ropvy = Oni1—0545" + Ay (2G[N Gl — KN3)
+ 4y (26N, — KNB)

Rp =& . —& —2(Ay* + Ay®)cos® (3.38)

En+1
ng = (O1n+1 — 03n+1) + (0141 + O3 n41)Sing — Uy(fgﬂ)cosﬁb

RZ)/ = (O1n+1 — O2n+1) T (0141 + 02 ny1)sing — Uy(gﬁﬂ)cosd’

iii. Para N® e N? = N° normais aos planos central e esquerdo:
R0n+1 = o-n+1_0-$1r-|l:61u + Aya(ZG[NZ]THl - KN??)
+ay? (2G[NY] ,, - KNB)

n+

Rep =&y — & — 2(&y® + AyP)cosd (3.39)

_ - D
Ry, = (01n+1 — 03n+1) + (0141 + O3 ne1)sing — ay(&ns1)cosgp

b _ i =P
RAy - (0-2 n+1 — 03 n+1) + (0-2 n+1 1 03 n+1)Sln¢ - Gy(€n+1)COS¢)
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Quadro 3.5. Algoritmo de atualizacdo das tensdes e varidveis internas associadas ao
modelo de Mohr-Coulomb.

i) Determinar o estado tentativo: Dado um incremento deformacéo, Ae.
trial _ e trial etrial
ggirlial — S% + Ag Ont1 = 2G‘?dn+1 + Kevn+1 I
—ptrial _ -p
€n+1 =én
i) Decomposicéo de gt"at: gfrial > girial > glrial:

iii) Verificar a admissibilidade Plastica:
q)trial — (O.ltrial _ O.?frial) + (o_ltrial_|_o.11frial)sing _ o_y(grzz_t'—?al)cos @
Se dtrial < 0, entdo (passo elastico): (), = (x)&iat:
Caso contrario, entdo (passo plastico):

Iv) Algoritmo de retorno:
Se glrial > glrial > glirial- entio para o plano central resolver o
seguinte sistema de equacdes nao lineares (Newton- Raphson) tendo
como variaveis internas a,,,4, &, € Ay.

Roppy = One1=004s + Ay (2G[NGlnis — KNE)

Réflu - 8_111)+1 - gﬁ — 24y%cos@

Rry = (01n41 — 3n41) + (01 n41 + O3 n41)SiNG — Uy(gﬁﬂ)cosd’

V) Atualizar outras variaveis internas

Vi) Fim.
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Quadro 3.6 Algoritmo de atualizagdo das tensdes e variaveis internas associadas ao
modelo de Mohr Coulomb para os cantos esquerdo e direito.

Apos do ponto iii). da Tabela 3.5

vii) Voltamos para 0s cantos

Se (1 - sing)of"@ — 2547 + (1 + sing)oi™ > 0 entdo resolver as equacdes ndo
lineares para o canto direito:

(Ro,, = Onin—00is + By"(2GINGlss — KNE) + &y (26[NB]  — KNB)
Rep =&, — & —2(8y® + Ay")cosP
l <RZ}/ = (01 w1 03n41) + (0141 + O3 041)SiNP — O-y(gﬁ+1)cos¢

b _ . —p
Ry, = (01 w1 02n+41) + (O1nt1 + 02 p41)sing — Gy(5n+1)C05¢

Caso contrario, resolver as equagdes para o canto esquerdo:

IrRanH = 0,,1—0n3 + Ay*(2G[N],1 — KNS + 8y"(2G[N}] ., — KND)
4 Rep =& — & — 2(8y® + AyP)cos®

; =
L <RZ}/ = (01 ne1 93 n+1) T (O1n41 + O3541)SINP — Uy(gnﬂ)COS(b

b . -
Ry, = (02 ne1 93 n+1) T (0241 + O3541)siND — Uy(gnﬂ)COS(b

Onde,
_90_ ..[22
Ng=7;—1tr [60]1
_ [0
N, =tr [60] I
X) Atualizar outras variaveis internas

xi)  Fim.
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onde as derivadas das equacdes residuais sao:
I. Para o plano central:
dR NG a1, o, OINElia

On+1
—— =14 2GAy*® Ay°K
a0-n+1 aO-n+1 aO-n+1

OR

On+1 __ 0

(3.39)

n+1

WRows _ 5 GIN] sy = KINGTnss
EING n vin

—= =1 (3.40)

&

ORpy
005,41

— a
= Nn41

ORn,
&P

n+1

= —Hcogqb (3.41)

ORpy,
PN

O[Nglner 0 700, _tr<6®1)l]

007,41 00,41 100,41 00,41

0[NGlns1 0 [tr(ag)l)l]

00,41 00,41 00,41

(3.42)

44



ii. Para 0s planos central e direito:

b
aRan+1 =1+ 2G Ayaa[Ng]"“ + A)/b a[Nd]n_,_l
aan+1 aa.n+1 aO'n_l_l

a[Ng]n%-l a[Nlli]n+1
— KAyt ———"—+AyP ———
< 005,41 0041

OR

On+1 __ 0

=P
ag‘n+1

(3.43)

OR
aye = 200N — KN,

Wony _ 2G([N%],e1 — KIN2],0)
aAyb n+1 vin+1

n+1 (3.44)

aRng aREpH
n = n = -2
dAy? dAyP cos®

(3.45)
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0[Nglot: 0 [ 00, —tr( 09, )I]

00,41 00,41 00,44

b
olval,.. __9 [9% —tT( . )I]

0041 00,1100, 007,41
Jd[N% Ja T d
Wolwa _ tr (52)1] (3.46)
aa-n+1 aO-n+1 - ao-n+1
O[ND],s1 Ja T (3(36) ]
= tr 1
00,41 00,11 L \00,44
ii. Para 0s planos central e esquerdo:
OR a[N%,, d[Ng
— i — 1 4 26 | Ay® OlWNalnss + Ayb—[ by
00741 007,41 007,41
a[NZ], a[NE],
_K<Aya NEhss OIS )
a0-n+1 a0-n+1
aR¢7n+1 =0
- = 3.47
a&r. . (3.47)
OR
Gaye = 26Nl — KING],)
OR
aAa-yzl = ZG([Ng]rwl - K[Nz]n+l)
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0Ay? oAy?

dR%, _Ne

ao.n+1 n+1

OR}

aa:; = Nps1 = Niyy

ORS, ORY,

FEE = —Hcos¢
n+ n+

OR}, OR},

Ay oAy

0[Nl O

00,41 00,41

[ 6@1 ( 6@1 ) ]
—tr I
—aan+1 a0-n+1

a[NZ]nH d 09, . ( 09, >I]
= —tr
a0-n+1 a0'n+1 -aan+1 aan+1
O[N] 41 a T ( 00, > ]
= tr |
007,41 00,41 L \0O,4y
O[N5],14 Ja | ( 00, ) ]
= tr |
00,41 00,11 L \00y,44
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3.5 EQUACOES RESIDUAIS PARA O MODELO DE BAI & WIERZBICKY
Para 0 modelo de Bai & Wierzbicki, também descrito no Capitulo 2 e
matematicamente detalhado na Quadro a.6, em anexo, o sistema de equaces residuais é

entdo formado como se segue:

1

Ran+1 =0n41 — ?Lﬂria + AyD*®: Nyiq
=gl &l 2 2 M. M s M
Réfm_gnﬂ &n Ay\/ +- ﬁ + 2* < S+Zoc/15.s

(3.51)

3 _
RA)/ = Esn_l_l: Sn+1 - Uy(££+1) A(ﬂ)B(V)

Quadro 3.7. Algoritmo de atualizacéo das tensdes e variaveis internas associado ao
modelo de Bai & Wierzbicki.

) Determinar o estado tentativo: Dado um incremento deformacéo, Ae.
trial _ etrial

£;alf_qlal — Sfl + Ag Sn-lfl - 2G£d n+1

—ptrial _ -p trial _ Kse trial

1 T &n Pn+1 = vn+1l
i) Verificar a admissibilidade Plastica:

trial _ trial &P trial atrial ptrial
@ =dqn+1 — O-yO( n+1 )An+1 Bn+1

trial

Se dtrial < 0, entdo (passo elastico): (*)p4q = (x)514,;
Caso contrario, entdo (passo plastico): Algoritmo de retorno:

iii) Algoritmo de retorno: resolver o sistema de equacdes ndo-lineares (Newton-
Raphson), tendo como variaveis: 6,1, &, € Ay.

r Ropsy = Oner = 05514 + AYDE: Ny
R _ P _ A 2 AZM M 2 /’IS u
{ Eﬁ+1_gn+1_ — Ay [+ 35 ‘8+ S?+ x E?
3 p
RA)/ = Esn+1: Sn+1 - O-y(gn+1) A(n)B(Y)

iv) Atualizar outras variaveis internas:

V) Fim.
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onde as derivadas das equacdes residuais sao:

oR,. .,
—— =1+ AyD°®:
a0-n+1 aa'n+1

Ninit

aR¢7n+1 — aNTH-l

&P 4 &P

n+1 n+1

Roves _ e,y
. n

dAy

6\/o<2+§[>’2+ AZ%:%+20</1

Yl

60’n+1 aon+1

aNn+1 — + 2qn+1

3 3 1
0 27, i1 Sn+1] d [ ﬂn+1Mn+1] N d [§Bn+ll]

00541 ao-n+1 a0-n+1

a0-n+1

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

As outras derivadas necessarias para constru¢do do modelo numérico de Bai, podem ser

observadas dentro do anexo desta dissertag&o.

49



4. MATERIAIS E METODOS

Neste capitulo serd apresentada a geometria da estrutura ROPS usada como
exemplo de dimensionamento, a malha de elementos finitos construida para realizagdo
das simulacGes numeéricas, as propriedades materiais necessarias para execucdo dos
modelos elasto-plasticos selecionados, bem como as geometrias e malhas de dois corpos
de prova que serao usados para teste de convergencia iniciais dos modelos.

Para se testar a robustes dos modelos estudados, inicialmente serdo realizados
testes com um corpo de prova cilindrico liso sujeito a tracdo pura e um corpo de prova
tipo borboleta sujeito a cisalhamento simple.

Estes resultados experimentais sdo tirados da literatura,onde 0s corpos sao
fabricados de ago 1045.

Em seguida, a estrutura ROPS fabricada em aco FB 70, serdo entdo usado, e seus
resultados discutidos com base em parametros elasto-plasticos como: O angulo de

Lode, O nivel de triaxialidade, Deformacdo Plastica Equivalente e Tenséo Equivalente.

4.1 GEOMETRIA E MALHA DE ELEMENTOS FINITOS.

4.1.1 ESTRUTURA ROPS

De acordo com Vale (2012), a estrutura ROPS interna, usada nas analises deste
trabalho, é entdo fabricada de aco FB 70, que possui médulo de elasticidade de 206
GPa, limite de escoamento inicial de 490 MPa e coeficiente de Poisson igual a 0.3.
Também como condicdo inicial de projeto, adota-se uma secédo transversal tubular com
didametro externo de 56 mm e espessura de parede de 10 mm para a estrutura ROPS.
Para realizacdo das simulacdo numeéricas, constroi-se uma malha de elementos finitos
tridimensional, com elementos hexagonais de 8 nds. A malha é entdo construida tendo
25440 elementos e 38402 nds, utilizando integracdo reduzida com quatro pontos de
Gauss.

A Figura 4.1 mostra as dimensdes globais da estrutura ROPS aqui utilizada (Vale,

2012). Ja na Figura 4.2, tem-se a malha de elementos finitos descrita acima.
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0.156m  0.0235m
X -

0.318 m

i 0.236 m
1711 m
<—r—> N\ r=657
l - 0.180m I/ a=20°

|
0.850 m

Figura 4.1. Geometria do ROPS interno usado no analises. Fonte: Vale, 2012.

Figura 4.2. Malha de elementos finitos para a estrutura ROPS interna tipo gaiola.

E importante destacar que o nivel de discretizacio espacial escolhido, foi baseado
em testes numericos preliminares, onde malhas com diferentes niveis de refinamento
foram testadas. A malha final com 38402 nds foi resultado da convergéncia dos
resultados numéricos, minimizando assim, o efeito da dependéncia de malha, ja que os
modelos numéricos aqui construidos sdo classificados como modelos locais (ver
Andrade, 2012).
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4.1.2 CORPO CILINDRICO LISO E BORBOLETA.

Para se proceder a realizacdo de testes numéricos iniciais e assim descrever o
comportamento dos modelos elasto-plasticos estudados, um corpo de prova cilindrico
liso sob carregamento de tra¢ao e outro corpo de prova chamado de “borboleta” sujeito
a cisalhamento puro serdo usados (ver Bai, 2008; Malcher 2011). Ambos os corpos de
prova foram fabricados de aco 1045 (ver Malcher et al, 2012).

A Figura 4.3 mostra a geometria dos corpos de prova, bem como a malha de

elementos finitos usada.

14.000
1,000

/9.800

#9.00

?15.00
|
i

-\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ L
-\\\\\\\\ L
L)
S

)

N

5.15—

i

(a) (b)

Figura 4.3. (a) Corpo de prova cilindrico liso e (b) corpo de prova do tipo borboleta.

O corpo de prova cilindrico liso foi discretizado com elementos quadrilaterais de
oito nds, com quatro pontos de Gauss. Um total de 1800 elementos foram usados,
seguido de 5581 nds. O tamanho da area de ensaio para o corpo de prova € igual a 20.5
mm. Devido a simetria do problema, somente 1/4 do corpo foi discretizado e resolvido
como um problema bidimensional. J& para o corpo de prova do tipo “borboleta” uma
malha tridimensional de elementos finitos foi utilizada, com 2432 elementos de vinte

nos, seguindo de 12681 nos.
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4.2 PROPRIEDADES MATERIAIS PARA O ACO FB 70 E ACO 1045

Para utilizagdo dos modelos elasto-plasticos descritos nos capitulos anteriores, as
seguintes propriedades materiais foram adotadas, como base em informacoes
disponiveis em catalogos de fabricantes (ver catdlogo V&M, 2012) e na literatura (Bai,
2008).

Tabela 4.1 Propriedades materiais para o ago FB 70.

Descrigdo Simbolo Valor
Modulo de elasticidade E 206 GPa
Tensdo de escoamento inicial gy 490 MPa
Angulo de atrito interno @ 0.1
Triaxialidade referéncia Mo 0.33
Parametro de pressao (Bai) Cyy 0.09
Parametro de tragdo (Bai) ch 1.00
Parametro de compressao (Bai) cg 0.90
Parametro de cisalhamento (Bai) ch 0.855
Expoente de Bai m 6

A composicao quimica do aco FB70 é mostrada na Tabela 4.2.

Tabela 4.2. Composicao quimica aco FB 70. Fonte: catalogo V&M, 2012.

% C Mn P S Si Cr Al Mo

Minim | 0.00 1.40 0.00 0.00 0.20 - 0.020 -

Maxim | 0.22 1.80 0.05 0.05 0.50 - - -

A Tabela 4.3 mostra as propriedades materiais utilizadas na simulacéo.

Tabela 4.3. Propriedades materiais para o ago 1045. Fonte: Malcher, 2011

Descrigédo Simbolo Valor
Maodulo de Elasticidade E 220 [GPa]
Coeficiente de Poisson v 0.33
Tenséo de escoamento inicial Ty, 830 [MPa]
Curva de encruamento oy (R) 500(1 — e %4R)

4.3 CONDICOES GERAIS PARA SIMULACAO
De acordo com as normas citadas (Vale, 2012; ADR59), para se manter o volume

seguro dentro da cabine dos ocupantes, a estrutura de protecdo pode apresentar uma
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deflexdo méaxima nas trés dimensbes (lateral/vertical/longitudinal) de até 100
milimetros, quando sujeita as cargas destacadas na Tabela 2.1 e dados os pontos de
aplicagdo mostrados na Figura 2.13. Obedecida esta condigdo de contorno, a estrutura
possuird entdo um nivel de rigidez adequado. Além disso, segundos requisitos aqui
estabelecidos e baseado em normas existentes, o material escolhido para fabricacédo
deste tipo de estrutura de protecdo tem que possuir um limite de escoamento na faixa de
345 4 610 MPa, (Vale, 2012; ADR59). E importante ressaltar que a selecdo de materiais
com limite de escoamento na faixa inferior (345 MPa) vai resultar em uma se¢édo
transversal mais robusta para a estrutura, ou seja, maior didmetro externo e espessura da
secdo tubular. Isto podera acarretar em uma estrutura com elevado peso proprio. Desta
forma, de acordo com Vale (2012), recomenda-se uma ponderacdo entre as
propriedades materiais e as dimens@es estruturais de maneira a se obter uma estrutura
adequado.

Como mencionado, a escolha dos quatro modelos constitutivos ja descrito é
justificada pela evolugdo no acoplamento de efeitos atualmente largamente estudados,
como: efeito da pressdo hidrostatica e nivel de triaxialidade, e efeito do terceiro

invariante do tensor desviador ou efeito do angulo de Lode.
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4. MATERIAIS E METODOS

Neste capitulo serd apresentada a geometria da estrutura ROPS usada como
exemplo de dimensionamento, a malha de elementos finitos construida para realizagdo
das simulacGes numeéricas, as propriedades materiais necessarias para execucdo dos
modelos elasto-plasticos selecionados, bem como as geometrias e malhas de dois corpos
de prova que serao usados para teste de convergencia iniciais dos modelos.

Para se testar a robustes dos modelos estudados, inicialmente serdo realizados
testes com um corpo de prova cilindrico liso sujeito a tracdo pura e um corpo de prova
tipo borboleta sujeito a cisalhamento simple.

Estes resultados experimentais sdo tirados da literatura,onde 0s corpos sao
fabricados de ago 1045.

Em seguida, a estrutura ROPS fabricada em aco FB 70, serdo entdo usado, e seus
resultados discutidos com base em parametros elasto-plasticos como: O angulo de

Lode, O nivel de triaxialidade, Deformacdo Plastica Equivalente e Tenséo Equivalente.

4.1 GEOMETRIA E MALHA DE ELEMENTOS FINITOS.

4.1.1 ESTRUTURA ROPS

De acordo com Vale (2012), a estrutura ROPS interna, usada nas analises deste
trabalho, é entdo fabricada de aco FB 70, que possui médulo de elasticidade de 206
GPa, limite de escoamento inicial de 490 MPa e coeficiente de Poisson igual a 0.3.
Também como condicdo inicial de projeto, adota-se uma secédo transversal tubular com
didametro externo de 56 mm e espessura de parede de 10 mm para a estrutura ROPS.
Para realizacdo das simulacdo numeéricas, constroi-se uma malha de elementos finitos
tridimensional, com elementos hexagonais de 8 nds. A malha é entdo construida tendo
25440 elementos e 38402 nds, utilizando integracdo reduzida com quatro pontos de
Gauss.

A Figura 4.1 mostra as dimensdes globais da estrutura ROPS aqui utilizada (Vale,

2012). Ja na Figura 4.2, tem-se a malha de elementos finitos descrita acima.

50



0.156m  0.0235m
X -

0.318 m

i 0.236 m
1711 m
<—r—> N\ r=657
l - 0.180m I/ a=20°

|
0.850 m

Figura 4.1. Geometria do ROPS interno usado no analises. Fonte: Vale, 2012.

Figura 4.2. Malha de elementos finitos para a estrutura ROPS interna tipo gaiola.

E importante destacar que o nivel de discretizacio espacial escolhido, foi baseado
em testes numericos preliminares, onde malhas com diferentes niveis de refinamento
foram testadas. A malha final com 38402 nds foi resultado da convergéncia dos
resultados numéricos, minimizando assim, o efeito da dependéncia de malha, ja que os
modelos numéricos aqui construidos sdo classificados como modelos locais (ver
Andrade, 2012).
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4.1.2 CORPO CILINDRICO LISO E BORBOLETA.

Para se proceder a realizacdo de testes numéricos iniciais e assim descrever o
comportamento dos modelos elasto-plasticos estudados, um corpo de prova cilindrico
liso sob carregamento de tra¢ao e outro corpo de prova chamado de “borboleta” sujeito
a cisalhamento puro serdo usados (ver Bai, 2008; Malcher 2011). Ambos os corpos de
prova foram fabricados de aco 1045 (ver Malcher et al, 2012).

A Figura 4.3 mostra a geometria dos corpos de prova, bem como a malha de

elementos finitos usada.
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Figura 4.3. (a) Corpo de prova cilindrico liso e (b) corpo de prova do tipo borboleta.

O corpo de prova cilindrico liso foi discretizado com elementos quadrilaterais de
oito nds, com quatro pontos de Gauss. Um total de 1800 elementos foram usados,
seguido de 5581 nds. O tamanho da area de ensaio para o corpo de prova € igual a 20.5
mm. Devido a simetria do problema, somente 1/4 do corpo foi discretizado e resolvido
como um problema bidimensional. J& para o corpo de prova do tipo “borboleta” uma
malha tridimensional de elementos finitos foi utilizada, com 2432 elementos de vinte

nos, seguindo de 12681 nos.
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4.2 PROPRIEDADES MATERIAIS PARA O ACO FB 70 E ACO 1045

Para utilizagdo dos modelos elasto-plasticos descritos nos capitulos anteriores, as
seguintes propriedades materiais foram adotadas, como base em informacoes
disponiveis em catalogos de fabricantes (ver catdlogo V&M, 2012) e na literatura (Bai,
2008).

Tabela 4.1 Propriedades materiais para o ago FB 70.

Descrigdo Simbolo Valor
Modulo de elasticidade E 206 GPa
Tensdo de escoamento inicial gy 490 MPa
Angulo de atrito interno @ 0.1
Triaxialidade referéncia Mo 0.33
Parametro de pressao (Bai) Cyy 0.09
Parametro de tragdo (Bai) ch 1.00
Parametro de compressao (Bai) cg 0.90
Parametro de cisalhamento (Bai) ch 0.855
Expoente de Bai m 6

A composicao quimica do aco FB70 é mostrada na Tabela 4.2.

Tabela 4.2. Composicao quimica aco FB 70. Fonte: catalogo V&M, 2012.

% C Mn P S Si Cr Al Mo

Minim | 0.00 1.40 0.00 0.00 0.20 - 0.020 -

Maxim | 0.22 1.80 0.05 0.05 0.50 - - -

A Tabela 4.3 mostra as propriedades materiais utilizadas na simulacéo.

Tabela 4.3. Propriedades materiais para o ago 1045. Fonte: Malcher, 2011

Descrigédo Simbolo Valor
Maodulo de Elasticidade E 220 [GPa]
Coeficiente de Poisson v 0.33
Tenséo de escoamento inicial Ty, 830 [MPa]
Curva de encruamento oy (R) 500(1 — e %4R)

4.3 CONDICOES GERAIS PARA SIMULACAO
De acordo com as normas citadas (Vale, 2012; ADR59), para se manter o volume

seguro dentro da cabine dos ocupantes, a estrutura de protecdo pode apresentar uma
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deflexdo méaxima nas trés dimensbes (lateral/vertical/longitudinal) de até 100
milimetros, quando sujeita as cargas destacadas na Tabela 2.1 e dados os pontos de
aplicagdo mostrados na Figura 2.13. Obedecida esta condigdo de contorno, a estrutura
possuird entdo um nivel de rigidez adequado. Além disso, segundos requisitos aqui
estabelecidos e baseado em normas existentes, o material escolhido para fabricacédo
deste tipo de estrutura de protecdo tem que possuir um limite de escoamento na faixa de
345 4 610 MPa, (Vale, 2012; ADR59). E importante ressaltar que a selecdo de materiais
com limite de escoamento na faixa inferior (345 MPa) vai resultar em uma se¢édo
transversal mais robusta para a estrutura, ou seja, maior didmetro externo e espessura da
secdo tubular. Isto podera acarretar em uma estrutura com elevado peso proprio. Desta
forma, de acordo com Vale (2012), recomenda-se uma ponderacdo entre as
propriedades materiais e as dimens@es estruturais de maneira a se obter uma estrutura
adequado.

Como mencionado, a escolha dos quatro modelos constitutivos ja descrito é
justificada pela evolugdo no acoplamento de efeitos atualmente largamente estudados,
como: efeito da pressdo hidrostatica e nivel de triaxialidade, e efeito do terceiro

invariante do tensor desviador ou efeito do angulo de Lode.
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5. RESULTADOS NUMERICOS

5.1 TESTES INICIAIS

Apbs as simulagbes numéricas realizadas para cada modelo, verifica-se atravées da
Figura 5.1, as curvas de reacdo obtidas atraves de ensaios experimentais (ver Bai, 2008;
Malcher et al, 2012) e através das simula¢des numéricas. Observa-se que em tragdo pura
(Figura 5.1a), todos os resultados numéricos sdo coincidentes. Este estado de tensdo é
tradicionalmente utilizado para calibracdo dos modelos constitutivos. Contudo, na
Figura 5.1(b), observa-se que o modelo de Bai & Wierzbicki apresenta os resultados
mais coerentes com relagéo aos dados experimentais. Constata-se que o modelo de von
Mises e de Mohr-Coulomb apresentam niveis de reacdo maiores que 0s observados
experimentalmente, ou seja, demonstram que numericamente um corpo de prova sujeito
a cisalhamento puro suporta niveis de carga acima do observado experimentalmente.
Por outro lado, o modelo de Tresca, apresenta niveis de carga abaixo do observado

experimentalmente, o que implica em um resultado conservativo.
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Figura 5.1. Curva de reacdo para o corpo de prova cilindrico liso sujeito a tracdo pura
(a) e para o corpo de prova do tipo borboleta sujeito a cisalhamento simples (b).

Por fim, os resultados iniciais mostrados nesta secdo levam a confirmar que, para
alguns materiais dlcteis, ha a necessidade de se utilizar modelos mateméticos com
efeitos adicionais, como o da pressdo hidrostatica e a do terceiro invariante. No capitulo
a sequir, serdo discutidos os resultados obtidos atraves das simulacdes numéricas feitas
para a estrutura ROPS. Neste trabalho, com base nas conclusdes obtidas através das
simulacgdes iniciais feitas e com base nos resultados obtidos por pesquisadores e
disponiveis na literatura (ver Driemeier, 1999; Bao, 2003; Teng, 2005; Xue, 2007; Bai,
2008, Malcher, 2012), discussdes serdo abertas tendo como proposta, a idéia de que 0s
modelos de von Mises e Mohr-Coulomb apresentam resultados otimistas para o
comportamento mecénico do materiais, o0 modelo de Tresca apresenta resultados
conservativos e por fim, o modelo de Bai & Wierzbicki apresenta resultados numéricos
mais proximos aos resultados experimentais. Este comportamento, traz a tona a
discussdo de possiveis mudancas de forma, dimensdes fisicas e mudangas de materiais

estruturais na utilizacdo destes modelos durante 0 processo de dimensionamento
mecanico.

Com intuito de se proceder a testes iniciais com os modelos elasto-plasticos de

von Mises, Tresca, Mohr-Coulomb e Bai & Wierzbicki, descritos nos capitulos 2 e 3,
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nesta secdo serdo feitas simulacbes sob condicdo de carregamento em tracdo pura e
cisalhamento simples. Utilizando corpos de prova com carregamentos conhecidos: De
acordo com a literatura (Driemeier, 1999; Bao, 2003; Teng, 2005; Xue, 2007; Bai,
2008, Malcher, 2012), para alguns materiais ducteis, como ligas de aluminio, magnésio,
titanio, entre outras, os modelos tradicionais, ndo sao capazes de descrever com preciséo
0 seu comportamento mecéanica, tendo para isto, que se incorporar modelos mais
elaborados, como por exemplo, os que incorporam o efeito da pressdo hidrostatica e o
efeito do terceiro invariante, para se realizar tal tarefa. Desta forma, de acordo com
Malcher et al (2012), os materiais dicteis podem ser classificados como fortemente ou
fracamente dependentes do efeito da pressdo hidrostatica e do terceiro invariante. Tais
pesquisadores demonstram também, que a grande diferenca entre 0 comportamento real
do material e o obtido através de simulacBes numéricas, estd em condicdes

predominantemente cisalhantes.

5.2 ESTRUTURA ROPS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados numéricos obtidos através da
utilizacdo dos quatro modelos constitutivos descritos anteriormente. As simulacfes
foram realizadas utilizando as condigdes de contorno descritas na Tabela 2.1 e Figura
2.13, bem como as propriedades materiais da Tabela 4.1 e malha de elementos finitos da
Figura 4.2. Para melhor se descrever os resultados obtidos, os diversos elementos da
estrutura ROPS serdo denominados de acordo com a Figura 5.1, onde se tem: A — anel

frontal, B — anel traseiro, C — barras longitudinais e D — aba de protecao.
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Figura 5.2. Desenho esquematico do ROPS interno.

Os resultados obtidos serdo agrupados de acordo com a orientacdo da carga
aplicada, sendo apresentados os contornos da deformacdo pléstica equivalente, angulo
de Lode, nivel de triaxialidade e tensdo equivalente.

5.2.1 CARGA VERTICAL

A Figura 5.3 apresenta o contorno da deformacdo plastica equivalente obtida
através da simulacdo em elementos finitos da estrutura ROPS, tendo como base 0s
quatro modelos j& descritos e com a aplicacdo de uma carga vertical méxima de 9,2
toneladas. Observa-se nas quatro simulacdes, que o ponto de méaxima deformacéo
plastica equivalente est4 no chamado anel central da estrutura.
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PN

Acouranlated Plastic Strain Boeurnulated Plastic Strain
0.09472 0.09288
I 0.084122 I 1.082573
§ 0.073523 b 0.072168
- 0.062825 - 0.061759
(a) von Mises 0052326 (b) Mohr-Coulomb 0051352
- 0.041728 + 0.040945
- 0.03113 - 0.030538
0.0205831 0.020131
0.0098328 0.0097236
-0.0006647 -0.0006825
Iecuraulated Plastic Strain Aecuraulated Plastic Strain
0.08149 0.08805
l 0.072697 IU.UTBZEH
- 0.063485 - 0.068352
- 0.054282 . - 0.058502
(C) Tresca - 0045088 (d) Bai - 0.048653
- 0.035887 - 0.038804
- 0.026684 - 0.028954
0.017482 0.018105
0.0082789 0.009258
-0.0009229 -0.0005924
- ~ 7 - - - .
Figura 5.3. Contorno da deformacdo plastica equivalente, considerando uma carga
vertical.

Além disso, na Figura 5.3, observa-se que segundo o modelo de von Mises, a
maxima deformac&o plastica equivalente se apresenta em £ = 0.09472, enquanto para
Mohr-Coulomb se tem &7 = 0.09298, Tresca £” = 0.08919 e Bai &” = 0.08805.

Contudo, na Figura 5.4, tem-se o contorno do chamado angulo de Lode, onde

valores iguais a 1 representam regides com carregamentos trativos predominantes, -1
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regibes com carregamentos compressivos predominante, O regides com cisalhamento

predominante. Valores intermediarios representam combinacGes de carregamento sejam
eles trativos/cisalhantes ou compressivos/cisalhantes.

Lade Angle Lode Angle
1 1
I 0.77788 l 077788
0.55577 0.55577
. - 0.33368 - 0.33366
(a) von Mises s (b) Mohr-Coulomb o115
- -0.11087 --0.11057
- -0.33268 - -0.33266
-0.55479 -0.55479
077681 -0.77581
-0.999 -0.999

Lode Angle Lode Argle
1 1
I 0.77789 l 077789
066577 056677
- 0.33368 . - 0.33366
(C) Tresca - 011158 (d) Bai - 041158
L 011087 L0 11087
033268 033268
-0.55479 I-u 55479
-0.77601 -0.77691
-0.999 -0.999

Figura 5.4. Contorno do angulo de Lode, considerando uma carga vertical.

Para a Figura 5.5, tem-se entdo o contorno do nivel de triaxialidade, para os
diversos modelos analisados.
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Triadality Triaxiality
6028 10.41
47038 28141
33795 72182
. - 2.0553 - 56223
(a) von Mises 073106 (b) Mohr-Coulomb 40284
-0.59318 24305
-1.9174 053457
-3.2418 -0.76133
-4.5659 -2.3572
-5.89 -3.953

(c) Tresca

Triagiality

9.438
7.4582
5.4284
- 3.3986
1.3688
-0.66099
-2.6808
-4 7206

-6.7404
-8.78

(d) Bai

il

)

Triaality

8.449
BE244
4.8007
- 2.9766
1.1525
-0.67165
-2.4958
-4.31494

-6.144
-7.968

Figura 5.5. Contorno do nivel de triaxialidade, considerando uma carga vertical.

Neste caso, observa-se um comportamento diferente apresentado pelos modelos,

onde para Mises o nivel de triaxialidade maximo esta em n = 6,028, para Mohr-
Coulomb n = 10,41, Tresca n = 9,488 e Bai n = 8,449. Este niveis diferentes de
triaxialidade podem representar niveis de degradacdo diferentes interpretados pelos

modelos, ou seja, diferentes interpretacfes para a perda de ductilidade do material.
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Na Figura 5.6, apresenta-se 0 contorno da tensdo equivalente, obtida através dos
quatros modelos. Observa-se que ambos os modelos apresentam valores diferentes para
o nivel de tensdo equivalente, ou seja, apresentam respostas diferentes para o
comportamento da estrutura, apos a aplicacdo da carga vertical maxima, onde para

Mises 0., = 645,3 MPa, para Mohr-Coulomb o¢,, = 672,3 MPa, para Tresca g,, =
678,9 MPa e para Bai g., = 680,8 MPa. Estes niveis diferentes de tensdo equivalente

podem representar instantes diferentes para o inicio da plastificacdo ou falha do
material/estrutura.

(a) von Mises g s (b) Mohr- g
! 239.14 Coulomb L 300.44

Eq Stress Ey Stress
6789 630.8
I 603.8 I 605.49
528.7 53018
- 4536 . - 45487
(c) Tresca [ B (d) Bai 37850

30426

- 2283 - 22895
163.21 153.64
78113 78.32e
3.0

3.026

Figura 5.6. Contorno do nivel de tensdo equivalente, considerando uma carga vertical.
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5.2.2 CARGA LATERAL

Na Figura 5.7, apresenta-se o contorno da deformacdo plastica equivalente obtida
através da simulagdo em elementos finitos da estrutura ROPS, tendo como base 0s
quatro modelos ja descritos e com a aplicacdo de uma carga lateral maxima de 3,4
toneladas. Observa-se que segundo o modelo de von Mises, a maxima deformacéo
plastica equivalente se apresenta em £ = 0.03406, enquanto para Mohr-Coulomb tem-
se €7 = 0.03838, Tresca &¥ = 0.03362 e Bai &© = 0.03386.

RIS

Acouraulated Plastic Strain Accurnulated Plastic Strain

0.03406 003833
I 0.030045 I 0.033879
| 0026031 L 0020579
. - 0.022017 - 0025178
(a) von Mises - 0.018003 (b) Mohr-Coulomb - 0.020778
L 0.013983 - 001B3TT
| 00099738 0011976
00059594 0.0075758
uuu1g4s Innnawsz
-0.002069 0.001225
Accu.mulated Flastic Strain Accumulated Plastic Strain
0.03362 0.03386
I 0.029726 l 0.020814
| 0.025032 L 0025969
- 0021838 i - 0.022023
(C) Tresca - 0.018043 (d) Bai - 0.018077
L 0074149 L no14131
- 0.010255 L 0010186
0.0063609 0.0062401
I 0.0024668 I 0.0022944
-0.001427 -0.001651

Figura 5.7. Contorno da deformac&o pléstica equivalente, considerando uma carga

lateral.
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Ja na Figura 5.8, tem-se o contorno do angulo de Lode determinado através dos
diferentes modelos. O comportamento do nivel do &ngulo de Lode, descrito da item 5.2,
é também valido para esta condigdo de carregamento.

Lods Angle Lode fngle
1 1
I 077789 I 077789
0.55577 0.55577
. - 0.33366 - 0.33368
(@) von Mises fy ontss (b) Mohr-Coulomb | odnse
- -0.11087 L .0.11057
- -0.33268 . .0.33768
-0.55479 -0.55479
-0.77691 _0.77691
-0.5999 -0.989

Lods Angle Lode Angle
1 1
In 77789 Iumag
055577 0.55577
- D.33366 - 0.33366
(c) Tresca fomes (d) Bai [
b-0.11087 bo011057
- 033268 - 033268
-0.55479 -0.55479
-0.77691 -0.77691
-0.599 -0.989

Figura 5.8. Contorno do angulo de Lode, considerando uma carga lateral.

64



Na Figura 5.9, apresenta-se o contorno do nivel de triaxialidade obtido através das
quatro formulagfes descritas. Para Mises o nivel de triaxialidade maximo estd em
n = 4,339, para Mohr-Coulomb n = 11,91, Trescan = 4,274 e Bain = 4,32.

(a) von Mises

(c) Tresca

Triasiality

4.339
2.4071
2.4742
- 1.8433
061141
-0.32044
-1.2524
-2.1843
-3.1162
-4.048

Trizaality

4374
33662
24584
- 1.58506
064285
-0.264493
-1.1727
-2.0805

-2.9883
-3.896

(b) Mohr-Coulomb

(d) Bai

Trissdality

1.9
10.243
28766
- 6.91
5.2433
3ATER
1.908%
0.24322

-1.4235
-3.08

A

Traaality

4.32
33884
24778
- 1.5566
0.63552
-0.2856
-1.2067
-21378

-3.044
-3.497

Figura 5.9. Contorno do nivel de triaxialidade, considerando uma carga lateral.

Por fim, na Figura 5.10, apresenta-se 0 contorno da tensdo equivalente, obtida
novamente através dos quatros modelos. Observa-se também, que ambos os modelos
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apresentam valores diferentes para o nivel de tensdo equivalente, onde para Mises
Ocq = 875,43 MPa, para Mohr-Coulomb 0., = 810,9 MPa, para Tresca og., =
749,4 MPa e para Bai 0,, = 773,2 MPa.

Eq Stress Eq Stress
875.4 810.9

I T78.36 I el
B81.33 531.11
- 584,29 - 541.21
(a) von Mises [ (b) Mohr-Coulomb |
-390 - 361.42
- 29318 - 271.83
I 196.14 18163
99.102 91.735
2073 1.847

By Stress Eq Stress
T48.4 7732
I BBE.35 I 687 6B
983.31 60211
- 500.26 - 516.57
417,21 i - 431.03
(c) Tresca g (d) Bai g
- 28112 - 25004
I 168.07 I 174.4
a5.028 a8.858
1.989 3.323

Figura 5.10. Contorno do nivel de tensdo equivalente, considerando uma carga lateral.
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5.2.3 CARGA LONGITUDINAL/FRONTAL

Na Figura 5.11, apresenta-se o contorno da deformacdo plastica equivalente
obtida através da simulacdo em elementos finitos da estrutura ROPS, tendo como base
0s quatro modelos ja descritos e com a aplicacdo de uma carga longitudinal maxima de

2,3 toneladas.

&
Leenrnnlated Plastic Strain Accuraulated Plagtic Strain
001644 001463
I 0014521 I 0.012965
b 0012602 b 001125
- 0.010683 - 0.0095356
(@) von Mises - 00087636 (b) Mohr-Coulomb - 0.0078208
L 0.005E445 L 0.006106
- 00049254 - 0.0043812
00030083 0.0026764
00010872 000096164
-0.0008317 -0.000753
.L
Aceurnmsted Plastic Strain cenranlated Plastic Strain
001758 001703
Inu15554 Inmsusz
L 0013517 b 0013074
- 0011481 - 0011098
(C) Tresca - 0.009444 (d) Bai - 0.0081183
L 0.0074075 | 00071403
- 0.005371 00051624
00033345 00031845
0.001288 00013086
-0.0007383 -0.0007712

Figura 5.11. Contorno do nivel de deformacéo pléastica equivalente, considerando uma

carga longitudinal.
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Observa-se através da Figura 5.11 que segundo o modelo de von Mises, a maxima
deformacéo plastica equivalente se apresenta em £ = 0.01644, enquanto para Mohr-

Coulomb tem-se ¥ = 0.01468, Tresca €¥ = 0.01759 e Bai €¥ = 0.01703.

Ja na Figura 5.12, apresenta-se o contorno do angulo de Lode, determinado

através dos diferentes modelos. O comportamento do nivel do &ngulo de Lode, descrito
da item 5.2, é tambeém valido para este caso.

Lods fangle Lode Angle
1 1
I 077789 I 077789
0.55577 0.95577
- - 0.33366 - 0.33368
(@) von Mises 01185 (b) Mohr-Coulomb o11ss
- -0.110587 - -0.11057
- -0.33268 - -0.33268
-0.55479 -0.55470
-0.77681 -0.77681
-0.899 -0.999

Lode fangle Lode Angle
1 1
I 077789 I 077789
055577 0.55577
- 0.33366 i - 033366
(C) Tresca L 011155 (d) Bai - 011155
L.0.11087 L.n11087
 .0.33268  -0.33268
-0.55479 055473
-0.77691 077691
-0.999 -0.998

Figura 5.12. Contorno do angulo de Lode, considerando uma carga longitudinal.
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Na Figura 5.13, observa-se o contorno do nivel de triaxialidade obtido através das
quatro formulagcbes descritas. Para Mises o nivel de triaxialidade mé&ximo estd em
n = 3,084, para Mohr-Coulomb n = 4,625, Trescan = 3,019 e Bai n = 3,043.

(a) von Mises 0.33053 (b) Mohr-Coulomb 1.4805
-0.34659 0.69441
-1.0327 -0.091714
-1.7188 -0.87783
_2.4049 -1 664
-3.081 -2.45

(c) Tresca

Triaxiality

3019
2.3483
16777
- 1.007
0.33631
-0.33437
-1.005
-1.6747

-2.3464
-3m7

(d) Bai

Trimdality

3053
23744
1.6959
S 10173
0.33874
-0.334981
-1.0184
-1.6969

-2.3755
-3.054

Figura 5.13. Contorno do nivel de triaxialidade, considerando uma carga longitudinal
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Por fim, na Figura 5.14, apresenta-se 0 contorno da tensdo equivalente, obtida
novamente através dos quatros modelos. Observa-se também, que ambos os modelos
apresentam valores diferentes para o nivel de tensdo equivalente, onde para Mises
Ocq = 628,1 MPa, para Mohr-Coulomb o, = 679 MPa, para Tresca 0. =

639,8 MPa e para Bai o,, = 623,6 MPa.

Eyy Stress Eqy Stress
5281 570
I 550,37 I L
488.63 5262
_ L4189 L4528
(a) von Mises g (b) Mohr-Coulomb [
2097 37550
I139.97 I151.19
70,233 re.rst
0.5062 03019

-
Eq Stress Eq Stress

539.5 G236
I 568.75 I 55435
4977 485.11
- 426,85 ; - 41586
(c) Tresca | o5ee (d) Bai | 3462
- 28485 P 2TTET
- 2135 - 20813
I 142.45 138.88
71.398 EO9.634
0.3546 03942

Figura 5.14. Contorno do nivel de tenséo equivalente, considerando uma carga

longitudinal.
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5.3 DISCUSSAO DOS RESULTADOS.
A Tabela 5.1 apresenta um resumo, dos niveis méaximos de deformacédo pléstica
equivalente, triaxialidade e tensdo equivalente, apés a aplicagdo das cargas usadas como

condicdo de contorno.

Tipo de carga Modelo £P(105) n Ocq [MPa]
_ von Mises 9472 6,028 645,3
%S Mohr-Coulomb 9298 10,410 672,3
3 § Tresca 8919 9,488 678,9
Bai 8805 8,449 680,8
von Mises 3406 4,339 875,43
S C Mohr-Coulomb 3838 11,910 810,9
S & Tresca 3362 4,274 749,4
Bai 3386 4,320 773,2
Tg von Mises 1644 3,084 628,1
%S Mohr-Coulomb 1468 4,625 679,0
8 £ Tresca 1759 3,019 639,8
S Bai 1703 3,043 623,6

Tabela 5.1 Resumo dos niveis maximos de Deformacdo Plastica Equivalente,
Triaxialidade e Tensao equivalente.

Com base nos resultados encontrados é possivel concluir que cada modelo
constitutitivo oferece determinado comportamento mecanico para a estrutura ROPS,
pois 0s niveis diferentes para a deformacédo plastica equivalente, triaxialidade e angulo
de Lode sdo estabelecidos. Para a deformacao plastica equivalente, verifica-se que, para
um mesmo tipo e nivel de carga aplicado, diferentes niveis de deformacdo sdo atingidos
(ver Tabela 5.1).

Para a carga vertical, 0 modelo de von Mises sempre previu niveis maiores de
deformacdo, comparado aos valores estabelecidos pelos outros modelos. Por outro lado,
os modelos de Tresca e Bai & Wierzbicki sdo os que estabelecem os menores niveis de
deformacdo plastica. Este comportamento pode ser justificado pelo fato das duas
formulagGes serem dependentes do efeito do terceiro invariante do tensor desviador ou
angulo de Lode. Lembrando que para Bardet (1990) o modelo de Tresca possui uma
dependéncia linear do mesmo, e 0 modelo de Bai possui esta dependéncia, através da
funcdo y ( ver equacdo 2.26). Da literatura (ver Bai 2008, Bruning 2008, Gao 2001,

Malcher et al 2011), os modelos que possuem a influencia do angulo de Lode acoplado
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a sua formulacdo, oferecem melhor desempenho na predicdo do comportamento
mecéanico de materiais ducteis.

Ao considerar o nivel de triaxialidade estabelecido pelos modelos, para as cargas
verticais e laterais, 0 modelo de Mohr previu os maiores valores. Este comportamento
pode ser justificado pelo fato do modelo de Mohr ser somente sensivel a pressao
hidrostatica. De acordo com a literatura (ver Bai, 2008; Malcher et al, 2011), como o
modelo de Bai & Wierzbicki segundo sua formulagdo tem a melhor capacidade
preditiva, acredita-se que os niveis maximos de triaxialidade encontrados de: n =
8,4498 para carga vertical, n = 4,320 para carga lateral,n = 3,043 para carga
longitudinal, sejam os mais realistas. E importante destacar que o nivel de triaxialidade
é o parametro que influencia mais diretamente na perda de ductilidade do material, que
dizer na capacidade de se deformar sim sofrer dano.

Para os niveis de tensdo equivalente determinados com os modelos, observa-se
uma dispersdo consideravel entre os resultados. Estes resultados retratam a previséo de
momentos diferentes para o inicio do escoamento plastico do material ou estrutura. Para
a carga vertical, observa-se que as barras longitudinais apresentam maiores valores de
tensdo equivalente (ver Figura 5.6), onde tais elementos estdo sujeitos a carregamentos
cisalhantes (angulo de Lode igual a zero) (ver Figura 5.5) e entdo o modelo do Bai &
Wierzbicki pode estabelecer a melhor capacidade preditiva. Nas cargas laterais e
longitudinais a estrutura se encontra sujeita a tracdo e compressao (ver Figura 5.8 e
5.12). Visto a que para estas cargas se apresenta predominantemente tracdo/compressao
entdo os niveis de tensdo equivalente previstos pelo modelo von Mises sdo considerados
aceitaveis (ver Tabela 5.1), para as duas cargas aplicadas.

Finalmente no desenvolvimento de um projeto mecanico pode-se adoptar para
condigdes a tracdo predominantemente o modelo de von Mises pode ser entdo seguido.
E para condic¢des com carregamentos cisalhantes o modelo de Bai & Wierzbicki garante
respostas mais proximas ao comportamento real da estrutura, 0 que pode acarrear a um
dimensionamento mais otimizado da estrutura levando a consideracdo o peso, custo e
dimensdes estruturais.

Quando for preciso decidir entre 0 Modelo de Tresca e von Mises, em condigdes
predominantemente cisalhantes, o0 modelo de Tresca pode ser o mais aconselhavel,
baseando- se na seguranga da estrutura, pela razdo que este & mais conservador que von
Mises, acarreando assim o maior peso da estrutura, custos e dimensdes estruturais do

componente.
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Na Tabela 5.2, encontram-se as caracteristicas de cada modelo estudado no

trabalho.

Tabela 5.2 Resumo das Carateristicas dos quatro Modelos Constitutivos Usados.

Modelo Influéncia Influéncia ~ Numero de Quantidade de
da Pressédo do Angulo Pontos de Propriedades
Hidrostatica de Lode Calibracao Materiais:
von Mises Né&o Né&o 1 3
Tresca Né&o Sim 1 3
Mohr . x
Coulomb Sim Nao 1 4
Bai & . .
Wierzbicki Sim Sim 4 o
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6. CONCLUSOES E PROPOSTA DO TRABALHO FUTURO

6.1 CONCLUSOES

Neste trabalho foi proposto um estudo tedrico e numérico de quatro modelos
constitutivos elasto-plasticos largamente difundidos na literatura, como: os modelos de
von Mises, Tresca, Mohr- Coulomb e Bai & Wierzbicki. Tais Modelos foram
relacionados devido ao fato dos mesmos apresentam uma evolugdo natural no
acoplamento de efeitos que atualmente sdo considerados no estudo do comportamento
mecanico de materiais ducteis, como: o efeito da pressdo hidrostatica, através do nivel
de triaxilaidade e efeito do terceiro invariante do tensor de desvio, através do angulo de
Lode normalizado. Foram sugeridos modelos de integracdo implicita, com base na
metodologia de decomposi¢cdo do operador e 0 método de integracdo implicita de Euler.
Tais modelos numéricos foram entdo implementados em uma ferramenta académica de
elementos finitos, onde as simula¢cdes numeéricas propostas foram realizadas.

Para a realizacdo das simulacBes numéricas e evolucdo do desempenho dos
modelos elasto-plasticos estudados, uma estrutura ROPS foi escolhida, sendo a mesma
fabricada de aco FB 70 com dimensdes de 56 mm de didmetro externo por 10 mm de
espessura de parede para a secao transversal. Nas simulacbes foi analisada uma
estrutura ROPS interna com cargas aplicadas de forma vertical, lateral e frontal (ver
Figura 2.13) onde suas magnitudes foram determinadas de acordo com normas
internacionais (ADR59). Na discretizacdo da estrutura, elementos finitos
tridimensionais foram utilizados, onde o nivel de discretizacdo usada foi calibrado com
base na convergéncia dos resultados numéricos, visto que a teoria de modelos
constitutivos utilizados é baseada em modelos locais.

Um teste inicial nos modelos estudados foi realizado, tendo um corpo de prova
tipo borboleta sujeita a cisalhamento predominante, simulando niveis de baixa
triaxialidade. Com estes testes iniciais, fez-se uma analises das curvas de reagédo
experimental e numérica, onde se constata que em condi¢cBes de carregamento
predominantemente cisalhante, o0 modelo proposto por Bai & Wierzbicki, apresente
resultados numéricos mais proximos aos resultados experimentais. E possivel concluir
também, que o modelo de von Mises apresenta um comportamento otimista, visto que
prevé forcas admissiveis maiores que 0s observados experimentalmente. Um
comportamento oposto é observado ao modelo de Tresca, visto que apresenta niveis de

forca inferiores ao experimental comportando-se assim como um modelo conservador.
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Com a utilizagdo da estrutura ROPS nas simulagdes numéricas, observa-se que 0s
modelos constitutivos apresentam comportamentos diferentes para a estrutura, tendo
como base, os niveis de triaxialidade, tensdo equivalente e deformacdo pléstica. Através
do contorno do angulo de Lode, foi possivel verificar o comportamento das diversas
partes que compdem a estrutura ROPS. Dependendo do tipo de carregamento e resposta
de estrutura, € possivel entdo se observar uma melhor previsdo do comportamento
mecanico do material de acordo com uma modelagem proposto por Bai & Wierbicki,
visto sua melhor atuacdo em regido de cisalhamento predominante.

Nestas regides, um dimensionamento mais otimizado pode ser entdo realizado
utilizando tal modelo constitutivo. Assim, a aplicacdo de materiais com menor
resisténcia mecanica do que o atualmente utilizado, pode ser possivel, visto aos menores

niveis de carga previstos e que estdo de acordo com as informacdes experimentais.

6.2 PROPOSTA DO TRABALHO FUTURO

Em concordéncia com os estudos feitos, observou-se que os desenvolvimentos de
modelos constitutivos e numéricos, com uma maior simplicidade na sua implementacao
e aplicacdo sobre os componentes mecanicos, € um objetivo a ser alcancado pela
indUstria de forma geral, devido a que isto facilita sua utilizacao.

Entdo desta forma, propde-se como um trabalho futuro, a idealizacdo de uma
formulacdo que possua os efeitos mais importantes na representacdo do comportamento
real do material, apresentando um exemplo na simplicidade da implementacdo do

modelo, na identificacdo de parametros materiais.
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ANEXQOS

Quadro a.1 Modelo Matematico de von Mises.

i) Decomposicdo Aditiva da deformagao:
e=¢g°+¢€P
i) Definicdo Lei Elastica (lei de Hooke):
o =D ¢g°
iii) Definicdo da Funcdo de escoamento para VVon Mises:
3
© = |585:5— oy~ HE
iv) Lei de Fluxo plastico:
P — v 3 S
& Y 261
e lei de evolucdo para &P:
2 |2 D gD =
&b = 3 EP.EP =y
v) Regra de Complementaridade:
y=0 @&®<0 yd=0
03 /
N Plasticidade Associativa
)
01

Figura a.1 Lei de Associativa para 0 Modelo de von Mises.
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Quadro a.2. Modelo Matematico de Tresca.

i) Decomposicdo Aditiva da deformacao:
e=¢g%+¢P
i) Definicdo Lei Elastica (lei de Hooke):
o=D%¢g°
iif) Definicdo da Funcdo de escoamento:
® = (Smax = Smin) — Oyo — HEP
iv) Lei de Fluxo pléstico:
Caso I: para o plano central:
&P = yaNe
Onde:

7] d
IVa'EIV1 :%:%((5‘1_ 53)_O'y0_ng):el®el_e3®e3

Caso Il: para os plano central e direito:
EP = )-/aNa + )-/bNb
Onde N se encontra descrito no Caso 1 e N” como segue:
0D

0
NbEN6= 60' —%((51_ 52)—0y0—H§p)=81®€1—€2®82

Caso IlI: para os plano central e esquerdo:
EP = yINT + )-/bNb
Onde N¢ se encontra descrito no Caso 1 e N? como segue:
oD,
do

e lei de evolugéo para &P:

0
NbEN2= =%((52—53)—0y0—H§p)=62®82—83®e3

I N
&= |zEner =y

Para os trés casos temos:
Casol: &P =y°
Casoll: &P =7 +7°
Caso lll: éP =3+ 7°

v) Regra de Complementaridade:

y=0 ®<0 yd=
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&p
01

D, N¢

3

Figura a.2. Lei de Associativa para 0 Modelo de Tresca Fonte: De Souza Neto (2008).

Quadro a.3 Equacdes do Modelo de Tresca para descrever o tensor das tensdes

Atualizadas em cada um dos planos atuantes.

i) Neste caso o tensor das tensdes atualizado encontra-se no plano central para
0 vetor de fluxo N, como:
S, = 8§ — 26y
s, = strial
S; = S5l — 2GAy
i) Neste caso o tensor das tens@es atualizado encontra-se nos planos central e
direito para os vetores de fluxo N® e N” = N¢, como:
S, = siral — 26 (Ay® + Ay?)
S, = Sial + 2GAy?
Sy = Sl 4 2GAy®
iii) Neste caso o tensor das tensdes atualizado encontra-se nos planos central
esquerdo para os vetores de fluxo N e N = N2, como:
S1 — Sirial _ ZGA)/a
52 — Sgrial _ ZGA}/b
S5 = Sl 4 2G(Ay % + AyP)
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Quadro a.4 Modelo Matematico de Mohr Coulomb.

i) Decomposicdo Aditiva da deformacéo: € = €° + &P
ii) Definicdo Lei Eléastica (lei de Hooke): o = D¢: £°
iii) Defini¢do da Funcdo de escoamento:
D = (Omax — Omin) + Omax + Omin )Sing — (ayo + HEP)cosg
iv) Lei de Fluxo pléstico:
Caso I: para o plano central: P = y*N¢
Onde:

od,

N*=N'=—
Jdo

Y . .
= %((01 — 03) + (01 + 03)sing — (g0 + He'”)sm(j))
= (1+sing)e;®e; — (1 —sinp)e;Qes
Caso Il: para os plano central e direito: éP = y*N% + P NP

Onde, N se encontra descrito no Caso 1 e N? como segue:
_ 0%

NP =N6=—
do

d . .
= %((01 — 03) + (01 + 03)sing — (g0 + He'”)sm(j))
= (1+sing)e;®e; — (1 —sing)e, e,
Caso llI: para os plano central e esquerdo: €P = y2N® + y° NP

Onde, N¢ se encontra descrito no Caso 1 e N? como segue:

no =z =222
do

d . .
= %((02 — 03) + (0, + 03)sing — (ayo + H?)smd))

= (1+sin¢)e,®e, — (1 —sinp)e;Re;

e lei de evolugdo para éP: &P = /gép: &P =y, para 0s trés casos temos:
Casol: &P =y°
Casoll: &P =y +7°
Caso Ill: &P =% +7”
v) Regra de Complementaridade:
y=0 &<0 dy=0
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Quadro a.5 Equacdes do Modelo de Mohr para descrever o tensor das tensoes

Atualizadas em cada um dos planos atuantes.

i) Neste caso o tensor das tensdes atualizado encontra-se no plano central para

o vetor de fluxo N%, como:
. 1
o, =ci"d — Ay [ZG (1 + §sin¢) + 2Ksin¢]
) 4
g, = atral + Ay [§G — 2] Ksing
, 1
o3 = ot + Ay [ZG (1 — §sinq,’>> — 2Ksinq,’>]

i) Neste caso o tensor das tensdes atualizado encontra-se nos planos central e

direito para os vetores de fluxo N* e N = N®, como:

) 1
o, = gimal — [ZG (1 + §sinqb) + 2Ksin¢] (Ay® + Ay?)

. 4 1
o, = otral 4 [§G — ZK] singAy® + [ZG (1 — §sin¢)) — ZKSinq,')] Ay?

, 1 4
o3 = otral + [ZG (1 — gsimp) — 2Ksinqb] Ay® + [§G — ZK] singpAy®

1ii) Neste caso o tensor das tensdes atualizado encontra-se nos planos central

esquerdo para os vetores de fluxo N* e N? = N2, como:

. 1 4
o, = g — [ZG (1 + §Sin¢) + 2Ksinqb] Ay® + <§G — ZK) singAy®
trial 4 . 1 . . b
o, =05+ [§G — 21(] sinpAy* + [ZG (1 + §qu.’>) + ZKsmqb] Ay

. 1
o3 = ol + [ZG (1 — §Sin¢) — 2Ksinqb] (Ay® + Ay?)
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&P

Nll

03

Figura a.3 Lei de Associativa para o Modelo de Mohr Fonte: De Souza Neto (2008).
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Quadro a.6 Modelo Matematico de Bai & Wierzbicky.

i) Decomposicdo Aditiva da deformacéo:
g=¢g°+¢P

i) Definicdo Lei Elastica (lei de Hooke):
o=D%¢g°

i) Definigdo da Fungdo de escoamento :

,3
¢ = [=5:5 -0y (&).AM-B®Y)

A =[1-¢C, (n—ny)]

Onde :

ym+1
B — S ax __ S_ _
=i+ (e - ) (- L)

iv) Lei de Fluxo plastico:

el = '[3 xS+ 3/1M+1 I]
£ _y2q 2q Bﬁ

e lei de evolugdo para £P:

IS

N v o<2+2 Z+ AZM-M+2<x/15-
&P = 38.8 =y 9B 5 5
v) Regra de Complementaridade:
y=0 &®<0 yd=0

Conjunto de Equaces a.1 para obter o vetor de fluxo do modelo de Bai & Wierzbicky

N = 00  0q dA(n) 0B(y)

=3 90 % B(V)—aa + A(m) F

Agora derivamos A(n):

0AQ@) _ . 9(n)
de T do
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am _d()1 nd(g) I 37

do do q q 06 3q 2q2

dA(m) _ I 3n
de [@‘z—qzs
Depois a derivada de B(y):
0B(Y) [ ax s n 07)
oo —(Ce _Ce)-(l—)/ )ﬁ

d(y)  cos(m/6) tan(8 —m/6)0(0)
doc 11— cos(m/6)cos(6 —m/6) do
a(y) tan(6 —/6) d(0)

— = 6,4641
do cos(6 —m/6) do

Agora a derivada do angulo de lode 6:

a(0) _ d [%arc Cosf] _ 1 a(&€)
do do __3 1—¢2 0o
00)_ 1 0@
doe  3sin36 do

A derivada de ¢:

3
2(§) :"’[(9 ]: 35<@1_ME>

do Jdo dor 00 q
3|27
a(r)_a[ Tdetsl_ 9 9(detS)
oo do T 2r2 Qo
d(dets) o(dets) a(s) ., 1
= 2 §2 ~ 1,8
30 s e -5 "30II-L
9 3/£det5
o) _ N2 = (M-1LS)
oo do 212 1

Agora defina-se a 0 tensor M assim:

1
M=S?-— §tr(SZ)I
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a(detS)_M IS
oo 1

a($) 9 3
? = 3E (F(M—IlS) —z—qzs>

Entdo finalmente :

0B(y) 3 91, 9
do bs [(Zqz + 2r3>s 23 M]

tan(6 —m/6) 1
cos(6 —m/6) sin36

D= (C§* —C5)(1—y™)6,4641

Nz C (3775 I)B()+A( )D [(3 +911>s 0 M]
B Iy |* 2q> 3q Y mbs 2q%  2r3 2r3
Agora temos:

oy q?
OC=1—7 Can‘l'AD{T 1+311T_3

g = oy,Cy B B 30,AD
q q?
Logo o vetor de fluxo é:
N = 35 + > AM + =BI
2 2q 35

Conjunto de Equac0es a.2 Derivadas das equagdes Residuais de Bai & Wierzbicky

as derivadas para a primeira equacao residual:

ON 1 _ 0 [ﬁ Xn+1 Sn+1] N d [ﬁ’ln+1Mn+l] N 0 [%ﬁn_,_ll]

a0'n+1 aa'n+1 aO-n+1 aa'n+1
onde:
3
a[ﬁ‘xs]_B[l(a oc)®s+oc(65) oc<6q)®s]
do - 2lg\ oo q \da) q?\do
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B w250 2Eom

do do q\do 2\do
1
o[ze1] 1(6ﬁ) -
de  3\do

Logo para a segunda equacao residual:

3 3 1
ON, 41 _ d [an Xnt1 Sn+1] N d [Zq ) ln+1Mn+1] d [—ﬁn+1l]
aaggﬂ a“:£+1 agﬁﬂ agn+1
Onde:
3
lsg S (o)
0&n,,  24\9&,,
3
olzzmM| 31/ a2
9 == M
08, 2a\og,

Determinar a derivda de /(*) em relacao ao tensor de tensoes e a deformacao plastica
equivalente, temos:

aﬁ 2\/(7[ ( ) 4'B<E)a

do

Onde:

Jdo S
_2[A<6 )S_M_l_OC(aA)S'M_I_ A 6S_M SaM) )
B doc/S" S do)S’ S :s(aa' d
o 1 SSM (S 65>]
(5:5)? o

or \S M
d =i
0P . )S'S

n+1
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Outras derivadas:

dg 3

do  2q
aS_H 181
de 3

oM _[(05%\ 1(0trS? o 08
oo |\ as 3\ as "0S

(5) - (5):Go)

082 _ g
s |

otrS? oS
=287 —
as Jdo
0 « 1 q*\] /9q
50 = 007 |CaBy + ADE( 14305 (%)

%lc (aB +Ban)+<aAD +AaD +ADa€) 1+3I a
ql™” FrE oo do d aaf oo 13

011 qZ 211({ aq 3[1 aT
+34D¢ (%T?z%‘ﬁ%

35 =261 [(3)5 o)

oA _3 [<6A> D N (E)D) A 2AD <6q>]
a0 "% \aa) 2 " \ag) 2~ ¢ \be

0« _ZHI o vape(1431 %
ae_fiﬂ_ q2 nen S 1,3
08 HC,B
006,  4q

89



01 3HAD
agp - q2

n+1

9dA(m) 1 3n 3n 1
=—C) |—I———8|=C, |5 ——1I
do "[Sq 2q> ] "[Zqz 3q ]

IB() 3 9 9
do bs [(26]2 * 2r2>s 2 M]

Onde D é definido assim:

tan(6 —mw/6) 1
cos(6 —m/6) sin360

D = (C8* —C35)(1 —y™)6,4641

tan?(0 — /6)

cos?(0 —m/6)

(1 — 2tan?(8 — /6)) s tan(@ —m/6) cos36] (0¢
cos(0 —m/6) =y cos(6 — n/6)sin39] (%)

aD 1
5o = (€67 = C§) 535 6,4641 | (my™ 16,4641

-1=-y™
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