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Resumo

Neste trabalho, utilizaremos o Grau Topoldgico de Leray-Schauder, um Teorema de Indice
de Ponto Fixo em cone, um Teorema de sub-supersolucao e o método de blow-up para provar um
resultado de Multiplicidade Global de Solucoes Positivas para uma classe de sistemas elipticos

semilineares de equacoes diferenciais parciais.

Palavras-chave: Grau Topolégico de Leray-Schauder, Indice de Ponto Fixo em cone,

sub-supersolucao e Multiplicidade Global de Solu¢oes Positivas.



Abstract

In this work we use the Leray-Schauder Topological degree, a Fixed Point Index theorem in
cones, a sub-supersolution theorem and the blow-up method to prove a global result of Multiplicity

of Positive Solutions for a class of semilinear elliptic systems of partial differential equations.

Keywords: Leray-Schauder Topological degree, Fixed Point Index in cones, sub-supersolution

and Multiplicity of Positive Solutions.



Notacoes

e Sex = (x1,...,7y) € RV, entao

|z == max{|z;| :i=1,...,N}, di(x,y) := |v — yJ

1
2]o i= (2] 4+ ...+ 22)2, do(x,y) = |7 — ylo;

e Identificaremos o conjunto das matrizes M x N, denotado por RM*¥

RMN

com o espaco eucli-
diano , € se A é uma matriz entdo |Al; (respectivamente |Aly) é a norma do supremo

(respectivamente euclidiana) de A;

e C(D)"N ¢ o conjunto das funcdes continuas de D C RY em RV e
12]lc@) = [|®llc = sup {|®(z) :x € D};

e C(D)N ¢ o conjunto das fungdes continuas de D C RN em RY;

e C(D) & o conjunto das fun¢oes continuas de D C RN em R e ®llcm = lI®llc =
sup {|®(z)|: x € D};

e C(D) é o conjunto das fungoes continuas de D C RY em R;

e CY(D)N & o conjunto das fungdes ® € C(D)" tal que ® admite uma extensio ® continua
em um aberto D(®) contendo D C RY e V® ¢ continua em D(®). Se ® € C*(D)V, entdo
1@][er @) = [|1@]ler := max {[[®[[e, |[[Ve[|c};

e C'(D) é o conjunto das fungoes ® € C(D) tal que ® admite uma extensio ® continua em um
aberto D(®) contendo D C RY e V& = (22 ... 9% 4 continuo em D(®). Se & € C*(D),

8181 ’ ’ 82:N

entao [|®||oyp) = @]t := max {||®]|c, [[VO||c};

o CF2(Q) = C** ¢ o espaco das funcdes Holder continuas e

101, 0) e = mac ]l s |[0]|ore



Notacoes v

onde 0 <a<1lekeNU{0};

o WHEP(Q) é o espaco de Sobolev munido com a norma usual || - ||yss, onde 1 < p < 0o e
ke NU{0};

e Se S C RV, a distancia de z a S ¢ dada por dy(x,S) = inf {dy(z,y) : y € S};
o Qx,r):= {y e RN 1 dy(x,y) < 7“} é o quadrado aberto de centro z e raio r;
o B(z,r):={y € RY : dy(z,y) < r} é a bola aberta de centro z e raio r;

e Se S C RY, entdo S ¢ o fecho de S, int(S) seu interior, S sua fronteira e S° seu comple-

mentar;

e Se d € C'(D)V, entio V(z) = (22)y, .,

o2; N e Jo(x):=detVP(z) ;

.....

e Se ® € CYD)V, entdo Sp={r € D : Jp(x) = 0} é o conjunto dos pontos criticos de ®;

e C*(D)N ¢ o conjunto das funcdes que admitem uma extensio a um aberto contendo D, e

V® ¢ infinitamente derivavel, onde ® & a extensdo de ®. Similarmente definimos C*°(D);

o C.(D)N={® € C(D)" : Supp(®) CC D}, onde A CC B significa que A é compacto em B
e Supp(®) = {z: ®(z) # 0}

e C.(D)={® € C(D) : Supp(®) CC D};

o C(D)={2 € C>(D): Supp(®) C D};
e A notacao — indica imersao continua;
e O notacao —— indicar imersao compacta;

e span(A) é o subespaco gerado por A.



Introducao

Neste trabalho, temos como objetivo principal estudar a Teoria do Grau e, em seguida,

aplicar parte dela ao estudo de solugoes positivas do sistema

— ANu=Af(z,u)g(x,v), Q
(S) : _AU:MfQ(xvv)QQ(x7u)v Q
u, v>0, Q u=v=0, 09,

com parametros A,y > 0, onde 2 C RY(N > 3) é um dominio aberto, limitado e suave, f;,g; €

C(Q x [0,00),(0,00)) e fi,g: (i = 1,2) satisfazem condicdes apropriadas.

Recentemente, a pesquisa relativa a sistemas de equagoes diferenciais parciais com multi-
parametros tem sido realizada intensivamente, principalmente quanto a questoes de existéncia,
multiplicidade, nao existéncia e comportamento assintotico de solucoes, tanto em dominios limi-

tados quanto no R¥.

Varias dessas questoes ja sao bem conhecidas para uma ampla classe de sistemas. Neste
trabalho, apresentaremos um resultado de Cheng e Zhang [9] de 2013, que estabelece nao apenas
multiplicidade de solucao positiva, mas um resultado de "Multiplicidade Global de Solucoes Po-
sitivas" com respeito aos parametros A, u > 0. Mais especificamente, construiremos uma curva
simples I'y que divide o primeiro quadrante do plano R? em dois conjuntos abertos, O; e O, tais
que (S) nao tem solu¢do, ou tem no minimo uma solugdo ou no minimo duas solugoes positivas

de acordo com (\, ) pertencer a Oy, a I'g ou a Oy, respectivamente.

Algumas das ferramentas poderosas que utilizaremos para estabelecer tal resultado de mul-
tiplicidade global para (S) serdo o Indice de Ponto Fixo em cone e o Grau Topolégico de Leray-

Schauder aplicado em um subconjunto aberto de um cone de C(€2) x C'(2).

O Grau d(®, D, p) é uma ferramenta que fornece uma maneira de saber se uma equacao do
tipo ®(x) = p possui solucdo, onde ® : D — X é continua se X = RY ou ® ¢ uma perturbacio
compacta da identidade, se X for um espaco vetorial real normado e D C X for um aberto,
limitado com p &€ ®(0D). Se X é um espago vetorial real normado, dizer que ® é uma perturbagao
compacta da identidade significa dizer que ® = [ — T, onde [ é o operador identidade de X e

T :D — X éum operador compacto.
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Historicamente, conforme Deimling [13], o Grau Topologico para espacos de dimensao finita
e funcoes continuas foi introduzido por Brouwer, em 1912. Em seguida, segundo O’Regan, Cho e
Chen [27], Leray e Schauder generalizaram o Grau de Brouwer para espagos vetoriais de dimensdo
infinita, em 1934.

De forma similar ao Grau de Brouwer em dimensao finita, o Grau de Leray-Shauder,
ainda denotado por d(®, D, p), possui trés propriedades que o caracterizam totalmente, as quais
descrevemos a seguir. Assuma que X é um espaco vetorial real normado e dim X = oco. Para

D C X aberto e limitado, denotaremos por
Ki(D)={®:®=1—-T, T:D — X ¢ compacto}
o conjunto das perturbagoes compactas da identidade. Segundo [13], existe uma tnica fungao
d: {(q), D,p) : D C X aberto e limitado, ® € K,(D), p ¢ @(8D)} — 7,
chamada o Grau Topologico de Leray-Schauder, satisfazendo:

(dv) d(I,D,p) =1, se p € D;

(dy) d(®,D,p) = d(®, Dq,p) + d(®, D, p), sempre que Dy, Dy forem subconjuntos abertos e
disjuntos de D tais que p & ®(D \ (D; U Dy));

(ds) d(I — H(t,.), D,p(t)) independe de t € J = [0,1], sempre que H : J x D — R for um
operador compacto e p : J — R uma fung¢ao continua com p(t) ¢ H(t,0D), para todo t € J.

Observe que, na definicdo do Grau Topologico de Leray-Schauder, utiliza-se o fato do
conjunto D ser aberto e limitado. Todavia, como veremos neste trabalho, existem problemas
em que o dominio nao possui tal topologia, isto ¢, nao é necessariamente aberto e limitado. Isso
motiva a definicio de Indice de Ponto Fixo que, de uma certa forma, generaliza a funcio d(®, D, p)

com respeito aos argumentos ®, D e p.

Nesse sentido, considere X um espaco de Banach e D C X. Dizemos que D é um retratil
de X se existe uma aplicagdo continua R : X — D tal que R(x) = x, para todo x € D. Agora, se
D é um retratil de X, U C D é aberto e limitado em D e T : U — D é operador compacto tal
que T(x) # z, para todo = € OU, entdo definimos o Indice de Ponto Fixo de T em U com respeito
a D, denotado por (T, U, D), como

d(I =T,U,0), se D =X

e { d(I =TR,B(0,r)NR7(U),0), se D # X,

onde B(0,r) é qualquer bola contendo U, e R é uma retragao arbitraria de D.
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O teorema a seguir, sobre Indice de Ponto Fixo em cone, sera de grande utilidade para
demonstrar um resultado (ver Lema 41) que garante que o sistema (S) tem solu¢ao para parametros
especificos A, u. Antes enunciar o teorema, dado r» > 0, denotaremos por P um cone de um espago

de Banach X (ver apéndice),

P={xeP:|lz||<r}edP.={xeP: |z||=r}.

Teorema A: Sejam X um espaco de Banach real e P C X um cone. Suponha que, para r > 0,

T : P, — P ¢ compacto. Entio

i) i(T,P.,P) =1, se||T(x)|| <||z||, para todo x € OP,;

i) i(T, P, P) = 0, se ||T(2)|| > ||z]|, para todo x € OP,.

No capitulo 2, aplicaremos a Teoria do Grau Topologico de Leray-Schauder para estabelecer

um teorema de sub-supersolucao para o problema

—Au = F(z,u,v), x € Q,
(Z): —Av =G(z,u,v), z €Q,
u=v=0, x € 01,

onde F,G : Q x R? — RY sdo continuas e satisfazem condices apropriadas.

Nesse sentido, entenderemos como uma subsoluc¢do (respectivamente, uma subsolucao es-
trita) de (Z) um par (u,v) € C?(Q) x C%() satisfazendo

Analogamente, entenderemos por supersolu¢io e supersolucao estrita um par (u,v) €
C%(Q) x C?*(Q) que satisfaz (W), invertendo as respectivas desigualdades. Apoés essas defini-
¢Oes, enunciaremos o seguinte teorema, que ¢ um resultado provado em [9], onde os autores se
apoiaram no método de sub-supersolucao e na teoria do Grau Topologico de Leray-Schauder para
demonstra-lo:

Teorema B: Suponha que F(z,s,t) é mondtona nao-decrescente com respeito a t e G(x,s,t) é
mondtona nao-decrescente com respeito a s. Suponha ainda que (u,v), (@, ) sao subsolugao estrita

e supersolucao estrita de (Z), respectivamente, tais que (u(z),v(z)) < (u(z),v(x)), para todo x €
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Q. Entdo d(I — T, (u,u) x (v,7),(0,0)) =1, onde
(u,w) x (v,0) = {(u,v) € C() x C(Q) : (u,v) < (u,v) < (w,v) em Q}.

Em particular, o sistema (Z) tem no minimo uma solugdo (u,v) tal que u,v € C%(Q) N C(Q).
No que segue, consideraremos as seguintes hipoteses para o sistema (.S) (para i = 1,2):
(H,) g; é limitada superiormente em Q x [0, 00);
(H3) gi(w,s1) < gi(x, s2) para s; < s9;

AGE) 5
(H3) lim inf min filz,s) >
$—00 z€Q S min gi(x> 0)
€S

(H,) existem py,py € C(2,(0,00)) e q1,¢2 € (1, (N +2)/(N — 2)) tais que

, onde d; ¢ o primeiro autovalor de (—A, H});

i\ZT, S . . raY
lim Lq) = p;(z) uniformemente com respeito a x € ().
S§—00 sS4
Sob essas hipoteses, provaremos o seguinte teorema, devido a Cheng e Zhang em [9], que
fornece um resultado conhecido como Multiplicidade Global de Solugoes Positivas para o sistema
(5).
Teorema C: Suponha (Hy) — (Hy). Entdo:

i) existem numeros reais A, p. > 0 € um arco simples Ty tais que excluindo os seus pontos
extremos (A, 0) € (0, u.), To C (0,00)? separa (0,00)? em dois subconjuntos disjuntos Oy e
O, tais que o sistema (S) ndao tem solugao, tem no minimo uma solu¢ao ou no minimo duas

solugdes positivas ndo triviais, de acordo com (A, ) € O9, Ty ou Oy, respectivamente,

i) existem N* > A, e pt > u, tais que (S) ndo tem solugdo semitrivial, tem no minimo
uma solugao semitrivial ou tem no minimo duas solugdes semitriviais positivas se (A, ) €
{(A,0) s A> AFU{(0, ) = pp > 7}, (A, 1) € {(A7,0), (0, )} ou (A, i) € {(A,0) = A € (0, A7) U
{(0, ) = € (0, *)}, respectivamente.

Recentemente, resultados desse tipo tém sido estudados por vérios autores nas areas de
Equacoes Diferenciais Parciais e Equacoes Diferenciais Ordinarias. Em particular, um trabalho
pioneiro nesse sentido foi apresentado por Ambrosetti, Brezis e Cerami [2], em 1994. Eles estuda-
ram o problema

{—Au:)\uq+up,(2 )
u>0, Q u=0, 090,

onde 2 C RY & um aberto limitado e suave com 0 < ¢ < 1 < p < (N +2)/(N — 2), e provaram

que existe um ntmero real A > 0 tal que:

(i) para A € (0,A), (1) tem no minimo duas solugdes;
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(73) para A = A, (1) tem no minimo uma solugao;

(17) para A > A, (1) ndo tem solucdo.

Para obter no minimo uma solugao, os autores utilizaram métodos de sub-supersolucao. Ja
para mostrar a existéncia de uma outra solucao, utilizaram métodos variacionais. Outros autores,
como Brezis e Nirenberg [6] (1993), Garcia Azorero, Peral Alonso e Manfredi [18] (2000) e, mais
recentemente, Fukagai e Narukawa [17] (2007), também estudaram resultados de Multiplicidade

Global de Solugoes Positivas para classes de equacoes diferenciais mais gerais.

Quanto & multiplicidade de solucoes positivas para sistemas de equacoes diferenciais, em
2005, do O, Lorca e Ubilla [11] estudaram o problema

—u" = f(t,u,v,\, ) em (0,1
(L) : —v" = g(t,u,v,\, ) em (0,1
u(0) =u(l) =v(0) =v(1) =0,

com f, g superlineares na origem e no infinito, 0 < A\, 4 < co parametros e com algumas hipoteses
adicionais sobre f, g (ver [11]), provaram um resultado tipo "Multiplicidade Global de Solugdes
positivas" com respeito ao parametro p > 0, com o "congelamento" do parametro A > 0. Eles

utilizaram o Grau Topologico de Leray-Schauder para estudar o problema (L).

Os resultados em do O, Lorca, Sanches, Ubila [12] (2007) e Cheng and Yan [10] (2012)
também sao resultados de multiplicidade sobre solucoes positivas para equacoes diferenciais ordi-
narias. O primeiro trabalho sobre resultados de Multiplicidade Global de Solucoes Positivas para

equagoes diferenciais ordinérias foi o trabalho de Cheng e Zhang [8] (2012).

Em 2012, Cheng e Zhang estudaram as solugoes positivas do sistema de EDO’s
€(0,1) (2)

com respeito aos parametros A, > 0, onde h; € C([0,1],RT), fi € C([0,RT x RT),Ry) (i = 1,2)
sendo RT = [0,00) ¢ Rj = (0,00). Além disso, h; e f; satisfazem as seguintes hipoteses (para
i=1,2):

(H,) h; nio é identicamente nula em [0, 1];

(ﬁg) fl(t, 51> S f1<t, 82) S€ S1 S S9, € fg(tl,S) S fZ(tQ,S) se tl S tg,
e A(0) £2(0.5) _

) oy = =eoe I ™
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Eles mostraram a existéncia de um arco simples Ty tal que as conclusoes (i) e (i7) do

Teorema C sao satisfeitas para o sistema (2).

Nesse sentido, o Teorema C generaliza para o sistema (S) os resultados do trabalho em |[8].
Os métodos utilizados em [8] para encontrar solugoes para (2) foram o Grau Topologico de Leray-
Schauder e o Indice de Ponto Fixo em cone. Em [9], também sdo utilizados o Grau Topologico
de Leray-Schauder e o Indice de Ponto Fixo em cone para provar a existéncia de solucdo para o
sistema (.5).

Agora veremos como esté dividido este trabalho. No capitulo 1 apresentaremos as definicoes
e propriedades do Grau Topolégico de Brouwer e de Leray-Schauder e do Indice do Ponto Fixo. Em
seguida, demonstraremos o Teorema A. No capitulo 2 demonstraremos o Teorema B e o Teorema
C, sendo que neste tltimo utilizaremos métodos de blow-up, estimativas a priori e Indice de Ponto

Fixo em cone para demonstrar alguns resultados que nos auxiliarao em sua prova.



Capitulo 1
Um estudo sobre O Grau Topologico

Neste capitulo, estudaremos o Grau Topologico d(®, D,p), onde ® : D Cc RY — RV ¢
continua, D C RY & aberto e limitado e p &€ ®(0D) (Grau de Brouwer). Em espacos vetoriais
normados de dimensao infinita, consideraremos uma perturbacao compacta da identidade, mas as
condigoes sobre o dominio e p sdao as mesmas. O grau topolégico é uma ferramenta que fornece
uma maneira de saber se uma equagao do tipo ®(x) = p possui solu¢do, onde ® e p satisfazem as

condicoes anteriores.

Existem duas maneiras diferentes de introduzir o Grau Topologico d(®, D, p): uma utiliza
somente conceitos antigos de Topologia Algébrica e a outra, mais recente, é a forma analitica.
Neste trabalho optamos pela segunda maneira, onde utilizamos o teorema de aproximagao por
fungoes diferenciais, Teorema da Fungao Inversa e o Lema de Sard. Conforme [13], a forma pela
qual definimos o Grau Topolégico em dimensao finita é devido a Brouwer, em 1912, e segundo
O’Regan, Cho e Chen [27|, Leray-Schauder generalizaram a Teoria do Grau Topoldgico de Brouwer
para Espacos de Banach de dimensao infinita em 1934, estabelecendo entao o conhecido Grau
Topologico de Leray-Schauder, que é uma poderosa ferramenta para provar existéncia de solucao

para equacoes diferenciais parciais nao lineares.

O material contido neste capitulo é baseado nos trabalhos de Ambroseti e Malchiodi [3],
Chang [7], Drabek e Milota [14],]13], Fonseca e Gangbo [16], Guo e Lakshmikantham [22] e
O’Regan, Cho e Chen [27] . A menos de mengao contraria, D C RY sera aberto e limitado e, para

nio sobrecarregar a nota¢do, utilizaremos as notacoes C(D)N = C(D) e CY(D)N = CY(D).

1.1 Grau Topolégico para funcgoes de classe C!

Iniciamos esta se¢do relembrando algumas defini¢oes e notacdes. Considere ® € C1(D). Se
x € D étal que Jp(x) = 0, onde Jp(x) é o determinante jacobiano de ® em z, entdo x é chamado

um ponto critico de ®. Se € D é um ponto critico de ®, chamaremos ®(z) = p de valor critico
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de ®. De acordo com a nossa notagao, Se={x € D : Jp(x) = 0} é o conjunto dos pontos criticos

de ®. Se p € ®(Sg), chamaremos p de valor regular de ®.

Como consequéncia do Teorema da Funcao Inversa, obtemos o seguinte lema:

Lema 1. Se p € valor regqular de ® € C*(D) e p & ®(0D), entio @ '(p) ={x € D : ®(z) =p} ¢
finito.

Demonstragio. De fato, suponha que ®~'(p) C D seja infinito. Como D ¢ limitado, ®~(p)
também o ¢, logo existe pelo menos um ponto de acumulagao em ®~!(p), digamos y. Afirmamos
que y ¢ 0D. De fato, caso contrario, pelo fato de y ser ponto de acumulacdo existiria (z,) C
®~!(p), com x, # y, para todo n, tal que z,, — y. Por continuidade, ®(z,) — ®(y). Mas
®(x,) = p para todo n, e assim ®(y) = p, contrariando o fato de que p & ®(9D). Assim, y € D e
® ¢ diferencidvel em y. Pelo Teorema da Fun¢ao Inversa, podemos encontrar vizinhangas V,, de y
e V, de p tais que ® : V,, — V, € um difeomorfismo. Mas, para n suficientemente grande, x,, € V,

e ®(z,) =p = ®(y), com x, # y, contrariando a injetividade de @ |y,. Logo, ®~'(p) ¢ finito. O

O primeiro passo para construir o Grau para funcoes de classe C! sera a proxima definicio.

Uma motivagao para a Defini¢ao 1, utilizando analise complexa, pode ser encontrada em [7].

Definicao 1. Sejam D C RY aberto e limitado, ® € CY(D). Se p ¢ ®(Sp) U ®(OD), entio

definimos o grau de ® em p com respeito a D, e denotamos por d(®, D, p), como:

> sgn(Je(x)), se @' (p) # 0
d(®,D,p) =1 zco-1(p)

0, se = (p) =0,

1, set>0
sgn(t) = —1, set <O

onde

De acordo com o Lema 1, a Defini¢ao 1 faz sentido, pois ®~!(p) ¢ finito.

Observe que definimos d(®, D,p) para p ¢ ®(Sg) e, utilizando o Teorema da Fungao
Inversa, vimos que ele estd bem definido. Para concluir a construcao do Grau para fungoes de
classe C1, precisamos definir d(®, D,p) para p € ®(Sp). A verificagdo de que a definigio faz
sentido para este caso é mais delicada, e por isto precisaremos de algumas proposicoes e lemas

auxiliares.
A proposicao abaixo nos diz que se fixarmos uma funcao C!, entdo funcoes C! proximas

dela, na topologia de C''(D), tém o mesmo grau.

Proposigdo 2. Seja ® € CY(D) e p & ®(S,) UP(ID). Entio existe § > 0 tal que se ¥ € CY(D)
e||®—Vller <6, entao p & V(Sy) UW(ID) e d(®, D,p) =d(¥,D,p).
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Demonstracao. Temos dois casos a considerar:

Caso 1: o 1(p) = 0.

Considere § = 1di(p,®(D)) > 0. Seja ¥ € C'(D) tal que ||® — ¥|[cx < 6. Entdo

U~1(p) = 0, pois se U(z) = p para algum = € D, terfamos que
|@(2) = ph < [|® — Pl|er < & < di(p, 2(D)),
o que é impossivel. Assim, p € ¥(Sy) e p € V(9D). Segue por defini¢do que
d(®,D,p) =0=d(¥,D,p), para toda ¥ € C*(D), com ||¥ — ®||c1 < 6.

Caso 2: Suponha ®'(p) = {ay, ..., a,}.

Provaremos que existem 7 > 0 e § > 0 tais que se ¥ € CY(D) e ||® — U||c1 < 4§, entdo

U(z) = p admite exatamente uma solugdo em Q(a;,r), ¢ = 1,..., k.
Para provar este fato, precisaremos de algumas defini¢oes e afirmagoes.

Primeiramente fixaremos ry tal que

0<ryg < nmin

Definiremos ainda

Q(r) == Q(ay,r)U...UQ(ay,r) parar > 0e c:=min{|Jo(a;)| 1t =1,...,k}.

{%IZ#],Z,]ZL...,]C} er0<mzn{ ia 3U (S2)) :zzl,...,k}.

(1.1)

Entdo temos que ¢ > 0, pois Jo(a;) # 0,7 = 1,..., k. Desde que Jp é continuo em D, e por (1.1)

2
| Jo(a;)| > ¢ > 36
existem 0 < 7; < 1o, tais que

2 —
|Jo(z)| > 3¢ para todo z € Q(a;, ;) C D.

Tomando

0<r <min{F},_,

.....

obteremos que
2
| Jo(z)| > 3¢ para todo x € Q(ry).

A desigualdade (1.2) sera utilizada logo apds a demonstracao da Afirmagao 1.
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Afirmagao 1: Podemos escolher 4; > 0 tal que

— 1
se ||® — ¥|[cr < 0y, entdo sup {|Jo(z) — Jy(z)|:z € D} < 3¢

De fato, desde que ® € C'(D), a aplicacio T : D — RN” definida por T(z) = V&(x)
é continua, e portanto 17'(D) C RV 6 compacto. Assim, podemos encontrar uma vizinhanca
compacta (ou seja, o fecho de um conjunto aberto e limitado contendo T(D)) de T(D) em RN’
De fato, dado € > 0, temos que
T(D) c | B(Txe),
z€D

e por hipotese de compacidade existem {1, ..., z,,} tais que T'(D) C |J;-, B(T'z;,¢). Passando o

fecho, temos que T'(D) C J*, B(Tx;,€). Entao, |-, B(Tz;,¢€) é a nossa vizinhanca compacta

procurada.

Agora chamaremos de K essa vizinhanca compacta. A funcao
det : K — R definida por X —— det X,
é continua, logo, uniformemente continua. Sendo assim, dado ¢ > 0 existe d; > 0 tal que

1
|IX —Y]1 <6,X,Y € K implica que |detX — detY | < 3¢

Em particular,

1
IVO(x) — VU(x)]; <07 implica que |Jo(x) — Jy(x)| < 3¢ (1.3)

Seja ¥ € C*(D). Se ||® — ¥||c1 < 6y, entdo |[VO(x) — VU(x)|; < 6 para todo # € D, e assim,
— 1
por (1.3), temos que |Jg(x) — Jg(x)| < %c, o que implica que sup {|J¢,(x) — Jy(x)| sz € D} < 3¢

Concluimos assim a demonstracao da afirmacao 1.

Seja x € Q(r1). Por (1.2) e (1.3), segue que
[Ju(@)| = [Ju(z) = Jo(2) + Jo()] = [Jo(2)] = |[Ja(z) + Jo(2)] = Fc— 3¢ = 3¢,

e assim

sup{|Ju(z)| : x € Q(r1)} > %c, se [|® — V|, < 6. (1.4)

De (1.4) concluimos que existe a inversa (V¥(q;))™! da matriz V¥(a;). Fixemos i €
{1,...,k} e vamos resolver a equacao V(z) = p em Q(a;,r1). Para simplificar a notagdo, escreve-
remos

a=:a; h:=®(;)—Y(a;)=®(a)—V(a)eV :=(V¥(a)) " (1.5)
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Defina T, W : Q(0,71) — RY por

Tz:=V(a+2z)—V(a) = V¥(a)z e W(z):=V(h—Tx).

Observacao 1: Temos que
U(a+ z) = p para algum 2 € Q(0,7,) & ¥(a + 2) = ®(a).
Por outro lado,

U(a + z) = ®(a) para algum z € Q(0,7,) < W(z) = V(VV(a)z) = 2.

Assim, estudar as solucdes de U(a+ z) = p em Q(0,r;) é equivalente a estudar as solucoes
de W(z) = z em Q(0,7y).
Observagao 2: Parar <rjea=a;, i € {1,--- ,k}, estudar as solucdes de ¥(z) = p em Q(a,r),
é equivalente a estudar as solugoes de ¥(z +a) = p em Q(0,7).
Afirmagao 2: A equacao W(z) = z admite exatamente uma solugdo em Q(0,r), para algum

r <r e, quando ||® — ¥||c1 < §, para algum § < §;.

Para provar a afirmacio, mostraremos que W é uma contracio e que W(Q(0,7)) € Q(0,7),
para algum r < r;. Para isso, vamos estimar a componente (Tz — Ty);, para y,z € Q(0,7) (o r

¢ um parametro a determinar satisfazendo r < ry).

(Tz = Ty)r = Wila+ z) = Ui(a+ y) (V‘I’( ))( y)z

Lav(a+ 0z + (1 - a\If )(z; —yj)
_/ do d@ Z 83:]

1 N
B L O¥(a+ 0z + (1 —0)y) 0Y(a)
S DICEI o e yan

L ow (w)  O0Py(u) O (u) OP(a) OP(a) OVy(a)

N ! 0% ! 0% ila) oV
- Zj:l(Z] ])/0 [ 391:]- (9xj + 391:]- &%’j + 8acj 8xj ]d97

onde u = a + 0z 4+ (—0)y, e utilizamos o Teorema Fundamental do Célculo na segunda igualdade

e a Regra da Cadeia na terceira igualdade. Dessa forma, vemos que

OWi(u)  9Py(a) | OPi(u)  I¥i(a)
_ < B
(7= = Tyl < 2% 1G5 =) / ) | ) _ 22
< - - 1 — . _ 1

FNJz — gl - e(r)]d0 < Nz — y|1/0 (26 + €(r))do,
(1.6)
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onde

ax_(a—i-ez—l— (1-0)y) —

] amj(a)|d0:y,zE@(O,r),i,j:1,...,]\7}.

1
e(r) :=sup {/ |
0
Claramente, €(r) é nao-decrescente, pois se r, < 1, entdao Q(0,7,) C Q(0,r,) e portanto
e(ry) < €(ry). Obviamente, lim, .o+ €(r) = 0. Utilizando a estimativa (1.6) e o fato de que V' é

linear e limitada, temos que
(W(z) =Wy =[V(h=T2) = V(h=Ty)l <[V[i|Tz=Tyl|y < Nly—z[1|V]1(20 +€(r)). (1.7)

A estimativa (1.7) fornecera que W & uma contragao para 6 > 0 e r > 0 apropriados.
Antes de escolher § > 0 e r > 0, estimaremos |W (z)|; para todo z € Q(0,7), e esta estimativa nos

ajudara a provar que W(Q(0,7)) € Q(0,r).

Utilizando a desigualdade triangular e o fato de V ser linear e limitado, temos que

(W)l < [W(z) =W(0)[s + W)y = [W(z) = W(0)ls + [V(h+T0)|,

1.8
W (=) = WO + V() < W (=) = WO + V] - [Bh, (18)

e assim segue a estimativa desejada.

Agora escolheremos os parametros r; > r e § > 0. Como lim, g+ €(r) = 0 e |V]1, |h|; sdo

constantes, podemos tomar r < r; e § < d; tais que

1 1
Ne(r)|V]y < 5. [V < g 26|V <

5 < I(r)  min{|®(z) —pl 2 & Qay,r)U...UQ(ax,7)}

2 2

Feita esta escolha, concluiremos a afirmagio. Seja ¥ € C1(D) satisfazendo ||® — W[ < 4.

Segue de (1.7) que

W (z) — W(0)|1 < N|z[1|V]1(20 + €(r)). (1.9)
Utilizando as desigualdades Ne(r)|[V]; < ¢ e 2N6|V|; < § em (1.7), temos que

—z
W) -~ Wi < LA
ou seja, W é uma contracao.

Finalmente mostraremos que W (Q(0,7)) € Q(0,r). Lembrando da notacio (1.5), segue
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da desigualdade || — W¥|[cn < § que |h|; < 6. Utilizando as desigualdades |h|; < 0 e (1.9) na

estimativa (1.8), temos que
(W)l < Nzh[V]1(20 + €(r)) + [V]19, (1.10)

para todo z € Q(0,7).

Pelas definigoes de ¢ e r, temos que (1.10) é equivalente a

W) < rNVI(5+er) + VIO < T4 s 42 <

para todo z € Q(0,7).
Portanto, W(Q(0,7)) C Q(0,7). Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, temos que

W (z) = 2 possui uma tnica solugdo em Q(0, 7).

Por outro lado temos que ¥~'(p) C Q(r). De fato, assuma que ¥(r) = p, para algum
x € D\ Q(r). Entdo, pela defini¢cio de d e I(r), temos que

|D(z) — Y(2)| = |®(x) —plh > U(r) >20 >0 > |P(x) — V(x),

o que & impossivel. Segue das observagoes 1 e 2 que a solugao de w(z) = z em Q(0,r) pertence a

Q(0,7). Provamos assim a afirmagao 2.

Sejam W, § e r satisfazendo as hipoteses da afirmacao 2. As observagoes 1 e 2, juntamente
com a afirmacao 2, implica que, para cada ¢ € {1,--- ,k}, a equagdo ¥(z) = p admite exatamente
uma solugao em Q(a;, r). Observando o final da demonstracao da afirmacao 2, temos que V(z) # p,

para todo € D\ Q(r). Assim, podemos escrever
U (p) = {br, b} (1.11)

Durante o resto da demonstracio consideraremos ¥ € C'(D), § e r como nas hipoteses da
afirmacao 2.
Afirmagao 3: Q(r) N oD = 0.

De fato, se z € Q(r) N 0D com = € Q(a;, ) C Q(a;,ro) e 0D C dD U P(Ss), entdo
ro < p(a;, 0D U P(Se)) < p(a;,0D) < p(a;,x) <,

o que é impossivel, pois r < rg.
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Temos ainda que

d(®,D,p) = sgn(Je(a:)) e d(¥,D,p) = sgn(Jy(b)). (1.12)

i=1 i=1

Desde que, para todo i € {1,....,k},Jp é continuo em Q(a;,r) e Jo(x) # 0 para todo
x € Q(a;, ), temos que Jp tem sinal constante em Q(a;, 1), pelo Teorema do Valor Intermediario.
Segue deste fato e de (1.11) que sgn(Jo(a;)) = sgn(Jo(b;)).

Finalmente:
Afirmacao 4: Se [Jg(b;) — Jy(b;)| < §, onde c é definido por (1.1), entdo sng(Je(bi)) =
sng(Jy(b;)).

De fato, suponha que Jg(b;) > 0 e Jy(b;) <0, entdo de (1.2) segue que

< [Jo(bi)] = Ja(bi) < Jo(bi) = Ju(bi) = [Ja(bi) = Ju(bi)| <

Y

wl o
wl o

mas isto é impossivel.
Analogamente, obtemos contradigao se Jg(b;) < 0 e Jy(b;) > 0.

Logo, sng(Js(b;)) = sng(Jy(b;)). Podemos concluir de (1.12) e da afirmagao 1 que
d(®,D,p) =d(¥, D,p) para ¥ € C'(D) tal que ||® — ¥||c1 < 6.
[

O lema a seguir seré utilizado para relacionar o Grau Topolégico com a sua férmula integral

na Proposicao 4.

Lema 3. Considere f € CHRY), K := Supp(f), D um dominio aberto e limitado de RY. Seja

v :[0,1] — RY um caminho continuo tal que
A={k+~(s): ke K,s€0,1]} C D. (1.13)
Entao existe uma fungdo v € CH(D) tal que

div(v(z)) = f(x —v(0)) — f(x — (1)), para todo x € D.

Demonstragao. Primeiramente, observamos que como K e 7([0,1]) sdo compactos, entao A =

K +7([0,1]) é compacto, e portanto A CC D.

A demonstracao sera baseada em dois casos:

Caso 1: Suponha que ¥(s) = sT,onde T =y —kcomy € D, k € K.
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Sejam

_/0 f(z - 07)d0 e v(z) = TF(), x € D.

Claramente, F € C*(D), pois f é C*(D). Além disso, Supp(F) C A. De fato, se x € D
¢ tal que F(z) # 0, entdo existe 6 € [0,1] tal que f(x — 0%) # 0 e assim = — 0T € K, isto ¢,
r € K+ 60xr C A. Portanto, * € A e, como A CC D , concluimos que v € C}(D). Como
f € CHRY), temos que

N

8F Of(z —07) x—@x Y Of(x — 07) Oz,
div(v E T,—> 5 T / le /0 Z oz, oz, do
o Ofx—ex B 1df(m—9§) B _

onde derivamos sob o sinal da integral na segunda igualdade e utilizamos a Regra da Cadeia na
terceira igualdade.

Caso 2: v:[0,1] — RY ¢ qualquer caminho continuo satisfazendo (1.13).

Seja R a relagao de equivaléncia definida em [0, 1] por
tRs <= existe v € C}(D) tal que div(v(z)) = f(z —(s)) — f(z —(t)).

Provaremos que R é uma relagao de equivaléncia.

1) tRt, para todo ¢ € [0,1], pois tomando v(x) = 0, teremos que existe v € C}(D) tal que
0 =div(v(z)) = f(z = (1)) — f(z —~(t)) = 0.
2) Sejam tRs e v € C}(D), onde
div(v(z)) = f(z —(s)) = f(z = (1))
Tomando w(x) = —v(z), obtemos que w C C}(D) e

div(w(z)) = div(—v(r)) = —div(v(x)) = =[f(z —(s)) = f(z = 7(1)]
= flz =) — flz —(s)),

isto é, sRt.

3) Suponha que tRs e sRp. Entdo, existem v, w € C}(D) tais que

div(v(z)) = f(z —7(s)) = fx = (1)), div(w(z)) = f(z =~(p)) = [z —(s)).
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Tome z(z) = v(x) + w(z). Entao Suppz CC D e

div(z(x)) = div(v(z)) + div(w(z)) = [f(z —v(s)) = f(x —y(O)] + [f(x = v(p)) — f(z —7(5))]
= f(x —v(p)) — flz —~(1)),

ou seja, tRp.

Fica assim demonstrado que tRs é uma relacao de equivalénca. Entao [0,1] é a unido
disjunta de suas classes de equivaléncia. Como [0, 1] é conexo, se mostrarmos que cada classe de
equivaléncia é um aberto, teremos que [0, 1] é formado por uma tnica classe de equivaléncia, a

saber [0, 1], pois [0, 1] s6 admite cisao trivial.

Sejam s € [0,1] e C' sua classe de equivaléncia. Mostremos que C' ¢ aberto em [0, 1]. Ponha
zy = (1) —(s),t € [0,1].

Afirmamos que, para um € > 0 suficientemente pequeno,
{te€0,1]:|t—s|<e} CC.

Sejam
di (K, D°)

fs(x) = f(x —~(s)), Ks= Supp(fs) e n= ;

Temos que i > 0. Para ver isso é suficiente mostrar que K, C D. Se z é tal que fs(z) # 0,
entdao f(z — y(s)) # 0. Logo = — ~v(s) € K, o que implica que x € K + 7(s) C D. Portanto,
K, C D en>0. Pela continuidade de -, existe ¢ > 0 tal que

|1 <m, sese(0,1] et —s] <e.

Definindo
Ay ={k+6z,: ke K, 0ec|0,1]},

temos que A, C D. De fato, se assumirmos que para algum 6 € [0,1],z = k + 0z, € D°, entdo

obtemos |z — k|; = 0|x]y < 0-n e, como k € K,

di (K, D)

dl(K,DC)§|LIZ‘—]€|1<677<T]: 9

S dl <K7 DC)7
o que ¢ impossivel. Finalmente, usando o caso 1 temos que existe v € C!(D) tal que

div(v(z)) = fi(s) = fo(z — @) = [z =7(s)) = [z = 2(1).
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Portanto tRs e C' ¢ um aberto de [0, 1]. Concluimos que 0R1 e existe v € C}(D) tal que

div(v(z)) = f(z — (1)) = f(z —7(0)).
[l

A seguinte formula foi introduzida por Heinz em 1959 para introduzir o Grau Topologico,

e mostra que ele pode ser calculado na forma de integral.

Proposigao 4. Sejam ® € C'(D),p ¢ ®(0D) U ®(Se) e f. € CHRY) tal que [y fedz =1 ¢
Supp(fe) C Q(0,€). Entao existe e(p) > 0 tal que

1(®, D, p) = /D £.(®(x) — p)Jo(2)de,

para todo 0 < € < €(p).

Demonstracao. Temos dois casos a considerar:
Caso 1: ®71(p) = 0. Por definicio, d(®, D, p) = 0. Definindo § := d;(p, ®(D)) > 0, temos que

|®(x) —p|l1 >0 >¢ paratodor € De 0 <e<d.

Portanto, f.(®(z) — p) = 0, para todo = € D, visto que Supp(f.) C Q(0,¢) e assim

/D L) — p)Jo(x)dz = 0.

Caso 2: ®7Y(p) = {a1,...,ar}. Escolha r > 0 tal que B(a;,7) CC D,i = 1,...k, B(a;,r) N

k

Bl(aj,r) =0, sei# j, e Jo(x) # 0 para todo = € UE(ai,r). Pelo Teorema da Funcao Inversa,
i=1

existe ¢, > 0 tal que Q(p,e;) C ®(B(a;, 7)), para i = 1,....k, e ® é um difeomorfismo de

d~1(Q(p, 1)) N B(ay,r) sobre Q(p, €1).

Como D \ UL, B(a;,r) é compacto, existe e; > 0 tal que |®(z) — p|; > €, para todo

z € D\ UL, B(a;,r). Como ®(x) = p se, e somente se, z = a; para algum i € {1,--- &},
concluimos que
k
r € De |P(x)—plh <e implica que x € Uﬁ(ai,r).
i=1
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Considere € < min {e1, e2}. Entao, para ¢ > 0 desta forma, obtemos
/ f(@(x) = p)Jo(x)dz = / f(@(@) = p)|Jo(z)|sgn(Jo(a;))dz
D | (%) —pl1<e

=3 sqn(ia(a) /Q Fw)y = 3 sqn(Je(as))

(076) i=1

= d(®7 D7p)7
onde usamos a mudanca de variavel y = ®(x) — p. O

A proposicao a seguir diz que, fixado ® e D, o Grau é constante nas componentes conexas

de RY \ ®(0D). Em particular, ele ¢ uma fungao continua em tais componentes.

Proposicao 5. Sejam ® € C*(D), C uma componente coneza de RN\ ®(OD) e py,py € C\P(Sp).
Entao

d<(I)7 D7p1) = d<q)7 D7p2)-

Demonstracdao. Vale lembrar que se C' é um aberto de RY, entdo C é conexo se, e somente se, é
conexo por caminho. Para demonstracao da proposicao, temos dois casos a considerar.
Caso 1: Assuma que ® € C?*(D).

Sejay : [0,1] — C um caminho continuo com v(0) = p; e y(1) = py. Considere f. : RY — R
uma familia de fun¢oes dada pela Proposigao 4 com Supp(f.) := K. C Q(0, ). Por tal proposicao,

existe €y > 0 tal que para 0 < € < ¢y obtemos que
4@.D,p) = [ £(8(a) = p)Ja(a)de,i = 1,2
D

Sejam ainda

[ mm{eo,;ll(%c )} e A=T{k+~(s): ke, sel01]}.

Provaremos a seguinte afirmacao:

Afirmagao: A C C.

Suponha que exista ko + (sg) € C° com kg € K, so € [0,1]. Entéo,

€1 < di(7y,C) < di(y, ko +(s0)) < |7(s0) — ko — v(s0)[1 = [ko|1 < €1,

pois Suppfe, C Q(0,€1) e |ko|l1 < €1, 0 que é uma contradigao.

Logo, A C C' e, pelo Lema 3, existe v € C}(C) tal que

div(v(z)) = fo,(x —p1) — fe,(x — p2) e Supp(v) C C,
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e isto implica que Supp(v) N ®(OD) C CNP(ID) = (). Portanto, pelo Teorema 59 (ver apéndice)
existe u € C}(D) tal que

div(u(z)) = div(v(P(x))Jo(x) = [fo, (P(x) — p1) — [, (D(2) — p2)]Ja (),
e, pelo Teorema do Divergente, concluimos que

d(®,D,p1) —d(®,D,py) = fD[fq@(m) —p1) = fo (@(z) — p2)]Jo(2)dx
= [, div(v(®(x))Jo(2x)dx = [, div(u(z))dz = 0.

O caso 1 esta demounstrado.
Caso 2: ® € C1(D).

Considere C' e 7 : [0, 1] — C como no caso 1. Pela Proposigao 2, existem §(p;) > 0,i = 1,2

tais que
[|U — || < 6(p;) implica que p; € V(OD) UV (Sy) e d(P, D, p;) = d(¥, D, p;), (1.14)

Considere ainda

min {8(p1), 0(p2), di(v, ®(0D))}
; .

§ =

Provaremos que pi,ps estdo na mesma componente conexa de RY \ U(9D), para ||[® —

Ullegr < 6. Sex € 9D e s € [0, 1], temos que

v(s) = U(x)|1 = |y(s) — D(z) + P(z) — U(z)|1 > |y(s) — P(2)]1 — |P(x) — U(2)];
> dy(y(s), ®(0D)) — di(v, <I;(aD)> iy, j(@p) o

onde usamos o fato de que

di(y, ®(9D))

9(2) — B(@))s < [|®— Bller < 6 < LLIEEL

pela definicao de 9.

Portanto, y(s) € R¥\W¥(AD)), para todo s € [0, 1] e, desde que 7 liga p; e ps, deduzimos que
p1 € P estdo na mesma componente conexa de RV \ W(AD). Suponha, sem perda de generalidade,
que 6; < 9, onde ¢ é dado pelo Teorema 55 (ver apéndice). Podemos entdo encontrar ¥ € C%(D)
tal que ||¥ — ®||; < §; e assim temos, pelo caso 1, que d(V, D, p;) = d(¥, D, py). Segue deste fato
e de (1.14) que

d(®, D, p1) = d(¥,D,p1) = d(V, D, p2) = d(®, D, p2).
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Agora finalizaremos a construcao do Grau para funcoes de classe C1. A definicao a seguir
engloba o caso em que p pode ser valor critico, e portanto sabemos definir o Grau para o caso em

que p é valor regular ou valor critico.

Definigio 2. Sejam ® € C*(D) e p & ®(OD) tal que p € ®(Ss). Definimos d(®, D,p), o grau
de ® em p com respeito a D, como o nimero d(®, D, q) para qualquer ¢ € ®(Se) UP(ID) tal que
p — g1 < di(p, 2(0D)).

Justificaremos a Defini¢ao 2. Pelo Teorema de Sard, existe ¢ ¢ ®(Ss) tal que di(q, (D)) >
Oelp—q|li <di(p,®(0D). Portanto, g & ®(Se) U P(OD).

Assuma que |¢; — p|l1 < di(p, P(9D)),i = 1,2, sdo tais que ¢; € ®(0D) N P(Ss),i = 1,2.
Entdo ¢; € B(p,di(p,®(0D))) C R¥ \ ®(0D),i = 1,2. Desde que B(p,d;(p, ®(dD))) é conexo
contido em RN \ ®(9D), deduzimos que B(p,d;(p, ®(0D))) esta contido em uma componente
conexa de RV \ ®(9D). Portanto p, q; e ¢z estao na mesma componente conexa e, pela Proposigao
D, segue que

d(®, D,q1) = d(®, D, o).

Dessa maneira, concluimos a nossa justificativa.

Definiremos, a seguir, o que sao homotopias. Uma homotopia pode ser considerada como
uma deformacao de uma curva ou de uma funcao em outra funcao. Elas desempenham papel

fundamental neste trabalho e serao utilizadas constantemente.
Defini¢ao 3. Sejam ®, ¥ € CY(D) e H : D x [0,1] — RY. Dizemos que H é uma C* homotopia
entre ® e U se:

1) H, € CY(D) para cada t € [0,1], onde Hy(x) = H(x,t);

2) lim ||Hy — Hg||cr = 0 para todo s € [0,1];

—s

3) Hy(x) = ®(x), Hy(x) = ¥(x) para todo x € D.

O teorema abaixo contém as principais propriedades do Grau definido nesta secao. O item
1 nos diz que, fixados ® e D nas condigoes da definicao de Grau, entao o Grau é constante nas
componentes conexas de R\ ®(dD) e, em particular, é uma fungdo continua em tais componentes
conexas. O item 2 nos garante que o Grau é localmente constante na variavel ®, ja o item 3 significa

que d(-, D, p) é invariante sobre homotopias e o item 4 que d(-,-,-) é invariante por translacao no

primeiro e terceiro argumentos.
Teorema 6. Assuma que ® € C*(D). Entéo:
1. d(®, D,-) é constante em cada componente conexa de RN \ ®(9D);

2. Sep & ®(0D), entdo existe € > 0 tal que

U — ®[|cn < e implica que p ¢ W(OD) e d(®, D, p) = d(¥, D,p);
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3. Se H é uma C' homotopia entre ®,V e p & H{(OD) para todo t € [0,1], entdo
d(®, D,p) =d(V, D,p);

4. Sep & ®(0D), entdo d(® +a,D,p+ a) =d(P,D,p).

Demonstracio. Prova de 1. Sejam C uma componente conexa de RY \ ®(9D) e pi,p, € C.
Pelo Teorema de Sard existe ¢; &€ ®(S) tal que |p1 — 1|1 < di(p1, ®(OD)). Claramente ¢; € C,
pois B(p1,di(p1, ®(0D))) € RY \ ®(0D). De modo similar, podemos encontrar ¢, ¢ ®(Ss) tal
que gz € B(pa, di(ps, ®(0D))) C RY \ ®(OD). Desde que p;,py € RY \ ®(0D) estio na mesma

componente conexa, segue pela Proposicao 5 que

d<q>7 D: Ch) = d(cb, D: CI2)

Assim, por definicao temos que

d(q)a Dapl) = d((bv D7q1) = d((bv D7q2) = d((bv D7p2)'

Prova de 2. Pelo Teorema de Sard existe ¢ € RN \ ®(0D) tal que ¢ € ®(Sp) e [p — q1 <
di(p, ®(0D))/2. Portanto, p e ¢ estio na mesma componente conexa de RY \ ®(9D). Pela
Proposigao 2, existe 0 < ¢y < dy(p, P(0D)/2 tal que

q € VU (Sy) UW(ID) ed(¥,D,q)=d(®, D,q) sempre que ||® — U] < ¢. (1.15)
Provaremos que p & W(9D) sempre que ||® — U||c1 < €. Para todo z € D temos que
(W(z) = ph = |®(x) = ph = [¥(2) = P(2)1 > [p - ¢h, (1.16)
onde usamos o fato de que

d(0D —®
19 — W||or < eo tmplica que [¥(x) — B(x)]y < e < L 2OP) _ Jp= (o)l

isto é,
lp — @(z)h

lp—@(z)h — [¥(z) — D(x)) = 5

Tomando o infimo para = € 9D em (1.16), obtemos que

dy(p, ®(0D)

d(p. ¥(OD)) =

> |p—qli. (1.17)

Por (1.17) segue que p € W(0D). Para concluir a prova deste item, note que por (1.17) p e g estdo

na mesma componente conexa de RV \ W(dD). Por definigio, pelo item 1 e por (1.15) concluimos
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que
d(V,D,p) =d(V,D,q) =d(®,D,q) =d(®,D,p).

Prova de 3. Seja u : [0,1] — Z definida por u(t) = d(H;, D, p). Mostraremos que u é continua,

e para isso fixaremos ¢ € [0, 1]. Pelo item 2, existe ¢ > 0 tal que

||Ht - HS||Cl S € 1mpllca que d(Hta Dap> = d(H87 D7p)

Desde que lin% ||Hy — Hs||cr = 0, existe § > 0 tal que
s—
|t — s| < ¢ implica que ||H; — Hy||cr < e,

isto &, |t — s| < § implica que |u(s) — u(t)| < e.
Como uma consequéncia disso e da conexidade de [0, 1], deduzimos que u é constante em

[0, 1], ou seja,
d(®, D, p) = d(u(0), D,p) = d(u(1), D,p) = d(¥, D, p).

Prova de 4. Considere ¢ € ®(Ss) com [p—q|1 < di(p, P(0D)). Temos que d;(p+a, (P+a)(0D)) =
di(p,®(0D)) e q & valor regular de ® se, e somente se, g + a é valor regular de ® + a. Desde que

lp—a—(q+a)=Ip—qh <dilp+a,(®+a)dD)),
com g+ a & (P + a)(0D), segue pela Proposicao 4 que existe ¢y > 0 tal que

d(q)+a7qu+a) = f5(¢(x)+a_ (q+a)>‘]¢+a(l‘)d‘f

= /jfe((b(x) = q)Jo(x)dzr = d(®, D, q),

para 0 < € < ¢y e f. como na Proposigao 4.

Portanto,
d®+a,D,p+a)=d(®+a,D,qg+a)=d(P,D,q) =d(P,D,p).
O

O proximo corolario nos diz que funcoes que sao iguais na fronteira tém o mesmo Grau.
Isso é conveniente quando lidamos com funcoes dificeis de calcular o Grau, mas sabemos que esta
funcao é igual na fronteira a uma funcao que é mais facil de calcular o Grau ou que ja sabemos

seu Grau.
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Corolario 7. Sejam ®, ¥ € CY(D) tais que ®(z) = V(z) para x € OD. Entdo para todo p €
RY\ $(0D),
d(®,D,p) =d(¥,D,p).

Demonstragao. Seja H(z,t) = (1 — t)®(z) + t¥(z) uma homotopia entre e W. Temos que
p & H:(OD) para todo t € [0,1]. De fato, se existissem t, € [0, 1] e zy € 9D com

p = H(l’o, to) = (1 - to)q)(xo) + to@(l‘o),
entao teriamos de ® () = ¥(xq) que
p = (1 — to)@(l’o) + to@(l’o) = (I)(IL‘Q),

e portanto p € ®(9D). Mas isso é uma contradicao.

Logo, para todo t € [0, 1], temos que p € H,(0D) e, aplicando o Teorema 6 item 3, obtemos
que
d((I), Dap) = d(H(]a Dap) = d(Hh Dap) = d(\IJ’ Dap)a

e demonstramos assim o corolario. O

1.2 Grau Topoloégico para funcoes continuas

Nesta secao definiremos o Grau para fungoes continuas, finalizando assim a construgao do

Grau de Brouwer (Grau em dimensao finita).

Definicao 4. Sejam ® € C(D) e p € ®(0D). Definimos o grau de ® em p com respeito a D,
como sendo d(V, D,p) para qualquer ¥ € CY(D) tal que ||V — ®||c < dy(p, P(OD)).

Justificaremos a defini¢do 4. Pelo Teorema 55 (ver apéndice) encontramos ¥ € C(D)
tal que || — ®||c < di(p, ®(OD)). Desde que p ¢ ®(0D), ¥ € CY(D) e ||¥(x) — ®(2)||c <
di(p, ®(0D)) segue que p € V(9D), pois se ¥(z) = p para algum = € 9D entao |p — ¢(x)|; <
di(p, ®(0D)), o que é impossivel.

Agora afirmamos que, se U1, ¥, € C'(D) sdo tais que
1¥1(z) = @(2)]lc < di(p, ®(OD)) e [|¥a(x) — D(2)||c < di(p, P(OD)),

entao

d(lplvD7p) = d(\IIQa Dvp)
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De fato, seja
H(z,t) ==tV (2) + (1 — t)Wy(x), x € D,t €[0,1],

uma homotopia entre ¥; e Wy. Temos que p € H,;(OD) para todo t € [0,1], porque para todo

z € D obtemos que

|H(z,t) = ()] = [t(V1(z) — D(2)) + (1 = £)(Va(x) — ()]s
< H((Va(z) = @)l + (1= D)|(Va(2) — ()]s
< tdy(p, ®(9D)) + (1 = t)di(p, B(ID)) = di(p, ®(OD)).

Assim, pelo Teorema 6 item 3 segue que
d(\pb Dap) = d(H07 D7p) = d(Hh D7p) = d(‘;[}% Dap)a

completando a nossa justificativa.

A préxima proposicao diz que na Definicao 4 podemos escolher uma W tal que p é valor

regular de U. Ela serd utilizada adiante e também ¢ de grande utilidade em aplicacoes tedricas.

Proposicao 8. . Na Defini¢ao 4, a funcdo V pode ser escolhida tal que p & V(Sy).
Demonstragio. Sejam K € C'(D) tal que

1@ — K¢ < 5 7

(1.18)

e p/ um valor regular de K tal que

i (p, ®(OD))

. (1.19)

|p' —ph <

Defina
U(z)=K(x)+p-7p.

Claramente ¥ € C'(D). Mostraremos que ¥ satisfaz as condicdes da proposicdo. Primeiro
provaremos que p ¢ valor regular de W. Como p, p’ sdo constantes, temos que Jy(z) = Jg(x),

para todo x € D. De (1.18) e (1.19) segue que
V() = ()l = [K(2) +p—p = P(2)} < [K(2) = ()]s + [P —ph < da(p, ®(9D), (1.20)

para todo = € D.

Por outro lado, ¥(x) = p para x € D se, e somente se, K () = p/. Este fato, juntamente

com Jy(x) = Jg(z), para todo z € D, implicam que p é valor regular de W, isto é, p & ¥(Sy).
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Agora provaremos que p € WU(9D). Se p € ¥(dD), entdo p' € K (D). De (1.18) e (1.19),

segue que

d(p, $(9D))

dy(p, K(OD)) < |p—p'|s + di(p, K(OD)) = |p— p'|1 < . (1.21)
e, para todo x € partial D,
K@) = ph > 9(2) — ph — K () ~ (s > oy (p, 2(0)) — 2L 2OP)
& (p, (D)) (1.22)

2

Tomando o infimo em (1.22) com respeito a = € 9D temos que

di(p, ®(0D))

di(p. K (9D)) > TLTEE,

o que contradiz (1.21).

Finalmente, lembrando que D é compacto e tomando o supremo em (1.20), temos que

o que completa a demonstracao da proposicao. O

1.3 Propriedades do Grau Topolbégico de Brouwer

Nesta secao estudaremos, em forma de teoremas, as principais propriedades do Grau de

Brouwer.

A primeira propriedade é de fundamental importancia em Analise e é conhecida como
propriedade de solu¢do. Ela diz que se d(®, D, p) # 0, entdo a equagdo ®(x) = p admite solugao

em D.

Teorema 9. Assuma que ® € C(D), p € ®(0D) e d(®, D,p) # 0. Entdo eviste v € D tal que
O(z) = p.

Demonstragio. Suponha que p € ®(D). Desde que p € ®(9D), temos que p ¢ ®(D) e, como
®(D) é compacto, di(p, (D)) > 0. Seja ¥ € C'(D) tal que

¥ — @[|c < di(p, ®(D)) < di(p, ®(9D)). (1.23)

Por defini¢io, d(®, D,p) = d(¥, D,p). Segue de (1.23) que p ¢ ¥(D), pois se p = ¥(x), para
algum x € D, entdo |p — ®(x)|; < di(p, ®(D)), o que é impossivel. Assim, U~'(p) = 0 e, pela



Capitulo 1. Um estudo sobre O Grau Topoldgico 20

Definicao 1 temos que
O - d(w7 D7p) = d(¢’ D?p)’
o que é uma contradigao.

]

Definiremos homotopia para funcoes continuas. Uma homotopia pode ser vista como uma
deformacao continua de uma funcao continua em outra funcao continua.
Definicao 5. Uma func¢io H : D x [0,1] — RN ¢ uma homotopia entre ®, ¥ € C(D) se:

1) H é continua em D x [0, 1];

2) H(x,0) = ®(z) e H(z,1) = V(z), para todo x € D.

O item 1 do teorema abaixo diz que d(-, D,p) é constante na variavel ®. Pelo item 2,
sabemos que o Grau é invariante sobre homotopia, para qualquer ¢ € [0,1]. Ja o item 3 significa
que o Grau é constante nas componentes conexas de RY \ ®(dD) e, em particular, uma fungao

continua de p em tais componentes.

Teorema 10. Sejam ® € C(D) e p & ®(0D). Entao

1. para toda ¥ € C(D) tal que ||V — ®||c < di(p, ®(dD)), temos que d(®,D,p) =
d(¥, D, p);

2. se H(x,t) := Hy(z) é uma homotopia entre Hy, Hy e p & H,(OD), para todo t € [0, 1],
entao d(Hy, D.p) ndo depende de t € [0, 1];

3. se py,py pertencem a mesma componente conexa de RN \ ®(OD), entdo d(®, D, p,) =
d(q)a Da p?)

Demonstragio. Prova de 1. Sejam ¥ € C(D) e g € C'(D) tais que

|V = @l|o < di(p, ®(ID)) :=r e [[V —gllc <7 —[|¥ = |

Destas desigualdades segue que
1 —gllc <[] —¥llc + [V —gllc <7

e, por definicao,
d(®,D,p) = d(g, D, p). (1.24)

Provaremos que ||V — g||¢ < di(p, ¥(9D)). De fato, para todo z € 9D temos que

(W(z) = pli 2 [®(x) = ph = [®(z) = ¥(z)[y = 7 = [[V = @f|c > [|¥ - gllc,
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e utilizando o fato de que a restricao de |¥ — p|; a dD atinge seu minimo em 9D, obtemos a
desigualdade desejada tomando o infimo.
Assim, por definicao, d(V, D, p) = d(g, D, p) pois ||V — g|l¢ < di(p, ¥(OD)). Dessa igual-
dade e de (1.24) segue que
d(®,D,p) =d(¥,D,p).

Prova de 2. Considere u : [0,1] — Z definida por u(t) = d(H:, D,p). Mostraremos que u é
continua. Fixaremos ¢y € [0, 1] e mostraremos que u ¢ continua em ¢y. Dado € < d;(p, H;,(0D)) :=

r existe 6 > 0 tal que
se |t —to| < 0 entdo ||H; — Hyl|lc < € < di(p, Hy,(0OD)),
e esta desigualdade, juntamente com o item 1, implicam que

w(t) = d(Hy, D,p) = d(Hy,, D,p) = u(ty) para |t — to| < 0.

Portanto, |t — to] < ¢ implica que |u(t) — u(ty)| < €, isto é, u é continua. Como uma
consequéncia disso e da conexidade de [0, 1], deduzimos que u é constante e, consequentemente,
d(Hy, D,p) nao depende de t.

Prova de 3. Como ®(9D) é fechado, segue que R \ ®(0D) é aberto, e isso implica que qualquer
componente conexa de RY \ ®(9D) é aberta (ver apéndice A;). Pelo Teorema 54 (ver apéndice)

um aberto de RV é conexo se, e somente se, é conexo por caminho.

Sejam pi, py pertencentes a uma mesma componente conexa C' de R \ ®(dD) e v um
caminho ligando p; a p, . Mostraremos que d(®, D,p,) = d(®, D, p;). Considere ¥ € C'(D) tal
que

|U — ®llc < di(v,C°). (1.25)

Como C°N~([0,1]) = 0, segue da compacidade de ([0, 1]) que di(,C¢) > 0. Afirmamos
que
d(@, D,p1> = d(@, D,p1> e d(@, D,pg) = d(@, D,pg). (126)

De fato, por (1.25) temos que
[V = ®f|c < di(7,C) < di(pr, ®(OD)) e [|¥ = Df|c < di(7,C°) < di(pr, ®(0D)),  (1.27)

pois p1,p2 € 7([0,1]) e ®(0D) C C°.

De (1.27) e por defini¢do segue que (1.26) é satisfeito. Para finalizar a demonstragao,
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provaremos que

d(¥,D,p1) = d(¥, D, py). (1.28)
Pela mesma justificativa de (1.27) e por (1.25) segue que

dy(y, W(9D)) = di (7, ®(OD)) — di(®(OD), ¥(ID)) = da(7, C°) = da(®(0D),1(0D)) > 0.

Como d(y,¥(0D)) > 0, temos que v C RY \ ¥(AD), o que implica que p; e py estdo
em uma mesma componente conexa de RV \ ¥(9D). Pelo Teorema 6 item 1 segue que (1.28) &

satisfeito. Finalmente por (1.26) e (1.28) concluimos que
d((I), Dapl) = d(\pa D»Pl) = d(\IJ) Dap?) = d((I)7 Dap2)'
[

O proximo teorema nos garante que o Grau depende somente dos valores da funcao na

fronteira.

Teorema 11. Assuma que ®,¥ € C(D) e ® |ogp= V¥ |sp. Entio d(®,D,p) = d(¥, D,p) para
todo p & ®(0D).

Demonstragao. Desde que W(9D) = ®(9D), entao d(V, D, p) existe para p & ®(dD), pois p &
U (9D). Defina a homotopia

H(z,t) =t®(z) + (1 — t)¥(z),z € D,t € [0,1].

Afirmamos que p € H,(0D), para todo t € [0,1]. De fato, se p € Hy,(0D), para algum t, €
[0, 1], entao existe xy € ID tal que p = Hy (), 0 que implica que p € ®(zg), pois P(xy) = V(xp).

Mas isso é uma contradigao.

Logo, para todo t € [0, 1], temos que p € H;(OD) e, pelo Teorema 10 item 2, segue que
d(Hla Dvp) - d(q)’ D7p> - d(\I” Dvp) = d(HOa Dvp)
L]

O teorema a seguir nos diz que o Grau é invariante sobre translacao no primeiro e no

segundo argumentos de d(-, -, ).

Teorema 12. Suponha que ® € C(D), p & ®(OD) e q € RN. Entio



Capitulo 1. Um estudo sobre O Grau Topoldgico 23

Demonstragio. Nosso objetivo serd aplicar a Proposicao 4. Pela Proposicio 8, existe ¥ € C*'(D)

tal que
1@ — ®|lo < di(p, ®(9D)), (1.29)
d(¥,D,p) = d(®, D, p), (1.30)
p & V(Sw). (1.31)

De (1.30) segue que
(¥ = q) = (= g)llc = [V = @l|c < di(p, ®(ID)) = di(p — ¢, 2(0D) — q)

ep—q¢& (®—p)(IdD), pois se P(z9) — g =p — q, para algum zy € 9D, entdo p € $(9D) , o que

¢ uma contradigao.

Assim, por definicao temos que
d(®—q,D,p—q)=d(¥ —q,D,p—q). (1.32)

Provaremos que p — ¢ é valor regular de ¥ — ¢q. Considere x € D tal que ¥(z) —q¢ =p —q.
Esta igualdade implica que W(x) = p e, como ¢ é constante, segue que Jy_,(z) = Jy(z). Por estas
duas ultimas igualdades e por (1.31) temos que Jy_,(x) # 0, isto é, p — g é valor regular de ¥ —g.

Considere € > 0 e f. como na Proposicao 4. Entao

d(V —q,D,p—q) = /f z) —q—(p—q)Jvq(v)dz
(1.33)
/fe ( )dl’—d(‘I/,D,p).
Segue de (1.30), (1.32) e (1.33) que
d(®—q,D,p—q)=d(¥ —q,D,p—q) =d(¥,D,p) =d(®,D,p).
O]

Teorema 13. Sejam H : D x [0,1] — RY uma homotopia ey : [0,1] — RY uma func¢io continua
com y(t) ¢ H(t,0D) := Hy(0D), para todo t € [0,1]. Entao d(H,., D,y(t)) ndo depende de
te[0,1].
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Demonstragao. Para cada t € [0,1] defina

Ki(x) = H(z,t) —y(t) = Hi(z) —y(t), v € D.

Segue diretamente da definicao de K; que y(t) ¢ Hy(OD) se, e somente se, 0 ¢ K, (D).

Pelo Teorema 12, temos que

d(K¢,D,0) = d(H; — y(t),D,0) = d(Hy — y(t) + y(t), D,0 + y(t)) = d(H:, D, y(t)). (1.34)

Agora, observe que K : D x [0,1] — R", definida por K(z,t) = K,(z), ¢ uma homotopia
entre Ko = Hy —y(0) e Ky = H; — y(1). Pelo Teorema 10 item 2 e por (1.34), segue que

d(K:, D,0) = d(H;, D,y(t))
é constante. -

O teorema a seguir é um resultado de localizacao de solugoes. Uma interpretacao da
Propriedade de Decomposi¢do para o caso i = 2 é a seguinte: Suponha que d(®,D,p) # 0 e
d(®, Dy, p) = 0, entao d(®, D,p) = d(P, Dy, p), em particular, $(z) = p possui pelo menos uma

solucao em D;.

Teorema 14. Assuma que ® € C(D) e p & ®(0D).

1) (Propriedade da Decomposi¢io) Seja D = U;enD;, onde D; sao abertos e dois a dois disjun-

tos. Entao existem {ai,...,ar} C N tais que

k
d(@, D,p) - Zd(¢7Dai7p)'

i=1
2) (Propriedade de Ezcisio) Se K C D é compacto e tal que p ¢ ®(K), entdo
d(®,D,p) = d(®, D\ K, p).

Demonstracao. Prova de 1. Inicialmente verificaremos que d(®, D;, p) é bem definido para todo
i € N. Como os D; s sao disjuntos, segue que 0D = U32,0D;, donde concluimos que 0D; C 0D,
para todo @ € N. Desta forma, p ¢ ®(0D) e ®(0D;) C ®(9D), e isso implica que p & P(D;).
Assim, d(®, D;,p) é bem definido para todo i € N.

Agora concluiremos a demonstracio do teorema. Pela Proposicio 8, existe ¥ € C'(D) tal

que p & V(Sy),
U — ®||c < di(p, (OD)) (1.35)
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d(®,D,p) =d(V,D,p). (1.36)

A desigualdade (1.35) implica que ||® — V||op,) < di(p, ®(0D;)), para todo i € N, e assim

por definicao temos que
d(®, D;,p) = d(V, D;, p), para todo i € N. (1.37)

Desde que p € ¥(Sy), temos que ¥~'(p) = {zy,...,2,}, onde v € N & fixo. Segue do fato de
U~1(p) ser finito e do Teorema 9 que existe um ntmero finito k& dos D} s tais que d(®, D;, p) # 0.
Chamando de D,,, ..., D,, esses abertos, temos d(®, D,,,p) # 0, para 1 <i < k.

Segue da Definicao 1 que
k

dW,D,p)= Y sgn(Je(@) =) > sg(Je(z)) =) d(¥,Dy,p)

ze¥—1(p) =1 zeW=1(p)N(Day,) i=1
e, por (1.36) e (1.37), concluimos que
k k

d(®,D,p) = d(¥,D,p) =Y _d(¥, Da;,p) = Y d(®, Dy, p).

i=1 i=1

Prova de 2. Pela Proposicio 8, existe ¥ € C*(D) tal que

|® — ¥l|lc < di(p, ®(K UID)), (1.38)

d(®, D,p) = d(¥, D, p) (1.39)
ep € @(S@)

Agora mostraremos que d(V, D \ K,p) é bem definido e

d(¥,D,p)=d(¥,D\ K, p). (1.40)

Primeiramente, por K ser compacto, segue que D \ K é aberto. Resta provar que p ¢
U(O(D\ K)). A prova sera por contradi¢ao. Se p € U(9(D \ K)), entao existe z € 9(D \ K) tal
que U(x) = p, e por (1.38) segue que |p — ®(z)|; < di(p, (K UID)), mas isso ¢ impossivel pois
J(D\ K)C KUdD. Concluimos assim que d(¥, D \ K, p) estd bem definido. De forma anéloga
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mostramos que d(®, D\ K, p) estd bem definido e por (1.38) segue que
12 = ¥llcp\x) < dilp, (D)) < di(p, 2(O(D \ K)),

pois D\K CDe 9(D\K)CODUK.

Assim, por definicao temos que

d(®, D\ K,p) = d(¥,D\ K, p). (1.41)

Agora provaremos (1.40). Notamos que de p € ®(K) segue que p ¢ V(K). De fato, se
p € ¥(K), entao existe x € K tal que ¥(x) = p, e por (1.38) segue que |[p—@(z)|; < di(p, ®(OD)).

Mas isso é uma contradicdo, e portanto, p ¢ V(K).

Por outro lado, observe que p € U(K) implica que ¥~!(p) C D\ K, e portanto

d(¥,D,p)= > sgn(Ju(x))= > sgn(Ju(x)) =d(¥,D\K,p),  (142)

ze¥—1(p)cD ze¥~1(p)C(D\K)

e desta forma fica provado (1.40).
De (1.39), (1.40) e (1.41) concluimos que

d(®,D\ K,p) =d(¥,D\ K,p) =d(¥,D,p) =d(®,D,p),
e assim finalizamos a prova da proposicao.

]

Corolario 15. Suponha que Dy C D é um subconjunto aberto e que p ¢ ®(D \ D). Entdo
d(®, D,p) = d(®, Dy, p).

Demonstragio. Desde que K = D\ D; é compacto, com p € ®(K) e D\ K = D; segue do
Teorema 14 item 2 que d(®, D,p) = d(®, D \ K,p) = d(®, Dy, p). ]

A seguir, definiremos o indice de uma solugao isolada e veremos algumas de suas proprie-
dades.

Definigdo 6. Sejam ® € C(D),p & ®(OD) e vy € D uma solugio isolada de ®(z) = p, isto é,
O(x9) = p e existe uma vizinhanga V de xq tal que (V —{zo}) N @1 (p) = 0. Seja T a colegao de
todas as vizinhancas abertas V de xq tal que V ndo contém outra solucdo de ®(x) = p. Definimos

o indice de ® com respeito a (xo,p) por

i(P, xo,p) :=d(P,V,p),
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para qualquer V € T,
JUSTIFICATIVA:

(1) Para V € T (desde que V = VU IV, & (p) N (V — {a:o}) =0 e ®(xg) = p) temos que
,P)

p & ©(0V) pela construcao de V' e, como consequéncia, d(P, estd bem definido.

(2) Sejam Vi, V5 € I'. Defina
V=ViuVy,el
K = Vlﬂ‘/zc.

Como Vj & aberto, temos que Vi é fechado e, consequentemente, V; N Vi é fechado. Desde

que VN Vy é limitado, pois V; N Vs C D, obtemos que V; N Vi é compacto.

Observe que:

VinVi=0= (VinV;) UV, =V,
donde concluimos que
Vu)N ViUV =Ve= VN (ViUV) =V,
e lembrando que A/B = AN B¢, segue que

V/IK=V/(VinV5) =V (ViUuV) =Vs.

Por outro lado, p € ®(K), pois K =V, N Vs C Vi e em V] a tinica solugdo de ®(x) = p ¢
xo e, como xg & K (pois xg € V3), segue que p € ®(K). Pela propriedade de excisao,

d(®,V,p) = d(®,V/K,p) = d(®,V N (V;UV),p) = d(®,Va,p).

Usando um argumento similar, temos que

d(®,V,p) = d(®,V1,p).

Portanto,
d(®,V1,p) = d(®, V2, p).

O teorema a seguir estabelece uma férmula que relaciona o Grau Topolodgico e as somas
dos indices isolados. Além disso, uma formula simples para calcular o indice, sobre condigoes

particulares, também é estabelecida.
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Teorema 16. Sejam ® € C(D) e p € ®(dD).
1) Se @~ 1(p) € finito, entao d(®,D,p) = Z i(®,x,p).

z€d~1(p)
2) Se ® € CY(D),a € d7(p), e se Jo(a) # 0, entdo a é uma solucio isolada de ®(x) = p
e i(P,a,p) = (—1)?, onde v é o nimero de autovalores reais negativos de V®(a), contando a

multiplicidade algébrica.

Demonstragio. Prova de 1: Desde que ®~1(p) ¢ finito, cada a € ®~1(p) ¢ uma solugao isolada,
portanto, i(®, a,p) estd bem definido. Seja ®~'(p) = {ay,...,ax}. Tome vizinhangas Vi, ...V} de

ai, ..., a4, respectivamente, tais que

Por defini¢ao, i(®, a;,p) = d(P, Vi, p) e, usando as propriedades de decomposicao e excisao,

k
Z i(CI)7 aivp) = Z d(CI), V;ap) = d(q)7 Uf:lviap) = d<q)v D/K,p) = d(CI)7 D,p)7
001 (p) i=1
onde K = D/ UF_| V.
Prova de 2: Seja V C D aberto tal que a € V,®(a) = p e ®(x) # p parax € V,z # a. Por
definicao,
i(®,a,p) = d(®,V,p) = sgn(Ja(a)).

Sejam Ay, ..., A, os autovalores de V®(a). Entao,

Jo(a) = ... An.

Os autovalores complexos ocorrem aos pares, com « - @ > 0. Assim, o sinal do Jacobiano
depende da quantidade de ntimeros reais negativos, contando com suas multiplicidades, a qual

chamamos de v, ou seja
i(®,a,p) = sgn(Jo(a)) = (=1)".

1.4 Aplicacoes do Grau Topolbégico de Brouwer

Nesta secao usaremos o Grau de Brouwer para demonstrar dois teoremas fundamentais em

diversas areas da matematica: o Teorema do Ponto FFixo de Brouwer e o Teorema de Borsuk.

Enuciaremos e demonstraremos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Varios resultados po-
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dem ser demonstrados utilizando este teorema, como por exemplo o Teorema de Perron-Frobenius
para autovalores de matrizes e o Teorema da Aplicacdo Sobrejetiva. Apesar de interessantes, estes

resultados ndo serao apresentados neste trabalho e podem ser encontrados em [13].

Teorema 17. (Ponto Fizo de Brouwer) Seja D C RN um conjunto nio-vazio, compacto e convezo.
Suponha que f: D — D € uma funcao continua. Entao f possui um ponto fixo, ou seja, existe
x € D tal que f(x) = z. A conclusao ainda € vilida se D é somente homeomorfo a um conjunto

compacto Convexo.

Demonstracao. Temos trés casos a considerar:
Caso 1: D = B(0,7). Podemos assumir que f(z) # = em 0D, caso contrario, o teorema esta
provado. Note que

H(z,t) =2 —tf(x),x € D,t €[0,1],

¢ uma homotopia entre a identidade [ e f. Além disso, 0 ¢ h(0 x [0, 1]), pois
[H(z,t)]s = |z = tf(2)l2 > [zl = t|f(2)]o 2 7 —tr = (1 =t)r >0

em [0,1) x 9D e h(z,1) =z — f(x) # 0, para x € dD, por hipotese. Segue pela Invariancia sobre
Homotopia que
d(I — f,D,0)=d(I — f,B(0,r),0) =d(I,B(0,r),0) =1,

desde que J;(0) = 1. Assim, pela Propriedade de Solugao, existe = € B(0,r) tal que z — f(z) = 0.
Caso 2: D é um conjunto compacto e convexo. Como D é compacto, ele é fechado. Assim, pelo
Teorema 72 (ver apéndice), f pode ser estendida a uma funcio f : RN — conv(f(D)). Desde que
D ¢ convexo e f(D) C D, segue que conv(f(D)) C D e portanto f(RY) C D.

Agora considere uma bola B(0,7) tal que D C B(0,7). Pelo caso 1, f : B(0,7) — D possui
ponto fixo em B(0,7). Seja x esse ponto fixo, ou seja, f(x) = x. Observe que x = f(z) € D e,

portanto, f(z) = f(z) = x.
Caso 3: Considere A compacto, convexo e h: A — D um homeomorfismo.

Por hipotese, h™1fh : A — A é continua e, pelo caso 2, possui um ponto fixo z, ou seja,
existe z € A tal que (h™'fh)(z) = z, e que implica em f(h(x)) = h(x). Mas h(z) € D e, fazendo
y = h(z), concluimos que f(y) = y. ]

Agora apresentaremos uma aplicagao do Teorema 17.

Proposicao 18. Ndo eziste uma fun¢do continua f : B(0,1) — 0B(0,1) tal que f(z) = z, para
todo v € 0B(0,1).

Demonstragio. Suponha que exista uma funcio continua f : B(0,1) — 9B(0,1) tal que f(x) = z,

para todo = € 0B(0,1). Defina g : B(0,1) — 0B(0,1) por g = —f. Como g é continua e
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B(0,1) compacta e convexa, segue do Teorema 17 que g tem um ponto fixo zy em B(0, 1), isto é,
zg = g(x). Por outro lado, |zgle = 1 e —xg = — f(xg) = x0, 0 que implica que o = 0. Mas isso é

uma contradigdo, pois |zgle = 1. 0

Apresentaremos, a seguir, o teorema de Borsuk, também conhecido como Teorema da
funcao fmpar.

Lembramos que D C RY ¢ simétrico com respeito & origem se D = —D, ou seja, 0 € D
e, se x € D, entdo —x € D. Uma funcido f : D — RY, onde D C R & simétrico em relacdo a

origem, é impar se f(—xz) = —f(z).

Teorema 19. (Borsuk) Seja D C RY aberto, limitado e simétrico com respeito & origem. Sejam

f € C(D) impar e 0 & f(OD). Entio d(f,D,0) ¢ impar.

Demonstracao. A demonstracao consiste em trés afirmacoes.
Afirmagdo 1: Podemos assumir que f € C1(D) e J¢(0) # 0. Pelo Teorema 55 (ver apéndice),
existe g; € C1(D) tal que ||g1 — f|lc < d1(0, f(OD))/2. Considere a parte impar de g;, definida

por
(91(x) — g1 (—2))

2 ?
e 0 <3 <dy0,f(0D))/2||I||c suficientemente pequeno tal que § nio seja autovalor de g5 (0).

g2(x) =

Defina h = g, — §1. Por defini¢do temos que h € C*(D), h é impar e J,(0) # 0, porque se
Jp(0) = 0, entdao h'(0) = g5(0) — 61 ndo ¢ injetiva, e portanto existe z # 0 tal que 0 = A/(0)x =

95(0)x — dx, donde concluimos que ¢ ¢ autovalor de g5(0). Mas isso é uma contradi¢ao.

Desde que

(91(x) — g1(—x))

() = f(2)l = [ga(2) — 02 — f(z)[1 = |

9D _ p) — gl

<llgs = flle + - |llc < di(0, f(OD)),

para todo z € D, segue por definicio que d(f, D,0) = d(h, D,0), e portanto podemos assumir que
f € CYD) e J;(0) #£0.

Afirmagdo 2: Considere que f € C*(D) e J¢(0) # 0. Para concluir o teorema, basta encontrar
g € CY(D), com g impar, 0 & g(S,) e ||g — f|lc < € onde 0 < € < d;(0, f(OD)).

Assim, por definicao, teremos que

d(f,D,0) =d(g,D,0) = sgn(J,(0)) + Y sgn(Jy(z)). (1.43)
0#£x€g—1(0)

Como g(x) = 0 implica que —g(z) = g(—x) = 0, segue que o conjunto g~'(0)\ {0} tem um
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niumero par de elementos. Assim, o somatorio em (1.43) é um namero par, e portanto o d(f, D, 0)
é impar, pois sgn(J,(0)) # 0.

Afirmacao 3: Podemos encontrar a funcao ¢ da afirmacao 2 por inducao nos conjuntos

Dy ={x € D: existe i <k, com z; # 0}.

Observagdo: A seguir, utilizaremos a mesma notacio para a funcio g, € C'(D), k < N e
sua restricao a Dy. A notacao gx(Sy, (Dy)) serd utilizada para o conjunto dos pontos criticos da

restricao de g a Dy.

Usaremos o argumento de indugao da seguinte forma:
1. encontraremos g, € C*(D), com g; impar, 0 € g,(S,, (D1)) e ||g1 — fle@y < d0, f(OD))/2
2. supondo que encontramos g € C*(D), com g impar, 0 & gi(S,, (D)) e

(2" — 1)d(0, f(9D))
9k

gr = fllem) < para k < N,

mostraremos que existe gr+1 € C'(D), com gg4q impar, 0 € gii1(Sg,,, (Drt1)) €

21 _ 1)d(0, £(OD
Hgk+1 - f||0(5) < ( 2)’43-51 ( ))7

o que completara o argumento de inducao.
Prova de 1. Seja @ € C'(R) impar tal que ®'(0) = 0 e ®(¢) = 0 se, e somente se, t = 0. Pelo
fato de D ser limitado, existe uma constante R > 0 tal que |®(z;)| < R, 1 < i < N, para todo

= (21, 25 ,2N) €D.

Considere o conjunto aberto e limitado Dy = {z € D : 21 # 0} e defina

f: Dy — R¥por f(z) =

Pelo Teorema de Sard, existe y; ¢ T(ST), com |y1|; < di(0, f(OD))/2R. Defina g; : D —
RY por gi(z) = f(x) —®(z1)y1. Observe que 0 & valor regular de g; em Dy, isto &, 0 & ¢1(S,, (D1)).
De fato,

se g1(z) = 0 para algum = € Dy, entdo y; = g((fl)) = f(x)
e @ f @)@ () - ¥ () .

di() = f'(2) — B(ar) L

Sy = @)

(132(1‘1) ] = (I)(xl)f (l’),

e disso segue que ¢} (x) é injetiva, pois T/(x) ¢ injetiva. Este fato implica que 0 & ¢1(Sy, (D1)).
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Segue pela definicao de g; que

(0, f(8D))
2

d _
f(2) = gi(x))s = |@(@1)m]i < R-yih < — , para todo x € D,

isto ¢, ||/ — grllom) < di(0, f(OD))/2.
Prova de 2. Agora suponha que encontramos g, € C*(D) impar, com

(2 —1)di(0, f(9D))
2k ’

I = gellem) <

e 0 & gr(Sy (Dy)), para k < n.

De modo analogo a Demonstragdo de 1, podemos encontrar um yiyq tal que |ypii|1 <
dy(0, f(OD))/2*'R e 0 & valor regular de gi41 no conjunto {x € D : x4 # 0}, onde gjyq : D —
RY & definida por gpy1(z) = gr(2) — ®(2411)yrr1- Evidentemente giy1 é fmpar e

2k —1 1
f = gerillem) SN = alle@) + B |kl < (—7— + W)dl(o,f(aD))

k+1 _ 2*
= O a0, £(0D)) < dy(0. £(0D)).

Observe que se © € Dy, 1 e x541 = 0, entdo x € Dy, e, como consequéncia disso, gyy1(x) =
gr(z). Portanto g ,(z) = g.(), o que implica que J,,, (z) # 0. Disso concluimos que 0 ¢

Gk+1(Sgys, (Dr41)). Assim, finalizamos o nosso argumento de indugdo.

Finalmente, observe que a fun¢do gy = g é impar e tal que 0 ¢ g(S,(D \ {0})), desde que
D,, = D\ {0}. Por inducdo, vemos que ¢'(0) = ¢7(0) = f’(0). Portanto, 0 & g(S,(D)) e o teorema

fica demonstrado.

]

O proximo corolario é uma generalizacao do Teorema 19. Se as condigoes do corolario sao

satisfeitas, entdo a equagao f(z) = 0 tem solucao.

Corolario 20. Seja D C RN aberto, limitado e simétrico com respeito a origem. Seja f € C(D)
tal que 0 € f(OD) e f(—x) # Af(z) em OD, para todo X > 1. Entao, d(f,D,0) € impar.

Demonstragio. Considere H : [0,1] x D — RY definida por H(t,z) = f(z)—tf(—x). Claramente,
H é uma homotopia e, para todo t € [0, 1], temos que 0 ¢ H,(0D). De fato,

t = 0 implica que h(0,z) = f(x) # 0, para todo z € 9D, por hipdtese,

t = 1 implica que H(1,z) = f(x) — f(—x) # 0, para todo x € 0D
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pois, por hipotese, f(—x) # Af(x), para todo A > 1. Se t € (0,1) e existe € 9D tal que
H(t,z) =0, entao

f(z) —tf(—z) = 0 implica quef(—z) = —=,
onde % > 1, o que contraria a hipotese.

Sendo assim, pela Invariancia sobre Homotopia, temos que
d(f7 D’ O) = d(g) D’ O)?

onde g(z) = f(z) — f(—z) é uma funcao impar com as mesmas hipoteses que a f. Sendo assim

concluimos, pelo Teorema 19, que d(f, D,0) é impar. ]

O préximo corolario é conhecido como Torema de Borsuk-Ulam. Ele diz que se D C RY &
como no enunciado do Teorema de Borsuk e f : 9D — RM ¢ continua com M < N, entdo f nao

¢ injetiva. No Corolério 21 identificaremos RM como um subconjunto de RV,

Corolario 21. Sejam D C RN como no Teorema de Borsuk e f : D — RM continua com
M < N. Entao f(x) = f(—x), para algum x € OD.

Demonstra¢ao. Suponha que f(x) — f(—z) # 0, para todo © € 9dD. Pelo Teorema 72 (ver

apéndice), podemos estender f a uma funcio continua f : D — RM. Defina g : D — RM por

g(z) = f(z) = f(=z) e veja que

x € 0D implica que g(z) = f(z) — f(—z) # 0.

Observe que g é impar e 0 € g(0D). Assim, pelo Teorema 20, segue que d(g, D,0) # 0.
Seja B(0,7) uma bola contida em uma mesma componente conexa de RN \ g(dD), entdo, pelo

Teorema 10 item 3, temos que
d(g, D,y) = d(g,D,0) #0,
para todo y € B(0,7).

Assim, pelo Teorema 9, para todo y € B(0,r) existe z € D tal que g(x) = y, ou seja
B(0,7) C g(D) C RM. Mas isso é uma contradigao, pois nenhuma bola em RY pode estar contida
em R, para M < N. 0

1.5 Generalizacao do Grau Topolbgico

Nesta secao, estenderemos a nocao de grau em algumas ocasides mais gerais do que nas

secOes anteriores. Mais especificamente, definiremos o grau para dominios nao necessariamente
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limitados do RY. e para funcoes com dominios e contradominios em espacos euclidianos nao
?

necessariamente iguais. Os resultados desta se¢ao seguem as ideias de [13].

Definigdo 7. Sejam f € C(D), p € f(OD) e D C RN aberto (nio necessariamente limitado).
Suponha que suplr — f(z)|5 < 0. Seja A C RN qualquer aberto e limitado tal que f~'(p) C A.
Entao definimos o grau de f em p com respeito a D como sendo d(f,D,p) :=d(f, DN A,p).

Vamos justificar a Definicao 7. Provaremos que:
1. f~Y(p) é compacto;
2. Se A e B sdo abertos e limitados tais que f~!(p) C AN B, entao d(f, AND,p) =d(f, BND,p).
Prova de 1: Seja (z,) C f~!(p). Entdo

|z, — pli = |zn — f(2n)]1 <suplz — f(x)|5 < oo para todo n € N,

isto ¢, (z,) C D & limitada.

Dali, existe (z,,,) C (z,) tal que x,, — = € D. Pela continuidade de f, segue que

f(@n) =p— f(x) =p,

donde concluimos que x € f~!(p). Portanto, f~!(p) é compacto, e isso implica na existéncia de
um aberto e limitado A tal que f~1(p) C A.

Prova de 2: Suponha que A e B sao conjuntos abertos e limitados tais que f~'(p) C AN B.
Considere o conjunto AU B e vamos mostrar que d(f, AU B, p) esta bem definido. Veja que

f~'(p) € AN B implica que p & f(O(A U B)),

pois [ANB]N[0(AU B)] =0, e assim d(f, AU B, p) estd bem definido.

Agora defina os conjuntos compactos K; = AUB\ AND, K, = AUB\ BND e note que
p & f(K) U f(Ksy), pois f~Y(p) C AN D, f~'(p) C BN D, por hipotese. Segue, da Propriedade
de Excisao, que
d(f,AUB,p) = d(f,(AUB)\ K1,p) = d(f, AN D, p)

d(f, AU B,p) = d(f,(AU B)\ Ky,p) = d(f, BN D, p),

e que implica em d(f, DN A,p) =d(f,D N B,p).

Agora veremos um teorema que generaliza o grau para funcoes com dominio e contradomi-

nio em espacos Euclidianos de dimensoes diferentes.

Considere f : D c RY — RM continua, com M < N, p € RM\ f(0D) e D aberto e
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limitado. Identificaremos RY como subconjunto de R, ou seja,
RM = {(zy, - ,zar, o TN) : Tpgg1 = ... = 2y = 0} C RY,

e definiremos
g:E%RMporg:I—f,

ou Seja7 g(l') = (xl - fl(x)7 ey UM — fM(x)axM+17 "'7:[}N)'
Observe que se g(z) = p, para algum z € D, entdo z = f(z) +p € RM isto ¢, todas as
solugoes de g(x) = p estao em D NRM e portanto espera-se que d(I — f, D, p) possa ser calculado

pelo grau M-dimensional de (I — f) Este fato é provado no teorema abaixo.

|DmRM'

Teorema 22. Seja f : D C RY — RM continua e p € RM \ g(0D), onde g = I — f. Entio
d(g, D, p) = d(gar, DNRM p), onde gy € restrigio de g a D NRM.

Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que f € C'(D) e p € g(S,). Denotaremos
por gys a restricao de g a D NRM e por I, a matriz identidade k x k, para k € N. Suponha que
g(z) = p, para algum x € D NRM . Entao,

1 ofilz) —0filz) - —Oufi(@)
I, (x) = det _81]:[2(30) 1 —8?]”2(;5) _aM:fz(SE)
I —Oifu(x)  —Oofu(z) - 1—0nmfu(z) _

= det(Ip — (0;fi(x))).

Por outro lado, temos que

In — (05 fi(x)) —(0;fi(z))

Jy(z) = det 0 oy

e desenvolvendo o ltimo determinante, segundo a linha N — M, obtemos que J,(z) = J,,,(x) e,
portanto, d(gr, DN RM, p) = d(g, D, p). O

Para encerrar esta secao, definiremos o Grau para fungoes definidas em subconjuntos aber-

tos de um espaco vetorial real de dimensao finita.

Denotaremos por {ej,--- , ey} a base canonica do RY.

Definicdo 8. Sejam X um espaco vetorial real normado de dimensdo finita, f : D — X uma
fungao continua ep ¢ f(OD). Entao, definimos o grau de f em p com respeito a D pord(f,D,p) =
d(hfh=',h(D),h(p)), onde h : X — RY ¢ o homeomorfismo linear definido por h(z;) = e; e

{z1, -+ ,zn} € uma base de X.
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Justificaremos a Definigao 8, isto é, provaremos que ela independe da base {zq, - ,xy}.
Primeiramente, note que o fato de p € f(9D) implica que h(p) & (hf)(OD) = (hfh™')(R(OD)) =
(hfh=1)(Oh(D)). Para justificar que a definigdao independe da base escolhida, consideraremos
somente o caso em que f € C1(D).

Sejam {x1,---,xn} e {y1, -+ ,yn} duas bases de X e considere a matriz de mudanca de
base A. Sabemos que det A # 0. Denotaremos por # = A(z), D = A(D) (observe que estamos
identificando A com a transformacio linear associada a matriz A) e g(Z) = Af(A™'%), para @ € D,

as representagoes de z, D e f na base {y1, - ,yn}. Assim,
J,(7) =det A- Jp(A7H(7)) - det A = Jp(A(7)),

o que, pela Definicao 1, implica na independéncia da base escolhida.

O grau, para espacgo vetorial real normado, possui todas as propriedades do Grau de
Brouwer estudado nas se¢oes anteriores e nesta secao. Portanto, quando nos referirmos a alguma

propriedade dele, citaremos os resultados das secoes 1.1 — 1.4 e desta segao.

1.6 Introducao ao Grau Topolbgico de Leray-Schauder

Nas secoes anteriores estudamos o Grau Topologico de Brouwer, que é o estudo do Grau
Topologico em espacgos de dimensao finita. Nesta secao, estudaremos o Grau Topologico em
espacos vetoriais normados de dimensao infinita, que passa a ser chamado Grau Topolégico de

Leray-Schauder. Todos os espacos vetoriais desta secao sao sobre o corpo dos niimeros reais.

Considere X = ([0, 1]), isto &, o espago vetorial normado das fung¢des continuas f : [0, 1] —
R com a norma usual, ou seja, ||f|| = max {|f(x)|: x € [0,1]}, fo € X tal que fy(s) = 1/2, para
todose€[0,1]e D={fe€ X :||f— fol| <1/2} = B(fo,1/2). Suponha que exista uma funcao

d: {(f,D,p) : D C X é aberto e limitado , f : D — X é continua e p & f((?D)} — 7,
satisfazendo as seguintes condicgoes:
(1) d(I,D,p) =1, se p € D, onde I é o operador identidade de D;

(77) Se d(®,D,p) # 0, entdao p € ¢(D);

(17i) d(hy, D,p) é independente de ¢, se h; é uma homotopia (ver definicdo abaixo) tal que p &
h:(0D), para todo t € [0,1].
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Considere a fun¢ao continua

S 0<s<1/2
v(s) = l—s 1/2<s<5/8
2(s—1) 5/8 < s <1,

e defina
®:D — X por ®(f) =~of.

As seguintes afirmacoes sobre ® sao verdadeiras:

A;) @ é continua;

Ay) existe f € D tal que ®(f) = p, onde p(s) =1/4+ s/2, para todo s € [0,1] e p € ®(ID);
As) a equagao f(s) = 1/2 possui uma unica solu¢ao, e essa solugao é obtida quando s = 1/2;
Ay f(s) > 1/2 para s € (1/2,1];

As) existe € > 0 tal que se s € [1/2,1/2+¢€], entdo f(s) € [1/2,5/8], e isto implica que yo f(s) €
[3/8,1/2].

Agora observe que p é crescente, o que implica que
p(s) > p(1/2) =1/2, para todo s € (1/2,1]. (1.44)

Por A,, segue que 1/4+ s/2 = p(s) = yo f(s) e de A5 temos que f(s) € [1/2,5/8], para todo
s € [1/2,1/2 + €|. Lembrando que vy é decrescente em [1/2,5/8], por defini¢do, e f(1/2) = 1/2,
obtemos que p(1/2) = 7(f(1/2)) = v(1/2) > (f(s)) = p(s), para s € (1/2,1/2 + €], pois
f(s) > 1/2, para s € (1/2,1/2 + €], o que & impossivel, por (1.44).

Dessa forma, uma das trés condigoes (i), (i¢) ou (iii) falha. Este exemplo foi dado por

Leray em 1936 (ver [16] para demonstragao).

O exemplo acima diz que o Grau Topologico, em dimensao infinita, nao pode ser conside-
rado somente em operadores continuos. Entao, para generalizar o grau para dimensao infinita,

consideramos perturbacoes compactas da identidade.

Para definir o Grau Topologico de Leray-Schauder precisamos de algumas ferramentas que
serao de grande importancia, nao s6 para definir o Grau Topolégico de Leray-Schauder, como

também para o restante do capitulo.

A nocao de operador compacto é de fundamental importancia no restante deste trabalho.

Eles desempenham papel fundamental em Analise Funcional e Equacgoes Diferenciais Parciais. De
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fato, quando se trabalha com Equacoes Diferenciais Parciais nao lineares, procuramos transformé-

las em uma equacgao funcional, a qual geralmente envolve um operador compacto.

-

Definicao 9. Sejam E, F dois espagos vetorias normados e M C E. Dizemos que T : M — F ¢
compacto se:

(i) T é continuo;

(i) T(A) é compacto, para todo A C M limitado.
Definicao 10. Seja E um espacgo vetorial normado e M C E. Dizemos que M ¢é de dimensao

finita, se M estd contido em um subespaco vetorial de dimensao finita de E.

O proximo teorema diz que todo operador compacto, definido em um conjunto limitado,

pode ser aproximado por um operador, cuja imagem ¢ de dimensao finita.

Teorema 23. Sejam E e F dois espacos vetoriais normados, munidos com normas ||.||g, ||.||F
respectivamente. Assuma que M C E € um conjunto limitado e seja T : M — F compacto. Entdo,
para todo € > 0, existe T, : M — F tal que T,(M) tem dimensdo finita em F e ||T(x)—T.(z)||r <,
para todo x € M.

Demonstra¢ao. Desde que M é limitado e T é compacto, segue que T(M) é compacto. Temos

que
TM)c |J Blpe
peT (M)
e, usando compacidade, encontramos py, - - ,px € T(M) tais que

T(M) C UB(pi,e)_

Defina m;(z, €) := max{0,e — ||T'(x) — p;||r}, para x € M, e considere

Oi(x,€) = —mi(a:, 2

ij(:z:,e)

, parax € M.

Claramente m;(-, €) é continua, pois é a composta da fungao max{, } com a fungao vetorial
continua (0,e — ||T(x) — pi||r), © € M.

Afirmacao: 0;(-,¢) — R é continua e estd bem definida, i = 1,--- , k.

De fato, m;(-,€) é continua em M e, dado z € M, existe t € {1,--- Kk} tal que T'(x) €
B(pt,€). Desta forma, temos que

IT(x) = pllr <e,
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donde concluimos que my(z,€) > 0, e portanto

k
Z m;(x,e) >0,
j=1

o que significa que 6;(-, €) estd bem definida. Por outro lado, como 6;(-, €) é o quociente de fungoes

continuas, segue que ela é continua.
Defina .
T(x) = Zﬁj(x,e)pj, para x € M.

J=1

Seja span({p1,--- ,pr}) = Fk o subespaco gerado por {pi, - ,px}, entdo dimF} < o e,
por defini¢ao, T.(M) C Fy. Desde que

temos que

T(x) — Te(x) = Z 0;(x, )T (x) = > 0;(x,e)p; = Z 0(z, e)[T'(x) — pjl,

o que implica que

k
|T(x) — T(x)||F SZ z,6)||T(z) = jllF < €, para todo x € M.

[]

Continuaremos utilizando a notacao d;(p, A) (respectivamente d; (A, B)) para a distancia
entre p € F e A C E (respectivamente A C E e B C E), onde E é um espago vetorial normado.

A mesma notacao serd usada se F for um espaco métrico.
Lembramo-nos que a defini¢ao 4 exigia que p € ®(0D) e, como ®(JD) é compacto, tinhamos

que di(p,®(0D)) > 0. O proximo lema generaliza este fato para perturbagbes compactas da

identidade.

Lema 24. Sejam X um espaco métrico, D C X aberto e limitado, T : D — X compacto e
suponha que p & ®(0D), onde ® :=1 —T. Entao r := di(p, ®(0D)) >0

Demonstragao. Considere {x,} C 9D tal que r = klim di(p, ®(xx)). Desde que 0D é limitada
—00
eT : D — X écompacto, segue que {T(z;)} é relativamente compacto, e assim, a menos de

subsequéncia, podemos admitir que T'(x) — y € X.
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Assuma que r = 0, isto é, p = klim O(xy) = lim (2 —T'(zx)). Entao y+p = klim x, € 0D,
— 00 — 00

k—o00
e isso implica que

Ty +p) = lim T(zy) = y.

Portanto,
Oy+p)=y+p-—Ty+p)=y+p—y=n,
e concluimos que p € ®(9D), o que é uma contradicio. H
No que segue, X sera um espa¢o normado, com uma norma ||-|| induzida por uma métrica,

I o operador identidade de X, T : D — X um operador compacto e & := I —T. Assumiremos
também que p & ®(9D) e D C X ¢é aberto e limitado.

Em vista do Teorema 23, para T : D — X compacto e € > 0, existe 7, : D — X compacto
tal que span(T.(D)) tem dimensdo finita e d,(T(x), T.(z)) < €, para todo = € D.

A seguir, utilizaremos as seguintes notacoes
S, := span(T.(D)), D.=DNS. e & :=x — T,x.

Lema 25. Para qualquer 0 < € < dy(p, ®(0D)), o grau d(®., D,,p) estd bem definido e € inde-

pendente de €.

Demonstra¢ao. Temos que r = dy(p, P(0D)) > 0, pelo Lema 24. Seja 0.D, a fronteira de D, em
Se.
Afirmacao: 0.D, C 0D, para 0 < e <.

Com efeito, sejam § > 0 e B(x,0) a bola em X com centro x € 9.D, e raio 0 e, B(x,4,) a

bola de centro x e raio 0 em S, (restri¢ao de B(x,d) a S,), entdo
B(x,0) N D, # 0 e B(x,6.) N (S:\ De) # 0.
Dai
B(z,6)NDNS.#0e B(x,0) N (S \ DNS,) # 0,

e isso implica que

B(a,6)ND#0e B(z,6.)N[(X\D)NS)] #£0

e, consequentemente

B(z,6.)ND #0 e B(x,5) N (X \ D) £ 0,

o que implica que
B(z,0)ND #0e B(x,0)N(X\ D) #0
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e, portanto x € 9D, isto é 9.D. C 0D.

Por outro lado, p € ®.(0.D.). Para provar isto, observe primeiramente que de
[Tz — T.x|| < € < r, para todo x € D,

segue que
|®(x) — ®(2)|| < € <, para todo z € D.

Se p € .(0.D,), entao p = ®(zy) para algum xy € J.D. C dD, e assim
|@(20) — pl| <7 < |[®(20) — pl,

0 que é uma contradicao.

Considere €;,€; € (0,7) e defina

Sy := span({Se¢,,Se,}) e D,:=DnNS,.

Pelo Teorema 22,

d(q)sla Dvap) - d(q)qa Dv m Senp) = d(q)ewD ﬁ S’U ﬂ Sflﬁp)

(1.45)
= d(q)em Dn Seup) = d(q)en Demp)

e, analogamente
d(®c,, Dy, p) = d(Pcy, Dey s p)- (1.46)
Claramente
H(z,t) =t®,, (z) + (1 —t)®,(z), parat € [0,1] e x € D,
é uma homotopia entre @, e O, e, para todo t € [0, 1] temos que p € H,(0D,). De fato,

[H (t,2) = ©(z)[| = [[t0c, () + (1 = £)Pe, () — P(2)]]
= [[t®e, (x) + (1 = 1)@, (2) — (1 — 1) (z) — 1 (z)]]
(

< | @y (2) — @(2)]| + (1 — 1)]| Py (z) — ()]
<tag+(1—-thea<tr+(1—t)r=r

| (¢, 2) = pl| = [[®(x) = pl| - [|®(x) = H(t, 2)[| > [|®(x) —pl[ =7 >0,

para todo x € dD,, e isso implica que p & Hy(0D,), para todo t € [0, 1].
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Assim, pela Invariancia sobre Homotopia, segue que

d(®ey, Dy, p) = d(Pey; Dy, p)- (1.47)

Por (1.45), (1.46) e (1.47), concluimos que

d(®,, De,,p) = d(Pe,, De,, D).

Agora, estabeleceremos a principal definicao desta secao.

Definicao 11. Sejam T : D — X compacto, ® :=1—T ep & ®(OD). O grau de Leray-Schauder
de ® em p com respeito a D € definido pelo Grau de Brouwer d(®, D,,p), onde ® := I —T, com
T : D — X sendo compacto, tal que ||Tx — Tx|| < di(p, ®(0D)), para todo v € D e T ¢ de

dimensao finita, D, = DNV eV € qualquer subespago vetorial de dimensao finita contendo p e

T(D).

Mostraremos que o grau de Leray-Schauder satisfaz todas as propriedades do Grau de
Brouwer, através de teoremas. Veremos que grande parte deles, é consequéncia das propriedades

do Grau de Brouwer.

Se M C X, denotaremos por K (M) o conjunto dos operadores compactos de M em X e
Ki(M):={®:o=1-T,T € K(M)}.

O item (éi7), do teorema abaixo é conhecido como propriedade de solugdo, e nos diz que,
se d(®,D,p) # 0, entdo a equagdo ®(x) = p tem pelo menos uma solugao em D. O item (i), é

conhecido como propriedade de normalizacao.

Teorema 26. As sequintes afirmacoes sao satisfeitas:
(1) d(I,D,p) =1, para todo p € D;
(17) d(I,D,p) =0, para todo p & D;
(1ii) Se d(®, D,p) # 0, entao eziste x € D tal que () = p.

Demonstragio. (i) Defina T.(z) = 0 parax € D, S, := {p} e D. = DN S..

Claramente T, é de dimensao finita, logo, pela Definicao 11, temos que,
d(1,D,p) = d(I, D, p)

e, por hipotese p € D.
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Dessa forma, p € D, e assim, segue do Grau de Brouwer que

d(I,D.p) =1.

(ii) Similarmente d(I,D,p) =0, se p & D.

1 —
(iii) Pelo Teorema 23, para todo natural n com d;(p, ®(0D)) > —, existe T, : D — X tal que
n

1 — —
||Tn(z) — T(x)||, < —, para todo z € D e dimT,(D) < occ.
n

Considere S,, := span({T,(D),p}). Pela Defini¢ao 11, temos que
d(] =T, Dvp) = d(] — T, Dnap)a

onde D,, = DN S,. Por hipotese, d(I — T, D,p) # 0 e disso segue que d(I — T, D,,p) # 0,

assim, pela propriedade de solucao do Grau de Brouwer, existe z,, € D,, tal que

zy, — Th(x,) = p. (1.48)

Desde que T : D — X é compacto e z, € D, com D limitado, podemos assumir que, a
menos de subsequéncia T'(z,) — y € X. Portanto, por (1.48), (x,) converge para algum
p+vy € D e, usando a continuidade de ® em y + p obtemos que

Oy +p) = lim (z,) = lim (z, — Tx,) = p,

n—o0 n—oo

e isso implica que y + p € D, pois p € ®(9D). Assim, a equacao ®(z) = p admite a soluc¢ao
p+yem D.
]

Definiremos homotopia para operadores compactos. A grosso, modo uma homotopia en-
tre operadores compactos, ¢ uma deformacao entre eles através de uma funcao satisfazendo as

propriedades abaixo.

Defini¢ao 12. Sejam M C X e H : M x [0,1] — X. Dizemos que H é uma homotopia de
operadores compactos em M, se:
(i) H(.,t) € K(M), para cada t € [0, 1];

(ii) para todo conjunto limitado L C M e € > 0 dados, existe § > 0 tal que ||H(z,s) —
H(z,t)||x <€, sempre que x € L e |s —t| < 0.
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O teorema a seguir, garante que o Grau ¢ invariante sobre homotopia em qualquer estagio
da deformagao. Em particular, considerando a fungao f(t) = d(H(.,t), D,p) := d(H(.),D,p),t €
[0, 1], onde D e p sao fixos, teremos que f é continua, onde H é uma homotopia entre os operadores

compactos ¢ e W.

Teorema 27. (Invaridncia Sobre Homotopia) Assuma que H : D x [0,1] — X ¢ uma homotopia

de operadores compactos em D. Defina
O, =1—H(,t), teo,1]
e assuma que p € ©,(0D), para todo t € [0,1]. Entdo d(®,, D,p) € independente de t.

Demonstracao. Iniciamos fazendo uma afirmacao.

Afirmacao: Existe £ > 0 tal que

llp — ®¢(x)|| >k, para todo x € 9D et € [0, 1].

Suponha o contréario. Entao, existem {¢,} C [0,1] e {x,} C 0D tais que
i [lp = )l =0 (1.49)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que {t,} converge para 7 € [0,1] e, desde

que H(.,7) é compacto, { H(x,,T)} converge para algum y € X. Assim,

lim z, = lim (x, — H(zp,7) + H(xp, 7)) = lim (P (z,) + H(zp, 7)) =p+ vy, (1.50)

n—oo n—0o0 n—oo

pois @, (x,) — p. De fato, utilizando o item (i7) da Definicao 12 e (1.49), segue que

Jim ([ () — pllx < T (||, () = @7 ()] [x + 1B, (2) — pllx) =0,

isto é, ®,(x,) — p.

Usando (1.48), (1.49) e a continuidade de H(-,7), temos que p = (p+y) — H(p+y,7) =
O, (p + y). Mais isso é uma contradigdo, pois o fato de (z,) C 9D implica, por (1.50) que
p+y € 0D, eassim, p € &.(0D), o que é uma contradi¢do.

Seja R a relagdo de equivaléncia definida em [0, 1] por

tRs se, e somente se, d(®y, D,p) = d(Ps, D, p).

Provaremos que as classes de equivaléncias de R sao abertos em [0, 1]. Fixemos s € [0, 1]
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e, seja C' a classe de equivaléncia de s com respeito a R. Considere

r =di(p, ®s(0D)).

Entao r > 0, pelo Lema 24. Fixe € € (0, 7). Pelo Teorema 23, existe um operador compacto

he : D — X tal que dim(h.(D)) < oo

||he(z) — H(z, 8)||x <€, para todo x € D, (1.51)

onde o s fol fixado acima.

Por definicao, existe 0 > 0 tal que

It —s| <6=||H(z,t) — H(z,s)||x <¢ Vo€ D. (1.52)

Seja V. um subespacgo de dimensao finita contendo p e h.(D). Definimos

D.:=DnNV.

Por (1.51), (1.52) e pela Defini¢ao 11, segue que

d(I — he, D, p) = d(I — H(.,s),D,p) (1.53)

|lhe(z) — H(z, )| < [[he(z) — H(z, s)[| + |[H (2, 5) = H(z,8)]| <2 <,

para todo [t — s| < 6.

Dessa forma,
d(I — .. Do\p) = d(I — H(..1), D,p) (1.54)

e de (1.53) e (1.54), concluimos que

d(I — H(.,t),D,p) = d(I — H(.,s),D,p).

Portanto, tRs. Concluimos que C' é um conjunto aberto de [0, 1] e, como [0, 1] é conexo R

admite somente uma classe de equivaléncia, logo 0R1. O

O proximo teorema nos diz que, o grau de Leray-Schauder depende somente dos valores

das funcoes na fronteira.
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Teorema 28. Assuma que ®,V € K(D),® |sp=V |op e p & P(OD). Entio d(®,D,p) =
d(V, D, p).

Demonstracao. Considere
H(z,t) =tT(x) + (1 —t)S(x),t € [0,1],Vx € D,

onde T=1—®eS=1-—V. Assim, H é uma homotopia de operadores compactos em D. Como

® =V em 0D, segue que S =T em JD, e assim,
H(z,t) =tT(x) + (1 = )S(x) = S(z) = (I — @) (),

para todo x € 9D e t € [0, 1], e isso implica que p & (I — H;(0D)), onde Hy(-) = H(-,1).

Pelo Teorema 27 (Invariancia sobre Homotopia), temos que
d(®, D, p) = d(¥, D, p).
]

O proximo teorema nos diz que, o grau ¢é invariante sobre translacoes no primeiro e terceiro
argumento de d(-, -, -).

Teorema 29. Assuma que ® € Ki(D),p & ®(0D) e seja q € X. Entdo d(®,D,p) = d(P —
q, Dvp - q)

Demonstragdo. Pelo Teorema 24, existe um operador compacto T : D — X, tal que dim(T(D)) <
00. Seja W um subespaco de dimensio finita que contém T'(D). Entdo, o subespaco V =

span({p, ¢, T(D)}) tem dimensao finita e contém p, ¢ e T(D).

Ainda, pelo Teorema 24, podemos supor, sem perda de generalidade que

|T(z) — T(z)||x < di(p, ®(OD)), para todo z € D.

Por definicao
d(I =T, Dy,p) = d(®.D, p), (1.55)

onde
Dv =DnN V’ Span({j:‘(ﬁ)apup - Q}> cV

(T +g)(2) = (T + @) (@)l[x < di(p—q. (2~ q)(dD)).
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Desde que span({T(D)+ ¢,p,p — q}) C V, pois T(D) C V e q € V, temos que
d(I =T = q,Dy,p—q) = d(® — ¢, D,p — q) (1.56)
e, aplicando o Teorema 12, obtemos que
d(I =T —gq,Dy,p—q) = d(I = T, Dy, p)
e, essa igualdade, juntamente com (1.55) e (1.56), fornece a seguinte conclusao
d(®,D,p) =d(® —q,D,p—q).
O
O proximo teorema nos diz que, fixado uma fun¢io em K (D) as funcdes proximas dela tém

0 mesmo grau, ou seja em uma vizinhanca de ® € K;(D) o grau de Leray-Schauder é constante.

Teorema 30. Sejam ¢,V € K{(D),p & ®(0D) e
|®(z) — U(z)||x <7 :=di(p, ®(OD)), para todo x € D.
Entao p € ¥(OD) e d(®,D,p) =d(V, D, p).

Demonstracao. O fato de p € ¥(9D), segue imediatamente da desigualdade ||®(x) — V(z)||x < r,
para todo = € D.

Counsiderando

H(z,t) =t®(x) + (1 —t)¥(z), x € D,0 <t < 1,

temos que H é uma homotopia de operadores compactos e, para todo z € 0D

lp = Hi(@)[|x = [lp — ®(z) + (1 = )®(2) — (1 = )¥(2)]|x

(1.57)
> [lp—@(z)|[x — (1 =1)[|®(z) — ¥(z)]x.

Usando o fato de que [|[®(z) — ¥(z)|[x <7 e |[p— ®(z)|[x =7 := di(p, ®(ID)), para todo
x € D temos, por (1.57), que

llp — He(x)||x >r— (1 —t)r=tr >0,z € 9D

e, isso implica que, se t € [0,1], entdao p & H,(OD). Pelo Teorema 27 (Invariancia sobre Homoto-
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pia), segue que,
d(®, D,p) = d(¥, D, P).

]

O teorema a seguir nos diz que, o Grau de Leray-Schauder é constante em cada componente
conexa de X \ ®(9D).

Teorema 31. Sejam ® € K,(D) e C uma componente conexa de X \ ®(0D). Entdo d(®,D,.) é

constante em C.

Demonstragao. Defina,
f:C = Zpor f(p)=d(®,D,p).

Para provar o teorema é suficiente provar que f é continua em C. Fixe p € C e seja
r:=di(p,®(0D)). Temos que r > 0 e B(p,r) C C. Para q € Q defina

®,(z) = ®(z) — (¢ —p), Vo € D.

Como ¢ é uma perturbacao compacta da identidade, segue que ®, também é uma pertur-

bacao compacta da identidade, ou seja, ®, € K;(D) e, assim, pelo Teorema 29

d(®,D,q) =d(®—(¢—p),D,q— (¢ —p)) =d(P, D,p). (1.58)

Se ||p — q|| < r, entdo
|@(2) = @y(2)[| < di(p, ®(OD))

e, pelo Teorema 30
d(®q, D,p) = d(®, D, p). (1.59)

De (1.58) e (1.59), temos que

f(p) =d(®,D,p) =d(®,D,q) = f(q)

e, portanto f : C'— Z é constante e, desde que C' é conexo, concluimos que f(C) = {f(p)} para
todo q € C. O

O teorema a seguir é muito importante em diversas aplicagoes. Ele é um resultado de
localizacdo de solugoes de equagoes. Ele nos diz que se soubermos que ®(z) = p tem uma solucdo
em D, onde D é aberto e K C D é compacto, com p € ®(K) e p & ®(0D), entdo as solucdes de
®(x) = p estdo no aberto D \ K.
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Teorema 32. Sejam ® € K1(D) e p & ®(0D). Entao:

(i) (Propriedade de Decomposicao) Se D = U;enD; e D; sao abertos e mutuamente disjun-

tos, entao existem ay,--- ,ar € N tais que
k
d(®,D,p) =Y d(®, Dy, p).
i=1
(i1) (Propriedade de Excisdo) Se K C D ¢ compacto e tal que p € ®(K), entio
d(®,D,p) =d(®,D\ K, p).

Demonstra¢io. Aproxime T =1 — ® por T € K,(D), tal que T(D) é de dimenséo finita e

|T(x) = T(x)||x < di(p,®(D)),Va € D.

As propriedades (i) e (ii), seguem, das suas respectivas andlogas ao grau em dimensao
finita. L]

Corolario 33. Suponha que Dy C D € aberto e quep & ®(D\D1). Entio d(®, D, p) = d(®, D1, p).
Demonstracdo. E similar a prova do Corolario 15 e sera omitida. O

Agora, utilizaremos o Grau de Leray-Schauder, para provar dois teoremas de grande im-

portancia em equacgoes diferenciais parciais.

Teorema 34. (Teorema do ponto fizo de Schauder) Sejam D um subconjunto aberto, limitado e
convero de um Espago de Banach X, tal que 0 € D e T : D — X compacto, com T(D) C D.

Entio T tem um ponto firo em D, isto é, existe x € D tal que T(zx) = x.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que
T(x) # z, para todo x € 0D, (1.60)

pois caso contrario a demonstragdo do teorema acabou. Assim, podemos definir o grau d(/ —

T,D,0) e, para demonstrar o teorema provaremos que d(I — T, D,0) # 0. Defina

H(z,t) =tT(x), t €[0,1], 2 € D e ®;(x) = ®(x,t) =z — tT(z).
Claramente, H é uma homotopia de operadores compactos. Afirmamos que

O (z,t) # 0, para todo (z,t) € [0,1] x OD. (1.61)
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Com efeito, se existissem xy € 9D e tg € [0, 1] tais que ®(xg,t9) = 0, entdao xy = toT(xo).
Por (1.60), segue que t; < 1. Desde que T(D) C D, temos que T(zy) € D. Entdo, to < 1
e D convexo, implica que (1 — t4)0 + t¢T'(xg) = toT(z0) € D, o que contradiz o fato de que
toT(xg) = xo € OD. Desde que (1.61) é satisfeito, segue do Teorema 27 (Invariancia sobre

Homotopia), que
d(I —T,D,0) =d(I,D,0) = 1,

porque 0 € D. Usando o Teorema 26 (iii) (Propriedade de Solugao), temos que existe z € D tal
que T'(z) = x. O

Teorema 35. (Teorema do ponto fixzo de Schaefer) Suponha que X € um Espago de Banach e
K : X x[0,1] = X € um operador compacto satisfazendo K(z,0) = 0, para todo x € X. Se o
conjunto S = {x € X : 3t € [0,1] tal que x = K(x,t)} for limitado, entio K(-,1) tem um ponto
fizo.

Demonstracao. Inicialmente, observe que K é uma homotopia de operadores compactos. Consi-

dere r > 0 grande, tal que S C B(0,r). Defina

®(x,t) = v — K(z,t), para todo (z,t) € B(0,7) x [0, 1].

Afirmamos que 0 ¢ ®(z,t), para todo (z,t) € 0B(0,7) x [0,1]. De fato, caso o contrario
ocorresse, existiria (zg,ty) € 9B(0,7) x [0,1], tal que zy = K(zg,tp). Dessa forma xy € S e

xo € OB(0,7) e, isso implica que r = ||xg|| < r, 0 que é uma contradicao.

Pelo Teorema 27 (Invariancia por Homotopia), segue que
d(®(-,1),B(0,r),0) =d(I — K(-,1), B(0,r),0) =d(I, B(0,r),0) =1,

e assim, pelo Teorema 26 (Propriedade de Solugao), temos que K (-, 1) tem um ponto fixo. ]

1.7 Indice de Ponto Fixo

Introduziremos a nocao de Indice de Ponto Fixo, que generaliza, a nocdo de grau para
dominios mais gerais do que os abertos de um Espaco de Banach. Ele sera, também de grande

utilidade no préoximo capitulo.

Esta segao, segue as ideias em [22].

Definicao 13. Seja X um FEspaco de Banach real. Um subconjunto nao-vazio, fechado e convexo

P C X € chamado de cone, se:

(i) x € P, A > 0 implica que Az € P;
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(ii)) x € P, —x € P implica que © = 0.
Qualquer cone P de X, define uma ordem parcial em X, dada por

r<y, sey—zecP.

Se x < yex #y, escrevemos v < y. A definicdo a seguir, serd 1til para para definir o

Indice de Ponto Fixo.

Definicao 14. Seja X um Espaco de Banach. Um subconjunto D de X é um retrdtil de X, se

existe uma aplicacio continua R : X — D tal que R(x) = x, para todo x € D.

Em outras palavras, D é um retratil de X, se a aplicacao identidade de D possuir um
extensao definida em X e, esta extensao for continua. Pelo Teorema de Dugundji, qualquer
subconjunto nao-vazio, fechado e convexo de X é um retratil de X. Em particular, qualquer cone
é um retratil de X.

Observagao: A aplicacao R ¢ chamada de retragao.

A definicao a seguir, é a definicao mais importante desta secdo. Definiremos o que entende-
remos por Indice de Ponto Fixo e, pela propria definicdo, vemos que ele nio tem nenhuma relacio

com o indice de solucao isolada, que definimos na secao 1.3.

Definicao 15. Seja D um retrdatil de um Espaco de Banach real X. Para qualquer conjunto aberto
e limitado U de D e, qualquer operador compacto T : U — D, que nédo tem ponto fizo em OU,

definimos o Indice de Ponto Fizo de T em U com respeito a D por:

(a) se D =X, entao
(T, U, X)=d(I—-T,U,0), (1.62)

onde d(I —T,U,0) é o grau de Leray-schauder.
(b) se D # X, entdo
i(T,U,D)=d(I —ToR,B(0,r)N R (U),0), (1.63)

onde B(0,7) DU e R: X — D ¢ uma retrag¢io de D arbitrdria.

Justificaremos o item (b) da defini¢ao, isto é, o Indice ndo depende da retracio R e do raio
r tomados. Seja R : X — D uma retracao arbitraria. Obviamente, pelo fato de R ser continua
R~Y(U) N B(0,7) é aberto e limitado em D, e se z € U, entdao R(z) = z, pois existe (z,,) C U tal
que z, — x e, isso implica que R(z,) = x, — = = R(z). Na prova, precisaremos das seguintes

relagoes:

B(0,R)NR-(U) ¢ R-(U) ¢ R-\(U) = R~\(T), (1.64)
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se 19 € R™H(U) e T(R(w0)) = x0, entdo xo € U, T(0) = xo. (1.65)
Para provar essas relagoes, observe que
B(O,R)NR'(U)c R} (U) c R7Y(U)

e disso segue (1.64).

Para provar (1.65), note que se o € R™H(U) e T(R(zy)) = 7o, entdo R(wo) € U. Assim,
R(z¢) = R(T(R(x))) = T(R(x)), pois T(U) C D e R & um retratil de D e, disso segue que
R(zo) € U, porque T nao tem ponto fixo em OU. Por outro lado, R(xq) = T(R(zo)) = o, e dessa
igualdade segue que zo € U e T(xy) = xy. Portanto (1.65) é satisfeito.

Provaremos que (7T, U, D) independe de r. Considere r; > r. Desde que

Uc B0, )nRU)c B(0,r)NR ),

por (1.65) sabemos que TR nao tem ponto fixo em B(0,r,) N R-Y(U) \ (B(0,r) N R7Y(U)), e

consequentemente, pela propriedade de excisao do Grau de Leray-Schauder
d(I —TR,B(0,r) N R *(U),0)=d(I — TR, B(0,7)N R*(U),0),

isto é, i(A, U, D) independe de 7.

Seja agora Ry : X — D, uma outra retracdo de D e V = B(0,7) N R~Y(U) N R *(U).
Entao, V é aberto e limitado em X, V D U. Por (1.65), sabemos que T'R ndo tem ponto fixo em
B(0,7)N R-Y(U)\ V e TR, ndo tem ponto fixo em B(0,r)N Ry (U)\ V .

Assim, pelo Corolario 33, segue que

d(I —TR,B(0,r)N R (U),0) =d(I —TR,V,0) (1.66)
e
d(I —TR,,B(0,r)N R *(U),0) =d(I — TRy, V,0). (1.67)
Agora, seja
h(t,z) =x — H(t, z),
onde

H(t,z) = R[tTR(x) + (1 — t)T Ry (x)].

Claramente H : [0,1] x V — X & compacta. Provaremos que 0 ¢ h(t,0V), para qualquer
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t € [0, 1]. De fato, se existem ¢y € [0, 1] e zo € OV tais que h(ty, zo) = 0, entao
e, pelo fato de R(zo) = xg e Ry(xo) = x9, segue que

Como R |p= 1 |p, segue que T'(zg) = xo. Assim, por (1.65), zg € U C V, o que é uma
contradicao com o fato de que xo € dV. Assim, usando a invariancia sobre homotopia do Grau

de Leray-Schauder e, observando que

H(0,z) = R[TRyx] = TRy(x)

H(1,z) = R[T(R(x))] = TR(z),

temos que

d(I —TRy,V,0)=d(I —TR,V,0). (1.68)
Segue de (1.66), (1.67) e (1.68) que
d(I —TR,B(0,7r)N R (U),0) =d(I — TRy, B(0,r)N R (U),0) (1.69)

o que prova que (7T, U, D) independe da escolha de r.

Segue, como esperado, que o Indice de Ponto Fixo definido definido acima, herda todas as

propriedades do Grau de Leray-Schauder e, ¢ caracterizado pelas seguintes propriedades:

(I;) (Normalidade): i(T,U, D) = 1, se T(x) = yo para todo x € U, onde y, € U é constante;

(Iy) (Aditividade): (T,U,D) = i(T,Uy, D) + i(T,Us, D), sempre que U; e Uy sdo conjuntos
abertos disjuntos de U tal que T nio tem ponto fixo em U \ (U; U Us);

(I3) (Invariancia por Homotopia): ¢(H(t,.),U, D) é independente de t (0 < t < 1), onde H :
[0,1] x U — D é uma homotopia de aplicacdes compactas e H(t,z) # = para qualquer
(x,t) € [0,1] x OU;

(I;) (Permanéncia): i(T,U, D) = i(T,UNY,Y), se Y éum retritil de D e T(U) C Y.

As propriedades acima, seguem das propriedades do Grau de Leray-Schauder, e podem ser

encontradas em [22].
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O teorema a seguir, generaliza as propriedades de excisao e solucao do Grau de Leray-
Schauder.

Teorema 36. Sob as hipdteses da Definicao 15, temos que o indice satisfaz:

a) (excisao): i(T,U, D) = (T, Uy, D), sempre que Uy é um subconjunto aberto de U tal que T

ndo tem ponto fivro em U \ Up.

b) (Solugao): se i(T,U, D) # 0, entao T' tem no minimo um ponto fixo em U.
Demonstracao. Prova de a): Observando que
i(T,0,0) =d(I — TR, B(0,7) N R™*(0),0) = d(I — TR, 0,0) =0,
e, pondo U; = Uy e Uy = ) em ([3), obtemos que
i(T,U, D) = i(T, Uy, D) +i(T, 0, D) = i(T, Uy, D).
Prova de b): Se T nédo tem ponto fixo em U, defina Uy = () em a), para obtermos
i(T,U, D) = i(T,0, D) =0,

que é uma contradicao.

1.8 Teorema do Indice de Ponto Fixo em cone

Nesta secao provaremos o Teorema A. Mas antes, prcisaremos de alguns lemas auxiliares.

Lembrando que, um espaco vetorial normado X é separavel, se existe um subconjunto
enumeravel K = {zy,--- ,x,,--- } denso em X, ou seja, K = X. Sob estas condi¢des, o subespaco
gerado por K é um subespaco fechado de X e, portanto um Espaco de Banach. Utilizaremos este

fato na demontracao do lema abaixo.

Os dois lemas a seguir, nos dao informacdes sobre o Indice de Ponto Fixo de um opera-
dor compacto T se, conhecemos um outro operador compacto, definido somente em P N (0N2) e

satisfazendo algumas relagoes com 7', onde §2 é um subconjunto aberto e limitado de X.

Lema 37. Seja X um espaco de Banach real e P C X um cone fechado e convexo. Suponha que
T:PNQ— P, B: PNoQ — P sio compactos e  C X € aberto e limitado. Suponha ainda que:

(a) inf ||Bz|| > 0;

z€PNON
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(b) ©—T(x) #tB(x), para todo x € PN et > 0.

Entao
i(T,PNQ,P)=0.

Demonstracdo. Como PNQ é fechado, segue pelo Teorema da Extensdo de Dugundji, que podemos
estender B, a um operador compacto de X sobre conv(B(P N0Q2)). Em particular, por restrigao,

podemos estender B, a um operador compacto de PNQ a P e

B(PNQ) C conv(B(P NoK)). (1.70)
No que segue, denotaremos por
M = conv(B(PNoQ)) e FF = B(PNoN).

Primeiramente, mostraremos que

inf []y|| > 0. (1.71)
yeM

Seja Xog = span(F') o subespago de X gerado por F. Desde que, B é compacto, F é
relativamente compacto e portanto X, é separavel. O conjunto Py = P N Xy é um cone de X,.
Com efeito, Xy ¢ um Espaco de Banach, Py # (), pois 0 € PN Xy, By é convexo, porque é interse¢ao

de convexos e se:

x x € Py, A >0, entao Az € P e A\x € Xy, o que implica que A € Fy, pois Xy é um subespaco

e P é um cone;

xk rt € Phe —x € Py,entao xr € Pe —x € P, e como P é um cone x = 0.

Como F C P, pois B é um operador de P sobre (estamos considerando a mesma notagao
para B e sua extensdo a PNQ) e F' C Xy, temos que F' C Py e conv(F) C Py, porque Py é fechado

e convexo.

Em virtude do Teorema 60, existe f, € X, tal que fo(y) > 0 para todo y € Py, com y # 0.
Afirmamos que,
inf fo(y) =0 > 0. (1.72)

yeF

Com efeito, se ¢ = 0, entdo existiria {yx} C F tal que fo(yr) — 0. Como F ¢ relativamente
compacto, podemos assumir, que a menos de subsequéncia y, — yo € Py e, assim fo(yx) — fo(vo),
e por unicidade do limite fy(yg) = 0. Pelo Teorema 60, temos que 3o = 0 e, consequentemente

llyk|| = 0 o que contradiz a hipotese (a). Logo (1.72), é satisfeito.
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Para qualquer

y:iAiyi €M,

=1

onde y; € F,A\; > 0e Z)\i =1, temos por (1.72), que
i=1

Joly) = Z)\ifo(yi) > Z)\ia =0
1=1 i=1

e, portanto por continuidade
foly) > 0,¥y € M. (1.73)

Desde que, M = conv(F') é compacto, pois o fecho da envoltéria convexa de um conjunto
relativamente conpacto é compacta e, como a norma é semicontinua inferiormente, existe zo € M

tal que
inf [|y[| = [zl (1.74)
yeM

Por (1.73), fo(z0) > o, e isto implica que zy # 0, pois fo(y) # 0 implica que y # 0 e, como
2 € M, segue que zg # 0. Por (1.74), segue que (1.71) é satisfeito. De (1.70) e (1.71) obtemos
que

inf ||Bz|| =a > 0. (1.75)
xePNQ

Agora, é facil verificar que (T, P N2, P) = 0. Seja
H(t,x) =T(x) +tB(z),r € PNQ,t € [0,1]

uma homotopia de operadores compactos. Pela hipotese (b), temos que x # p N L2, para todo

t € [0,1]. Pela Invariancia Sobre Homotopia

i(T+tB,PNQ,P)=1i(A,PNQ,P)#0,vYt>0.

Observe que, estamos supondo ¢ > 0 e, nao somente 0 < ¢t < 1. Isso é possivel, pois,
observando a demonstra¢ao do Teorema 27, ela continua vélida se trocarmos [0, 1] por [0, a],a > 0.
Seja

to > (b+c)/a,

onde b= sup |[|z|| e c= sup ||T(x)||. Temos que
zePNQ zePNQ

(T +teB,PNQ,P)#0
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e, pela propriedade de solucdo do Indice de Ponto Fixo, existe zo € P N tal que

T(xg) + toB(xg) = xo.

Portanto
7o = T@o)l| _ b+a

tO = = ’
||B(z0)l a

o que é uma contradicao.

O Lema 38 abaixo, ¢ uma consequéncia do Lema 37.

Lema 38. Seja T : PNQ — P compacto, onde Q C X é um subconjunto aberto de uma Espaco
de Banach X. Suponha que:

(i) inf [[Tz|| > 0;
(ii) T(x) # Az, para todo x € PN e < A< 1.

Entao
i(T,PNQ,P)=0.

Demonstra¢ao. Tomando B = A no Lema 37, vemos que a condi¢do (a), do Lema 37, é a mesma
condi¢ao (i). Também, a condi¢ao (b), do Lema 37 ¢é verdadeira. De fato, se existissem xy € PNoS2
ety >0, tal que zo — T'(zo) = toT (), entdo T'(zo) = poxo, onde g = (1 +ty)~t. Evidentemente
0 < pp <1, o que contradiz (ii). Portanto, do Lema 37, segue que

i(T,PNQ,P)=0.

Nesta secao e no Capitulo 2, usaremos as seguintes notacoes, para r > 0,
bo={ze Pl <r},

P={zePllll<r},

OP, ={x e P||lz||=r}.

O teorema a seguir, serd de grande utilidade no estudo do proximo capitulo. Ele sera

utilizado no Lema 41.
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Teorema A. Seja X um Espaco de Banach real e P C X um cone. Suponha que T : P, — P €

compacto, onde r > 0, entao:

(i) i(T, P, P) =1, se ||T(x)|| <||z||, Yz € OP,;
(i2) (T, P.,P) =0, se||T(x)|| > ||x||,Vx € OP,
Demonstragao. (i) Defina

H:[0,1] x P, — P por H(t,x) =tT(x).

Obviamente H é compacta. Também H(t,x) # x, para quaisquer (t,z) € [0,1] x OP,.. De
fato, para t = 0 temos que H(0,z) = 0 e, 0 & OF,. Suponha que t € (0,1] e, que exista
xo € OP,, tal que H(t,x¢) = xo, entao

tT'(x0) = xo implica que ¢|[T'(zo)|| = [|zo||

e assim,
t|T (zo)[| > ([T (o),

o que é uma contradi¢do, pois ¢t € (0,1] e, por (i) ||T(xo)|| > ||xol]-

Logo H(t,z) # x, para todo (t,x) € [0,1] x OF, e, pela propriedade de invaridncia sobre

homotopia
i(H(1,.),P.,P)=4T,P.,P)=1i(H(0,.), P, P) =i(0, P., P) = 1,

onde a ultima igualdade, ocorre pela propriedade (I).

(ii) Por hipotese, temos que

inf ||T(z)||= inf ||T(x)|] > inf ||z|]=7>0
z€OP; € PNOB, z€OP,

T(x) # z, para todo x € OP,.

De fato, se T'(x) = x para algum z € JP,, entao
T (2)[| = =[] > [l

o que é uma contradicao.
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As condigoes (i) e (ii), do Lema 38 sao satisfeitas, e portanto

i(A, P., P) = 0.

]

Finalizamos este capitulo, lembrando que a Teoria do Grau de Leray-Schauder e o Indice

de Ponto Fixo, serao utilizados no Capitulo 2.



Capitulo 2
Sistemas Elipticos via Método Topologico

Neste capitulo, utilizaremos o Grau de Leray-Schauder e Indice de Ponto Fixo, juntamente

com método de blow-up e métodos de sub-supersolucao, para estudar o sistema

— ANu=\fi(x,u)g(z,v),
(S) — Av = pfa(z,u)ga(z,v),
u, v >0, Qu=v=0,00

com respeito aos parametros A,y > 0, 2 C RY(N > 3) é um dominio aberto limitado e suave e
fi,g: € C(Q x [0,00),(0,00))(i = 1,2).
De uma forma mais especifica, sob as hipoteses (para i = 1,2):
(H,) g; é limitadas superiormente em  x [0, 00);
(Hs) gi(z,51) < gi(w, 52) para s; < sg;
(Hs) lim inf {Ené%l fi(i’s) > ming(il(x,O)

e

(Hy) existem py(z),p2(z) € C(2,(0,00)) e ¢; € (1,(N +2)/(N — 2)) tais que

, onde §; é o primeiro autovalor de (—A, H});

i\ZL, S . . =
lim M = p;(z) uniformemente com respeito a x € €,
5—00 s

demonstraremos, seguindo as ideias em [9], o teorema principal deste capitulo:
Teorema C: Suponha (Hy) — (Hy). Entdo:

i) existem numeros reais A, px > 0 e um arco simples Uy tal que excluindo os seus pontos
extremos (A, 0) e (0, u.), To C (0,00)? separa (0,00)* em dois subconjuntos disjuntos Oy e
Oy tais que o sistema (S) nao tem solucao, tem no minimo uma solugdo ou no minimo duas

solugées positivas nao triviais, de acordo com (A, ) € Oz, 'y ou Oy respectivamente;

i) existem N* > A, e p* > u, tais que (S) ndo tem solugao semitrivial, tem no minimo
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uma solugao semitrivial ou tem minimo duas solugdes semitriviais positivas, se (\,p) €

{A0) s A > A HU{(0, 1) = o > ek, (A, ) € {(A,0), (0, )} ou (A, ) € {(X,0) : A € (0, A7) }U
{(0, ) : pp € (0, u*)}, respectivamente.

A ideia para demonstrar o Teorema C, sera a seguinte:

Consideraremos primeiro o Problema de Dirichlet

(F) {—Au:w,Q

u =0, 09,

onde 1 é continua e, seu respectivo operador solucao S : C'(Q) — C(Q).

Em seguida, definiremos os seguintes operadores compactos
A&(.,.),BZ(.,.) K xK—Ke T/{7u(.7.) K x K — K xK,

por
Al (u,v) = AS[thy(x,u,v) + (1 — t)hi(z,u,0)]
(G) : B! (u,v) = pS[the(z,u,v) + (1 — t)hy(z, u,0)]
Tf\,u(u’ v) = (Ag\(ua ’U), B! (u7 U))

para t € [0, 1], onde hy(z,u,v) = fi(z,u)g1(x,v), ho(z,u,v) = fo(x,v)ge(z,u),

E={uecCQ):u=0em 0N} e K ={ucE:u>0emQ}.

Observando que, encontrar solugoes positivas para (5), com respeito aos parametros A e
é, equivalente a encontrar pontos fixos para os operadores Ti u com respeito aos parametros A e
1, voltaremos nossa atengio ao estudo dos operadores T} .- De uma forma mais clara, definiremos

o conjunto
H={(\np)€[0,00)*: existe (u,v) € K x K tal que T} ,(u,v) = (u,v)}

e, estudaremos suas principais propriedades topologicas.

Através de varios lemas, estudaremos as propriedades de H. Mostraremos que H é nao-
vazio, fechado e limitado e que int(H )(o interior de H) é ndo-vazio. No Lema 45, observamos que
0S nimeros

A =sup{\ € (0,00) : (A,0) € d(int(H))}

pe = sup {p € (0,00) : (0, ) € O(int(H))},

sao positivos.
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Apods o Lema 45, definimos
L(t) = {(\p) eR*:p= A —t,t € [—p, A},

e assim,

A(t) = sup {)\ (O p) € L) N z’nt(H)} € [~ A

ficam bem definidos, pelo fato de H ser limitado.

Mostraremos, no Lema 47 que:

L) = A®), p(t)), t € [—pa, Ad]

¢ um arco simples e continuo. No Lema 47, também mostraremos que
O(int(H)) ={L'(t) : t € [—pa; A} U LA 0) - A € [0, A} UL{(0, 1) = pp € [0, ]}

Para completar a estrutura do conjunto H, o Lema 48, nos fornece a existéncia de dois

numeros \* > u, e pu* > p, tais que
OH ={T'(t) : t € [=p, A} U{(A,0) - A € [0, AT U{(0, 1) = pu € [0, 7]}

De posse de toda esta estrutura, a curva 'y, a qual o nosso teorema principal se refere, é
obtida restrigindo I" ao intevalo aberto (— ., A.). Entao, finalizamos a demonstracao do Teorema

C utilizando métodos de sub-supersolucao e Indice de Ponto Fixo.

Vale ressaltar que, no decorrer deste capitulo, varios resultados importantes de Equacoes
Diferenciais Parciais serao utilizados. O principio do maximo, sera utilizado extensivamente, assim,
como imersdes compactas. No Lema 42, usamos estimativas interior de Gilbarg e Trudinger [21]
e métodos de blow-up de Gidas e Spruck [19], [20]. O teorema de estimativa apriori, contido em
Ambrosetti e Prodi [4] desempenha um papel importante, tanto em lemas, como para verificar
se os operadores definidos neste capitulo estao bem definidos. Os demais resultados, podem ser

confirmados ao longo do capitulo.
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2.1 Teorema de Sub-supersolucao via o Grau de Leray-Schauder

Nesta secao utilizaremos o Grau de Leray-Schauder para provar que o sistema

—Au = F(z,u,v),x € Q
(Z): —Av =G(z,u,v),x € Q
u=v=0,z € 01,

possui uma solucao, onde F, G : ) x R? = R sdo continuas e satisfazem condicoes apropriadas.

A nogao de sub-supersolucao, sera de grande importancia para provar que o sistema (7)
possui solucao e na demonstracao do Teorema C. Ela, fornecera uma ideia de como construir um
"bom dominio"para o operador TAI#, definido na se¢ao 2.2. Veremos através do Indice de Ponto

Fixo, que (S) tem pelo menos uma solugao positiva nesse dominio.

Definicao 16. Sejam u,v € C?(Q). Dizemos que (u,v) é uma subsolucdo (respectivamente sub-

solugao estrita) de (Z), se

—Au< F(r,u,v)(<), €Q
U< 0(< 0),0 < 0(< 0), z €09

Uma supersolu¢io (respectivamente supersolucio estrita) (u,v) € C2(Q) x C2(Q) ¢é definida

de maneira analoga, satisfazendo as desigualdades > (>).

Definicao 17. Uma funcio F : Q x R? — R € mondtona nao-decrescente com respeito a t, se

para todos x e s fixos

F(x,s,t1) < F(x,s,ta), para t; < ts.

De maneira andloga, definimos F' mono6tona nao-decrescente com respeito a s.

Considere o operador ponto fixo associado a (Z)
T:0(Q) x C(Q) = C(Q) x C(2), onde T(¢p,v) := (u,v),
com (u,v) € C(Q) x C(Q) sendo a tinica solucio de

—Au=F(z,0,¢), v €Q
—ANv=G(z,0,v), v € (2.1)
u=v=0, x € .
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Pelo Torema 65, existe uma constante C; > 0 tal que
HT(CI)7 \II)HCL“XCL“ < Cl||<F<7 P, \Il)v G(? P, \Il))||C><C7 (2'2)

para toda (®, ) € C(Q) x C(Q). Por essa desigualdade, segue que, se {(®,,, ¥,)} € C(Q) x C(Q)
for limitada, entdo {T(®,,¥,)} C C**(Q) x C**(Q) é limitada. De fato, sendo {(®,,¥,)}

limitada e F, G continuas, segue que existe uma constante Cy > 0, tal que
max {|F(z, ®,(x), ®,(2))], |G(x, ®,(x), P, (7))} < Cy, para todo x € Q,

isto &, ||(F(-, Pn, Up), (G(+, P, V) ||oxe < Ca. Disso e de (2.2), segue que {T'(P,,, ¥,,)} é limitada
em CH(Q) x CH(Q).

Assim, T': C(Q) x C(Q) — C(R2) x C(2) é compacto, pois {(P,, ¥,)} limitada em C(Q) x
C(Q), implica que {T(®,, ¥,)} & limitada em C**(Q) x C*(Q) e, disso segue que {T(®,, ¥,)}
converge, a menos de subsequéncia em C(Q) x C(Q), pois C+*(Q) x C1*(Q) —— C(Q) x C(Q)
(ver Teorema 62).
Observagao: Durante essa secdo, suporemos que F(-,® U) G(-,® ¥) € C**(Q) (0 < a <
1), para toda ®, ¥ € C(Q). Dessa forma, pelo Teorema 65, as solucdes de (2.1) pertencem
a C%*(Q) x C*(Q), para toda ®, ¥ € C(Q). Em particular, as solucoes de (Z) pertencem a
C?(Q) x C%(Q).

A construgao do operador 7', nos auxiliarda na demontragao do teorema a seguir. Este
teorema estabelece condigoes para que (Z) admita solugao.
Teorema B : Suponha que F(z,s,t) é mondtona nao-decrescente com respeito a t e G(x,s,t) é
mondtona nao-decrescente com respeito a s. Suponha ainda que (u,v), (T,v) sao subsolugdo estrita
e supersolugao estrita de (Z), respectivamente, tais que (u(z),v(z)) < (u(z),v(x)), para todo x €
Q. Entdo d(I — T, (u,u) x {v,9),(0,0)) =1, onde

(u, @) x (v,0) = {(u,v) € C() x C(Q) : (u,v) < (u,v) < (w,v) em Q} .

Em particular, o sistema (Z) tem no minimo uma solugdo (u,v) tal que u,v € C%(Q) N C(Q).

Demonstragao. Primeiramente, provaremos que (u,u) X (v,7) é aberto em C(Q) x C(2), e assim,
tem sentido falar no Grau de Leray-Schauder do operador I —T. Para mostrar tal fato, é suficiente

provar que
(w,u) ={ueC(Q):u<u<uemQ}

(v,0) ={v e C(Q): v <v<Tememd},

sao abertos em C(f2), devido ao Teorema 50. Mostraremos que o primeiro conjunto acima é
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aberto, pois a demonstracao para o segundo é analoga.

Seja u € (u, ). Como u,u, U sdo continuas e, u(z) < u(r) < u(r), para todo x € €2, entdo

existem xg, T € €2, tais que

&1 = |u(zo) — u(xo)| = inf {|u(z) — u(z)| : 2 € Q} >0

b := [u(To) — u(To)| = inf {|u(z) — u(z)| : 2 € Q} > 0.

Considere § = min {d;,d2} > 0. Temos que B(u,0) C (u,u). De fato, caso contéario,
existiria f € B(u,d), com f & (u, 1), ou seja, ||f — ul|c < J e existe T € Q, tal que f(T) < u(7)
ou f(z) > u(T).

Suponha que f(Z) < u(7). Entao, f(Z) < u(T) < u(T), o que implica que
u() = f(T)] = [u(@) —u(@)| = 6 >0

e disso segue que
lu—= flle@ =9,
o que é uma contradigdo. Se u(Z) < f(T), de forma anéaloga, chegaremos a mesma contradi¢ao.

Dessa forma, concluimos que (u,u) x (v,7) é aberto. Obviamente, esse conjunto também
é limitado superiormente por ||(@,7)||cxc e inferiormente por ||(u,v)|lcxc. Assim, tem sentido

falar no grau de Leray-Schauder de I —T'.

Agora, definimos as funcdes modificadas F*, G* : Q x R? — R por
Fi(,y,2) = F,pu(2,y, 2), Pa(2,y, 2)), G*(x,y,2) = G, pi(x,y, 2), Pa(2, 9, 2)),
onde
pi(x,y, z) = max{u(z), min {y,u(x)}} e P(z,y, 2) = max{v(z), min {z,0(z)}} .

A funcio F* é continua em Q x R? | pois é a composta de funcoes continuas. Por outro

lado, das desigualdades
u(@) < pi(e,y, 2) <) e v(z) < Polx,y, 2) < (@),

para todo (z,y,2) € Q x R?, segue que pi, P sao limitadas, porque u,%,v e ¥ sao limitadas,
por serem continuas em um compacto. Disso segue que F* é limitada em Q x R2, pois é a

composta da funcao continua F', com uma funcao vetorial, cujas fungoes coordenadas sao limitadas.
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Analogamente, G* é limitada.

Considere o problema modificado

—Au=F*(z,u,v), © €
—Av= G*<$,U,U), r € (23)
u=v=0, x € 09,

e o correspondente operador compacto
T (6, ¥) : C(Q) x C(Q) = C(Q) x C(),
com T*(¢, %) := (u,v) € C(Q) x C(Q) sendo a tinica solucio de

—Au=F*(z,0,0),x €Q
—ANv=G(z,0,9),x €Q (2.4)
u=v=0,2 € .

A demonstracdo do teorema, é uma consequéncia das seguintes afirmacoes:

Afirmago 1: T(6, 1) = T(6, ), para (6, 1) € (u,@) x {v,7).
De fato, temos que

u<p<u v<yYy<uv

e, desde que

pl(xv ¢($), w(ﬂﬂ)) = max {Q(x)a (b(l‘)} = (b(ili‘), P2<x7 gﬁ(l’), 1/1(95)) = max {y(x),w(x)} = w(l'),

concluimos que

F*(ZL’, ¢;¢) = F(I,pl(l’,gb, 1/1)7P2($7¢7¢)) = F(£7¢7¢)

G*($7¢a¢) = G(.I,pl(l', ¢> ¢)7 PQ(:E>¢7 @D)) = G(l“?(bﬂ?)

Portanto, em (u,u) x (v,7), os sistemas (2.1) e (2.4) sdo equivalentes, ou seja, T*(¢, 1)) =
T(6, ).
Afirmacao 2: Se (u,v) for solucao de (2.3), entdo (u,v) € (u,u) x (v,v). De fato, provaremos
que u < u em €, pois 0s casos u < U e v < v < U sao similares. Primeiramente, provaremos que
u < uem §. Por contradi¢do, assuma que exista xo € 2 tal que u(zy) < u(zy). Observe que, para
x € 09, temos que u(z) = 0 e u(x) < 0, e assim, devemos, necessariamente ter xo € 2. Considere

a funcao continua em 2, u — u. Pela continuidade de u — u, existe um aberto nao-vazio €1, tal
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que
{ u(z) < u(z), € Q
u(z) = u(z), x € 0.

Segue, da continuidade de u—wu no compacto 2y, que esta fungao, tem um maximo positivo

em {2y. Por outro lado,

para todo x € €y, onde a ultima desigualdade é verdadeira porque F(z,s,t) é quase mondtona
nao-decrescente em t e, Py(x,u(x),v(z)) > v(x). Pelo principio do maximo (ver Teorema 68),
temos que u —u tem um maximo em 0€)y. Mas isso é uma contradi¢do, pois u —u tem um maximo

positivo em €)g. Isso mostra que u < u, em ).

Agora, provaremos que u < u em Q. Segue, do fato de u ser subsolucio estrita de (2.3)
e, pela condicao de fronteira de (2.3), que u(x) < 0 = u(x), para todo x € J. Por contradigao,
assuma que existe x* € ), tal que u(z*) = u(z*). Entado, * é um ponto de maximo de u — u e

satisfaz
vu(r®) = u(z®) e A (u—u)(z*) <O0.

Por outro lado, pela definigdo de F* e, usando o fato de que F(x,s,t) é mon6tona nao-

decrescente com respeito a s, segue que

Au—u)(z*) > F* (2", u(z"), v(z")) — F(z", u(z"),v(z"))
= F(a", pu(a”, u(z”), v(z")), Po(x", u(a”),v(z")) — F(z", u
= F(ZL’ 7u( ) PQ(JI*,U(JI*) U(ZL’*)) F(m*,g(m*),y(m*)) = 0,

o que é uma contradigao.
Afirmacao 3: Existe uma bola B((0,0),r) = {(u,v) € C(Q) x C(Q) : ||(u,v)||cxc < 7}, tal que
T*(C(Q) x C(Q) € B((0,0),7), {u,7) x (v,7) C B((0,0),7) e (u,7) x (v,7) N (9B((0,0),r)) = 0.

Com efeito, sendo F* e G* limitadas, existe uma constante C3 > 0, tal que
[(F*(-, @, W), G*(, @, V)|l c@xc@ < Cs para todo (@, V) € C(Q) x C(Q)
e, pelo Teorema 65, existe uma constante Cy > 0, tal que
IT™(®, )lc@yxec@ < Call(F (2, @, ¥), G* (2, 2, ¥))||g@yxc@ < Cals,

para todo (®, V) € C(Q) x C(Q).
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Por outro lado, (u,u) x (v,7) é limitado, logo, existe um r > C4Cs, tal que

T*(C(Q) x C(Q)) € B((0,0),7), {u,@) x (v,7) C B((0,0),7)

(u, 1) x (v,2) N (9B((0,0),r)) = 0.

Utilizaremos as afirmacoes acima, para aplicar algumas propriedades do Grau de Leray-
Schauder aos operadores I — T, I — T*. Lembrando que, T = T* em (u,u) X (v,7), obtemos

que
d(I =T, (w,7) x (v,7),(0,0)) = d(I =T%, {u,u) x (1,),(0,0)).

Pela afirmacao 2, todas as soluges de (2.3) pertencem a (u,u) x (v,7). Desse fato, segue
que (0,0) € (I—=T*)(B((0,0),r)\ (u,u) X (v,7)), pois caso contrario, existiria (¢, 1) € B((0,0),7)\
(u,uy x (v,7)), tal que

(¢, ¥) = (9, ¥),

e isso significa que (¢, 1)) é solugao de (2.3), o que & uma contradigao.

Pelo Corolario 33, temos que

d(I —T*, (u,u) x (v,7),(0,0)) =d(I —T*,B((0,0),7),(0,0)).
Finalmente, para completar a demonstracao do teorema, consideraremos a homotopia

H(t, (¢,4)) = tT"(¢,¢), onde (t, (¢, %)) € [0,1] x B((0,0),7)

e, provaremos a ultima afirmacao.
Afirmacao 4. (0,0) € (I — H)([0,1] x 0B((0,0),r)).
Com efeito, suponha que exista (¢, (¢, 1)) € [0,1] x dB((0,0),r), tal que

tT"(, ¢) = (¢, 9).

Faremos as seguintes hipoteses sobre ¢:
(¥) t = 1. Nesse caso,

(¢, ¢) = (9, 9)

e, pela afirmacao 3, segue que (¢, 1) seria solucao de (2.3) fora de (u,w) X (v,7), 0 que é uma

contradicao.
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(xx) 0 < t < 1. Sobre esta hipotese, segue que

r=1[l(@¥)llexe =T (@, ¢)lloxe <tr <,

o que é impossivel.

Assim, podemos aplicar o Teorema 27, ou seja, a Invariancia Sobre Homotopia e, obter

d(I —T*, B((0,0),7), (0,0)) = d(, B((0,0),7), (0,0)) = 1.

Lembrando, todas as igualdades acima, obtemos que

d(] - Tv <ﬂ7ﬂ> X <Qvﬁ>7 (O’O)) = d(I - T*v <Qvﬂ> X <Q?6>7 (O’O )
=d(I —T*,B((0,0),7),(0,0))
— d(1, B((0,0),7), (0,0)) = 1.

Segue, do Teorema 26 (propriedade de solugao), que (2.1) tem solugao. ]

O proximo corolario, generaliza o teorema anterior, para um dominio tecnicamente maior.

Ele, sera utilizado no Lema 43.

Corolario 39. Suponha que F(x,s,t) é mondtona nao-decrescente com respeito at e G(x,s,t) é
mondtona nao-decrescente com respeito a s. Suponha ainda que (u,v) e (u,v) sao subsolu¢io e
supersolucio de (Z), respectivamente, tais que (u(x),v(z)) < (W(x),v(z)), para todo x € Q. Entdo

o sistema (Z) tem no minimo uma solucao (u,v) com (u,v) € [u,u] X [v,7], onde
w7 % [0,7] = {(u,v) € C(@) x C@) : (w,v) < (u,0) < (@,7), em Q.
Em particular u,v € C*(Q) N C(Q).
Demonstracao. Considere F*,G* e T™, como no teorema anterior. Denotaremos por
A= ({u} x [0,7) U ({7} x [0, 7)) U ([, x {o}) U ([ 7] x {5})

a fronteira de [u,u] X [v,7] e (u, @) x (v, 7).

Se o operador T', possui um ponto fixo em A, o teorema acabou, pois os pontos fixos de T
sao solugoes de (Z). Suponha que 7' nao tenha ponto fixo em A. Nesse caso, procedemos como

no Teorema B e mostramos que
d(I — T, (u,u) x (v,7),(0,0)) =1,

o que implica, pelo Teorema 26 (propriedade de solu¢ao), que (Z) possui uma solugao.
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2.2 Multiplicidade Global de Solucoes Positivas

Nesta segao, provaremos nosso resultado principal. Para todo (A, u) € R?, definiremos
um operador compacto Ty u» associado ao sistema (S) e estudaremos, através de varios lemas, as

propriedades Topoldgicas do conjunto
H = {(\ p) € R*: Ty , possui ponto fixo em K x K} (ver nota¢io abaixo),

para provar a existéncia de solug¢oes de (S5). Uma segunda solucdo, serda encontrada utilizando

Indice de Ponto Fixo.

Vérios resultados importantes, sobre Equacoes Diferenciais Parciais serao utilizados ao
longo desta secao, tais como: regularizagao de solugoes, principio do méaximo e método de blow-
up.

Agora, estabeleceremos as estruturas analiticas funcionais, para a prova do Teorema A.
Como primeiro passo, definiremos os operadores Ty .- Mas antes, estabeleceremos algumas nota-

¢oes e faremos algumas definicoes.

Por conveniéncia, introduziremos as seguintes notagoes, durante toda esta segao:

E={ueCQ):u=0, em 00},
K={u€eE:ulx)>0VeeQ} CE,
K, ={ue K:|jul|<r},
OK, ={ue K :|lul|=r}.
Observe que E ¢ um Espaco de Banach, pois é um subespaco fechado de C(Q2) e que K é
um cone de F.
Observagdo 1: Durante essa secdo, suporemos que fi(-,u)gi(-,v), fa(-,v)ga(-,u) € C%*(Q) (0 <
a < 1/2), para toda u,v € K. Assim, pelo Teorema 65, as solucoes de (S) pertencem a C?(€2) x
C%(Q).
O lema a seguir, restringe o estudo do sistema (S), com respeito aos parametros A, ao

primeiro quadrante de R2.

Lema 40. Se (u,v) for uma solugdao de (S) para algum (X, n) € R?, entdo (\, u) € [0, 00)%.

Demonstrag¢io. Suponha que (u,v) seja uma solugao de (S) com parametros (A, pu) ¢ [0,00)2.
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Suponha, sem perda de generalidade, que A < 0. Assim, Au = —\fi(z,u)g1(z,v) > 0, 0 que
implica que u # 0. Pelo Teorema 68 (principio do méximo fraco), segue que 0 < u(x) < 0, para
todo x € 2, donde concluimos que u = 0. Mais isso contardiz o fato de que u # 0. Logo, se (u,v)

for solugao de (S) com parametros (), i), entdao (\, i) € [0, 00)%.
[

Seja S : C(Q2) — C(Q) o operador solu¢do do problema

(") {—Au:¢,Q

u =20, 0f.
Sabemos que:
1 . S é linear;
2.5:C(Q)— CY(Q);
3 . S & compacto;

4 . S ¢ mono6tono nio-decrescente em C().

Agora, vamos iniciar a construgao dos operadores Ty ,. Para t € [0,1], (A, u) € [0,00)% e

u,v € K, definimos
A;(.,.),BZ(.,.):KxK—>KeT§7M(.,.):KxK—>K><K

por
Al (u,v) = AS[thy(x,u,v) + (1 — t)hy(x,u,0)]
B! (u,v) = pS[the(z,u,v) + (1 — t)hy(x, u,0)] (2.5)
T)f,p(“? U) = (Ag\(% U)v BZ(U, U)),
)

onde hy(z,u,v) = fi(x,u)g:(z,v) e ha(x,u,v) = folz,v)ge(z,u).

Agora, faremos as seguintes afirmacdes:

Afirmacgao 1: Os operadores acima estao bem definidos.

E suficiente mostrar que A} estd bem definido, pois o caso de B}, é analogo e, T , esta

bem definido, se A§ e B, estao bem definidos.

Incialmente, pela condigdo de fronteira de (F), segue que A’ (u,v) = 0 em 99, para todo

(u,v) € K x K. Para provar que A’ (u,v) > 0 em €, note que

— A AL (u,v) = Ntfi(z,u)gr(x,v) + (1 —t) fi(x, u) g (z,0)] em €,
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e disso segue que
— A A(u,0) > Mu(a,u)gi(x,0) > 0 em Q, (2.6)

pois f1,91 € C(Q x [0,00)), (0,00)) e, pela hipotese (Hs), temos que gi(z,s) é mondtona nio-
decrescente com respeito a s.

Como (2.6) é satisfeito, segue, do principio do maximo, que A} (u,v) > 0 em €, isto é
Al (u,v) € K.

Afirmagao 2: A(,.), B(.,.), Ty, e Thu(u,v,t) := T} ,(u,v) sdo compactos.

E suficiente mostrar que
Af\,BZ K x K x[0,1] = K,

sao compactos, pois os outros casos decorrem da compacidade deles. Também, é suficiente de-

monstrar que A% é compacto, pois de modo analogo, mostra-se que BZ é compacto.

Seja {(tn,vn,tn)} € K x K x [0,1] uma sequéncia limitada. Estamos considerando a
norma do méaximo em K x K x [0,1]. Desde que {(un,vn,t,)} é limitada, cada componente
dessa sequéncia ¢ limitada no espaco a qual ela pertence, assim, podemos encontrar um conjunto

compacto K C [0,00)2, tal que (u,(x),vn(z)) € K, para todo z € Qe n € N.
Assim, segue, da continuidade de hy e hy em Q X K, que existe uma constante Cs > 0, tal
que
[tnh (s U, vn) + (1 — t)ha (-, up, 0)||c < Cs, para todo n € N, (2.7)
e isso implica que a sequéncia {t,hi (-, tn, v,) + (1 — t,)h1 (5, un, 0)} € C(Q) é limitada.

Usando a compacidade de S e (2.7), segue, a menos de subsequéncia, que
A (U, v) = AS[tnha (-, v) + (1 = ) B (-, 2, 0)] = w em C(Q), (2.8)

quando n — oo.

A convergéncia (2.8), implica que w € K, desde que K é um subespaco fechado de C(Q).

Disso, concluimos que A% (-, ) é compacto.

Agora, veja que, para t = 1 encontrar pontos fixos para T)}M(-, -), com espeito aos parame-
tros A, i1, é equivalente a encontrar solugoes para (.S), com respeito esses parametros. Voltaremos

nossa atencao, ao estudo dos operadores Tiu(-, ).

O lema a seguir, garante que o conjunto
H = {(\p) €[0,00)%: Ty ,(-,-) tem ponto fixo em K x K}

é nao-vazio.
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Lema 41. Suponha (H,)— (Hs) satisfeitos. Entdo dado r > 0, existe um (A, p) € (0,00)? tal que
para todo (A, ) € [0,\,] x [0, 1] \ {(0,0)} 0 operador Ty, tem ponto fixo nao-nulo em K, x K.

Demonstracao. Para qualquer r > 0 dado, denote por

a= sup [Shi(-,u,v)]||c (2.9)
(u,w)€(KrXxKy)

B = sup ||Sha (-, u,v)]||c. (2.10)

(u,)€d(Krx Ky)

Afirmamos que o > 0 e 5 > 0. De fato, considere (u,v) € (K, x K,) e note que
hi(z,u(x),v(z)) = fi(z,u(x))gi(z,v(z)) > 0 e ho(z,u(x),v(x)) = folz,v(x))ge(x, u(z)) > 0,
para todo z € Q. Desde que, w(x) = Shy(z,u(x),v(x)) satisfaz

— ANw(z) = h(z,u(z),v(x)), 2
w =0, 0%

com hy(x,u(x),v(x)) > 0, para todo x € Q, segue que w # 0 em Q, o que implica que

a= sup ||Shy(-,u,v)]| >0
(u,0)€F(Krx Ky)

Analogamente, 5 > 0.

Considere (A, pr) = (35, 35)- Para qualquer (A, p) € [0, A,] X [0, ], por (2.9), temos que

AN, v)Il = Al[Sha (-, u, )| € ad < 5 <7 =||(w,v)|],¥(u,v) € O(K, x K,), (2.11)

r
2
Analogamente,
1B, (u, 0)[] < up <1 = ||(u,0)]|,¥(u,v) € IK, x K,). (2.12)
De (2.11) e (2.12), segue que
173 (w, 0) || = max {||AX (w, 0|, [| B, (w, 0) ||} <7 =[|(w,0)]], (u,v) € I(K, x K;)
e, COIo T)}# ¢ compacto, segue do Teorema A que

i(Ty,, K x K, K x K) =1
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e, como uma consequéncia disso, existe (u,v) € K, x K, tal que

Ty, (u,v) = (u,v).

Devemos ter ainda (u,v) # (0,0), pois se A # 0

{ — Au=Ahy(x,u,v) >0,Q

u = 0,09
ou, se i # 0
— A v = phy(z,u,v) > 0,9
v=20,00
em qualquer caso, se A # 0 ou p # 0, temos (u,v) # (0,0). m

Observagio 2: int(H) C (0,00)2.

Segue, do fato de (S) ndo possuir solugao para (A, ) € R?/[0,00)%, que H C [0,00)%
Agora, devemos mostrar que, nao existe em int(H) pontos da forma (A,0) ou (0, ) com A\, > 0.
Seja (A, p) € int(H), entdo existe um quadrado aberto com Q((A, ), ) C H, onde r > 0. Nesse
quadrado, existe um ponto (Ao, o) tal que N\g < X e po < i e, isso implca que (A, u) € (0,00)?,
pois como (Ao, f1g) € H, segue que Ao, pg > 0. Assim, int(H) C (0, 00)2.

O proximo lema, sera utilizida para provar que H é fechado. Para demonstra-lo, utilizare-

mos resultados de regularidade e o método de blow-up de Gidas e Spruck [19] e [20].

Lema 42. Assuma que (Hy) — (Hs) e (Hy) sao satisfeitos. Defina
Sp={ue K :A\(u,v) =u,(\t) €1 x[0,1], (u,v) € K x K}

Sy={veK:B}(u,v)=v,(ut)€lrx0,1](uv)e K x K},

onde I; = [a;,b;] (i = 1,2) para constantes b; > a; > 0 dadas. Entdo, existem constantes C; > 0

tais que ||u|| < C1, para todo u € S, e ||v|| < Csq, para todo u € S,. Em particular, o conjunto
Suw = {(w,v) € K x K : Ty ,(u,v) = (u,0), A\, pn) € 1 x I, t € [0,1], (u,v) € K x K}
¢ limitado.

Demonstragio. Provaremos que existe uma constante C; tal que ||u|| < C, para todo u € S,. O
outro caso é similar. Nosso objetivo, serd aplicar o método de blow-up de Gidas e Spruck [20].

Argumentaremos por contradicao e, faremos algumas defini¢coes para chegar ao nosso objetivo.

Dados 0 < a; < by, suponha por contradi¢io que existam sequéncias (A, tx) C I3 x [0,1] e
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(ug,vx) C K x K, tais que Af\"]'c(uk,vk) = uy, e ||ug]| = oo quando n — oo. Isto é, existem duas

sequéncias de nimeros reais (\;) C Iy, (tx) C [0,1] e (ug, vx) € K x K, satisfazendo

(2.13)

— Ay = Mg[tgha (@, ug, vr) + (1 = tr)ha (2, ug, 0)], ©2
Uk, Vg >0 Q, Uk :O,aQ

e lim ||ug|| = oo.
k—o0
Desde que, o segundo membro da primeira equagao de (2.13) é positivo, segue, pelo principio

do maximo que ur > 0 em Q) e, portando M = supug(x) > 0. Dessa forma, podemos concluir
€

que 0 maximo de uy é atingido em €, isto é, existem (py) C €2, tais que

My, = sug uk(x) = ug(pr) — o0, (2.14)
e

pois ||ug|| — oo, quando k — oo.

Assumiremos que Ay — A € I1,t; — t € [0,1] e pr — p, quando k — oo, a menos de

subsequéncias.

Temos dois casos a considerar:
Caso 1: p € Q. Considere 2d = dy(p,0f2) > 0 e a sequéncia o}, de nimeros positivos, definida
por
o7 My = 1. (2.15)

Agora, considere kg € N, tal que |p— pi|2 < d, para todo k > kg e defina @y : B(0,d/ox) — R por

2

k(y) = o ug(x), (2.16)
onde y = (z — py)/o.

Desde que, M — oo, segue que o, — 0. Assim,

2

k(y) = o tuk(z) y € B(0,d/oy),

estd bem definida, para k grande.
Notando que z = oy + pr e, usando a regra da cadeia duas vezes, obtemos que

2 2q

— AT(y) = — Do wlogy + pr) = 0 (— D ulory + pr))

2q 2

= o Neltwha (oky + pr o Uk (y), vi(oky + i) (2.17)

—2

+(1 — t)hi (oY + pr, a;ffjﬂ(y), 0)],

para y € B(0,d/oy).
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Agora, usando as hipoteses (H;) — (Hz), segue que, a sequéncia {g(x, v,)} é uniformemente

limitada e, por (Hy), temos que

—2

, ory + pr, 00T
lim | fl( kY 72qpk k k(y)) —p1(0k9+pk) |

TR @)
(2.18)
~ Jim | aﬁfl(o'ky‘i‘Pkao'/ngﬂf(y)) —pi(owy + o) @)
F=ro0 (@ ())?

uniformimente, para todo y € B(0, R), onde R > 0 é arbitrario e, B(0, R) C B(0,d/oy) para
algum k € N, isto é, para todo € > 0, existe um kg € N que depende somente de ¢, tal que k > ko,

implica que
2

| Uz%fl(akyﬂtpk,aﬁilﬂk(y)) — (oY + pu) (@ (y))*
(ur(y))1

|< e,

Além disso, de (2.15), segue que T(y) = o}

limitada por 1.
Dessa forma, por (2.18) e pelo fato de (ux(-))? ser limitada, concluimos que

2

im | oy fi(owy + prof Tr(y)) — pr(owy + pr) (@e(y))? |= 0, (2.19)

k—o00

—2

uniformemente, para todos y € B(0,R) e R >0 .

Por (2.19), segue que, a menos de um nimero finito de termos, as sequéncias

2

Si(y) = 07" fi(owy + pry o w(y)) — prlowy + pr) (@ (y))°
sao uniformemente limitadas para todos y € B(0, R) e R > 0. De fato, por (2.19), existe ky € N

que nao depende de y e R, tal que k > kg, implica que
| Sp(y)| < 1, para todo y € B(0, R),

onde B(0,R) C B(0,d/oy, ), para algum k; > ko fixo, isto &, as sequéncias (Sk(y)) sao uniforme-
mente limitadas. Observe que, as limitacoes nao dependem de R. Em particular, as sequéncias

sao uniformementes limitadas em B(0,d/oy), para k grande.

Agora, desprezando esse nimero finito de termos e, mantendo a mesma notagao, temos que

Sk(y) é uniformemente limitada, para todo y € B(0, %)
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Escrevendo

2

|0k " filoky + pro o ()] < ISk(W)] + [p1(owy + pr) (T (y)) ]

e lembrando que p; é uniformemente limitada, pois é continua e definida em um compacto, segue
que
2 2
Wily) = o " filowy + pr, o n(y))
é uniformemente limitada, isto é, existe uma constante Cs > 0, tal que |[W(y)| < Cs, para todos

y € B(0,R) e R > 0. Em particular, como R é arbitrario
[Wi(y)| < Cs, para todo y € RY (2.20)

e, assim, essa sequéncia é uniformemente limitada em R”.

Por (2.16), segue que

sup  uk(y) = 1,

d
yeB(0,7-)

isto é, uy € LP(B(0,d/oy)), para todo p > 1 e, pela hipotese (H;), temos que g; é limitada. Assim,

como

2q 2

— A U(y) = Mo fi(owy + pry o k(y)) g1 (0ky + prs vie(owy + i) — g1(0wy + pi, 0)],

e (2.20) é satisfeito, concluimos, pelo Teorema 74, que existem constantes C; > 0 (i = 7,8) tais
que

@ || wopso,r) < Cr(||url|zeB0,d/on) + | Frllir(B(0,0/04))) < Cs, (2.21)
para toda bola B(0, R) C B(0,d/oy), onde

_2q =2

Fre(y) = Mol fr(owy + pr, 0k (y)) (01 (%Y + pry vi(owy + pr) — g1(ony + p, 0)]. (2.22)

Agora, tome p > N grande. Pelo Teorema 63, W2?(B(0, R)) —— C“*(B(0,R)) (0 <
a < 1), assim, por (2.21), segue que (Uy) é pré-compacto em C1(B(0, R)). Dessa forma, existe
uma subsequéncia (Uy;) convergindo para up em W2?(B(0,R)) N C%*(B(0, R)). Pela Holder
continuidade @g(0) = 1. Por (H), a sequéncia (gi(-,vx,)) ¢ uniformemente limitada, o que
implica que (g1(o%,y + pr;, Uk, (Ok,y + pr;))) converge, a menos de subsequéncia, para ¢ € (0,00)

para cada y € B(0, R) fixo. Agora, fixaremos um y € B(0, R) e R > 0 grande.
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Desde que
tlcj — t, )\kj — A€ (0,00)

1o,y + pr;) = p1(p)
g1(on,y + pr;) = co € (0,00),

segue, tomando o limite em (2.22), que

Fi,(y) = F(y),

onde
F(y) =au? e a = A[tc+ (1 —t)colp1(p).

Agora, das convergéncias op, — 0 e py, — p, segue que gi(ox,y + pr,) — co, para todo

y € B(0, R), onde ¢y > 0 ¢ uma constante. Por outro lado, lembrando que ([%,) ¢ uniformemente
limitada e

— Ay, (y) = Fr,(y), y € B(0O,R) e U, (0) = 1, (2.23)

segue que

/ Vi, V ¢ = / Fr,o — / AT AVALES / Fo Yo e C°(B(0,R)), (2.24)
B(0,R) B(0,R) B(0,R) B(0,R)

onde usamos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue em

/ Foo— / Fo,
B(0,R) B(0,R)

e, o fato de que u,, — ur em CH*(B(0, R)).

Segue, da ultima igualdade em (2.24), que g € solucao fraca de
— Aug(y) = F(y) = aup(y), B0, R). (2.25)

Observacgao: Considere R; > R. Como veremos abaixo, é possivel encontrar um fungao ug, €

Ch*(B(0, Ry)) (0 < a < 1), tal que ug, |po,r)=TUr €

— A, (y) = Fy) = auf, (y), B, Ry). (2.26)

De posse de (2.26), faremos um argumento de bootstrap para ganhar a regularidade
C?*(B(0,R)) de up . Aplicando o Teorema 75, com Q = B(0,R;) e Q' = B(0, R), segue que
Tr € W32(B(0, R)), pois F € W'?(B(0, R;)). Pelo Teorema 63, sabemos que W3?(B(0, R)) —»

C**(B(0, R)), e disso segue que ur € C*(B(0, R)).

Vamos usar o raciocinio acima para completar a demonstracao desse caso. Para simplificar
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a notagao escreveremos B(0, R;) = B;, com i € N. Considere R; > 0. Existe k; € N, tal que, se
k > ki, entdo By C B(0,d/oy). Pelo mesmo argumento acima, obtemos uma subsequéncia ()

de (uy), tal que Uy, — u; em CL(B)) e

— AT (y) = aul(y) em By, 1 (0) =1, w € C*(By).

Seja Ry > R;. Existe ky > k; tal que, se k > ko, entao By C B(0,d/oy). Novamente, pelo
mesmo argumento, encontramos uma subsequéncia () de (Uyx), tal que Tg, — Uy em OV (By)

e
— Aﬂg(y) = aﬂg(y) €1m BQ, HQ(O) = 1, Hl € 02(Bg>,

e, por continuidade tnica Uy |g,= U.

Prosseguindo dessa forma, obtemos:
1. uma sequéncia (R;), com R; — 0o, quando i — 00;
2. kj €N, tal que B; C B(0,d/oy), se k > k; > kj_1;
3. uma subsequéncia (;;) de (U;j—1)), tal que u;;, — u;, onde

— AT;(y) = auj(y), B;
Hj(o) = 17 ﬂj € 02<Bj)7 Ej |Bj—1: ﬂj—h

para j > 2.
Defina a sequéncia diagonal Z, = g, e, observe que Z; é uma subsequéncia da sequéncia
original ;. Considere a fungio u : RY — R, definida por u(z) = Z(x). Temos que U estad bem

definida e, satisfaz
— AT(y) = awl(y) em RY, 7w(0)=1, wec C*RY),

pois @ |p,= W;, para todo j € N e R; — oo, quando j — oo.

Counsidere

w(z) = u(z/va),r € RY.

Entao,

—ANw(z) =—Au(z/Va) = —AH<Z/ﬁ) = aﬂq(xa/\/a) =u(xr/va) = wi(z) x € RY,

com w € C*(RY). Segue, do Teorema 70, que w(x) = 0 para todo x € RY, ou seja, ﬂq(\/ia) =0
para todo x € R e, como as dilatagoes sao bijetivas, temos que u(y) = 0 para todo y € RY. Mas

isso contradiz o fato de que @w(0) = 1.
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Caso 2: p € 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que existe 6 > 0, tal que B(p,d) N I esta
contido no hiperplano Hy = {x eERYN .z, = 0}. O caso em que B(p,d) N 0L nao esta contido no

hiperplano Hy, pode ser encontrado em [19].

Definimos 1y, o3, como em (2.15) e (2.16). Seja di, = da(pg, 0N2), entdo dy = py, - ex, onde ey,
é o vetor unitario normal a J) proximo de p, em x € 2, onde zy, é tal que dy = |pg — zx|o. Para
k grande, uy estd bem definida em Hy = B(0, a%) N {yn > _%} e satisfaz

2q —2

— ANT(y) = Mo frlowy + prs 0 (y) 91 (0ky + pr, vk(oky + pr) — 91(owy + pr, 0)], Hy,
up(0) =1, ur(y) =0 se x € 0N
(2.27)
Também

sup u(y) = ug(0) = 1.
yEHy

Afirmagao: §/o) > ¢; > 0, para alguma constante uniforme c;.

Para ver isso, notemos que, pela regularidade eliptica | </ ug|o é uniformemente limitado
(pelo fato da sequéncia ser limitada) em CY*(H}) (ver Teorema 65) e, em particular, usando a

desigualdade do valor médio existe uma constante Cy tal que

d d
[ (0) — (0, - - - ,—g—‘kf)r < 090—’;

o que implica que
q dy,
1—o; sup ug(z) =1 < Cy—,

pois sup ug(x) = 0.
€0

Dessa forma, (di/oy) é limitada inferiormente.

Temos duas hipoteses sobre (dy./oy):

O, . . . . di
1. (dg/ok) ndo ¢ limitada superiormente. Assim, existe alguma subsequéncia - — oo com
i
By
’A%

Uy, bem definida em B(0

uma contradicgao.

) e Uy;(0) = 1. O argumento do caso 1 aplica-se, e chegamos a

2. (dy/oy) € limitada superiormente e inferiormente. Passando, a uma subsequéncia, se neces-
sario i—: — s, com s > 0. Repetindo o argumento de compacidade do caso 1, concluimos

que, uma subsequéncia de w; converge a u, a qual é solugao de

— AT(y) = Ate + (1= teolpi(p)a?(y) == Fy) Hy ={y:yn > —s}, u € C*(H,).
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2

Como no caso 1, temos que w(0) = 1. Desde que T(y) = of 'ux(z) = 0, para x € O,

concluimos que

u(y) =0, em {y e RY :y, = —s}. (2.28)

Fazendo a mudanca de variavel x = (y1,- -+ ,y, + s), e definindo

w(z) =uly) =u(y, - yn);
temos que

—Aw(x)=— ATy, yn) = F(y1,-+ ,yn) = F(y) = F(z), x € RY
w(z) =0 {z e R : 2y =0}

A aplicagao
(W1 yn) = (W1, yn + 9) (2.29)

transforma o semi-espago y, > —s, no semi-espago x,, > 0 e w(x) =0, se z,, =y, +s = 0.
Pelo Teorema 72, segue que w(x) = 0, e portanto u(y) = 0, desde que a aplicagao (2.29) é

bijetiva. Mas isso contradiz a igualdade w(0) = 1.
[l

O lema a seguir, serd utilizado varias vezes no decorrer desta secao. Ele, também sera de

fundamental importancia no resto do trabalho.

Lema 43. Assuma que Tlﬁ tem um ponto fizo nio-nulo em (u,v) € K x K, para algum (\, i) €
A %

0,00)2 0,0)}, entdo T}, tem um ponto fixzo nao-nulo em K x K, para todo (\, ) € [0
AL

[0, 721\ {(0,0)}.

Demonstracao. Dado (A, ) € [0, A] x[0,72]\{(0,0)}, temos que (u,v) = (0,0) e (@, v) sdo pares de
sub-supersolu¢oes do sistema (S) com os parametros A, u. De fato, isso segue, do fato das fungoes

fi,g9: (i =1,2) serem positivas e, porque

— AT = N i(z,u)g(z,¢) >
- A ¢ = ﬁfQ(xvdj)gQ(x?ﬂ) 2 :uf2<x7¢)92(xvﬂ>v Q

Assim, pelo Corolério 39, segue que, o sistema (.5), tem no minimo uma solu¢do nao-nula,
para (X, 1) € [0, X] x [0,72] \ {(0,0)}, isto ¢, T} , tem um ponto fixo nao-nulo em K x K, para todo
(A1) € 0,3 x [0,7\ {(0,0)}. m

Obeservagao 3: Se (Ao, o) € int(H), entdo Q := (0, ) x (0, po) C int(H).
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Considere (Ao, f19) € int(H). Pela observagao 2, temos que (g, io) € (0,00)%. Assim, pelo
Lema 43, segue que, @ = (0, A\g) X (0, o) C H, e isso, implica que ) C int(H), pois sendo () um
subconjunto aberto de R?, ele é uma vizinha aberta de cada um de seus pontos.

Agora, estudaremos as principais propriedades do conjunto H. A menos de menc¢ao con-
traria, os parametros A e p serao nao-negativos, em virtude do Lema 40. Também, a menos de
mengao contraria, utilizaremos a norma do maximo |- |; em R? e, para nao sobrecarregar a notagao

escreveremos |- [y = | - |.

Lema 44. Assuma que (Hy) — (Hy) sao satisfeitos. Entao:

(z) {(0,0)} C H;
(it) H é fechado e limitado;

(ii2) int(H) € nao-vazio e limitado.

Demonstragao. Prova de (i): Claramente (0,0) € H, pois T((0,0) = (0,0). Pelo Lema 41, dado
r >0, existe (A, i) € (0,00)%, tal que para todo (A, i) € [0, \] x [0, ur] \ {(0,0)} o operador Ty ,
tem um ponto fixo em K, X K,. Em particular, o retangulo aberto (0, \,) x (0, u,,) C H e, assim,
H\ {(0,0)} & ndo-vazio.

Prova de (ii): Seja (A, u,) C H, tal que (A, i) — (A, p). Queremos mostrar que (\, ) € H,

ou seja, existe (u,v) € K x K tal que Tj’“(u,v) = (u,v), ou equivalentemente

— Au=Ahy(x,u,v),
— A v = phy(x,u,v),
u=1v=0,00.

Desde que Ty, (tn,vn) = (Un,vn), isto &:

- A Up = )\nhl(I,Un,Un), Q
- A n = pnh y Uny Un 7Q

Un = Hnha (2, tn, ) (2.30)
Up, Uy >0 Q

Uy = v, = 0,010,

segue, pelo Lema 42, que (uy,v,) é limitada em K x K. Assim, hy(.,upn,v,) € ha(., Uy, v,) sd0

uniformemente limitadas e, consequentemente, existe uma constante C'y > 0 tal que

||(h1(.,un7’l]n), h2('7un7vn))||K><K < 0107 para tOdO nc N

Portanto,
(B (st v0), Bty ) € (EP(Q) X LP(R),¥p > L.
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Considere p > 2N grande. Pelo Teorema 65,
| (e, v0) [ wzee < Cral|(ha (s s vn), Ba (e Uny v) ||k < Cha, V0 € N,
onde (5 é uma constante. Assim, de
W?2P(Q) < C*(Q),0 < a < 1,
segue, a menos de subsequéncia, que
(tn, vy) — (u,v) em CH(Q) x CH*(Q)

o que implica que (u,v) = (0,0) em 052, pois (up,v,) = (0,0) em Q. Além disso, de u,(z) >
0,v,(x) > 0, para todo x € , temos que u(x) > 0,v(x) > 0, para todo x € Q, o que significa que
(u,v) € K x K.

Das convergéncias acima, obtemos as seguintes convergéncias uniformes
ha(ey Unyvn) = ha(u,v) € by, U, vn) = hi(., u,v)

e, como uma consequéncia disso, obtemos, por (2.30), que

/vuvwz/khl(:v,u,v)w
Q Q

/VUV¢:/Mh2($7uav)%
Q Q

para toda ¢ € C(€), e portanto, (u,v) é solucio fraca de

— A u=M(z,u,v),Q
— A v = phy(x,u,v),Q
u=v=0,00

o que significa que Ty ,(u,v) = (u,v) e, portanto (A, p1) € H.

Agora, provaremos que H ¢ limitado. Se H fosse ilimitado, entdo existiriam sequéncias

(tUn,vn) C K X K e (A, ptn) C [0,00)?, tais que

Tin#n (un,vn) = (unvvn)

Ap — 00 ou f, — 00, quando n — oo.
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Sem perda de generalidade, suponha que A\, — co com n — oo. Da hipotese (Hs), existem

e >0e sy >0, tais que

min i@, s) > hte

z€Q S millgl(x7 0)7
e

para s > So. (2.31)

Como f) é continua e positiva no compacto Q x [0, s, existe 8 > 0 tal que fi(z,s) > 3, para

todo (z,5) € Q x [0, 50] . Assim,

fl(m’s) > é > éy para todo (ZE,S) €0 x (O’ 30]’
S S S0

o que implica que

min S, s) > ﬁ, para todo s € (0, so. (2.32)
e S So

Por outro lado, de \,, — oo, segue que

A )
b oite (2.33)
so ~ ming(z,0)
€
para algum M € N tal que Ay, > 1. De (2.31), (2.32) e (2.33), segue que
A fi(z, s) . 0 + €
— 2= A ; z
5 R N i 0)
z€Q)
para todos € Q e s € (0,00). Assim,
At i, 5) min gy (,0) > (8 + €)s, para todo (z,5) € T x (0,00)
€
o que implica, por (Hs), que
M fi(z,8)gi(z,t) = (0, + €)s, para todo (z,s,t) € Q x [0,00)% (2.34)
Como T/\lM#M(uM,vM) = (upr, vr), temos que

— Dupr = A fi(@, uar)gi(z, var) > (81 4 €)uar, Vo € €L

Multiplicando, ambos os lados dessa tultima desigualdade, pela autofuncao ¢; > 0 associada

a 01, segue de (2.34), que

51/QUM¢1 Z/QVUMVCbl :)\M/nglfl(ajauM)gl(xaUM) > (51+€)/§2¢1UM-
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Mas isso é impossivel, pela positividade de uys, @1 e 0;.
Prova de (iii): Segue, dos Lemas 41 e 43, que int(H) # 0 e, pelo item (ii) deste teorema int(H)

é limitado.

]

Com o objetivo, de utilizar todas as propriedades do conjunto int(H) ja estabelecidas,

assumiremos as hipoteses (H); — (H,) sastisfeitas, nos lemas a seguir.
O proximo lema, nos diz que, existem pontos da forma (A,0), (0, ) em 9(int(H)), com

A, it > 0 e nos fornece, um conjunto compacto contendo d(int(H)).

Lema 45. Assuma que (Hy) — (Hy) sao satisfeitos. Entdo, existem 0 < A, . < 00 tais que

Demonstracao. Primeiro, mostraremos que

(A€ (0,00) : (A, 0) € A(int(H))} £ 0 e {u € (0,00) : (0, ) € d(int(H))} # 0. (2.35)

De fato, pelo Lema 44 (iii), existe (Ao, to) € int(H) e, pela obeservagao 4, (0, Ag) % (0, po) C
int(H). Mostraremos que
(X0, 0) € (int(H)). (2.36)

Seja Q@ = Q((No,0),r) um quadrado aberto de centro (Xg,0) e raio r > 0, arbitrario. Se
mostrarmos que Q N (int(H)) # 0 e Q N (int(H))® # 0, onde (int(H))® é o complementar de
int(H) em R? entao (Ao, 0) € d(int(H)), desde que, Q foi arbitrario.

Comegaremos provando que QN (int(H)) # (). De fato, desde que, (Ao, 0) € (0, o) x (0, 10),
segue que Q N[(0,Ag) x (0, g)] # 0 e, isso implica que Q N (int(H)) # 0, pois (0, Xg) x (0, po) C
int(H).

Para provar que Q N (int(H))¢ # 0, considere (Ay, 1) € R? onde py < 0, [N\ — Ag| <7 e
lp| < 7. Claramente (\i, 1) € (int(H))¢, pois int(H) C (0,00)%, pela obervagao 3. Por outro
lado, (A1, 1) € @, e assim (A1, p1) € QN (int(H)), o que implica que Q N (int(H))® # (). Assim,
fica provado (2.36).

De forma analoga, mostramos que
(0, po) € O(int(H)). (2.37)

Assim, segue de (2.36) e (2.37), que (2.35) é satisfeito.
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Dai, por (2.35) e H limitado, segue que

(2.38)

{ A =sup {A € RY : (X,0) € d(int(H))} € (0,00)
e = sup {p € R§ : (0, 1) € 9(int(H))} € (0,00),

ficam bem definidos e sdo finitos.

Faremos agora, uma afirmacao de carater geral e, que seréd utilizada varias vezes nos lemas

seguintes.

Afirmacao: {(\.,0), (0, )} C 9(int(H)) N [d(int(H))], onde d(int(H)) é o conjunto dos

pontos de acumulacao de int(H).

Mostraremos que (A.,0) € 9(int(H)) N [d(int(H))], pois o caso (0,u,) € I(int(H)) N
[d(int(H))] é analogo.
De fato, considere (\,) C (0,00), com (A,,0) € 9(int(H)), Ay, # A\, para todo m,n € N e

(An,0) = (A, 0).

Desde que 0(int(H)) é fechada, segue que (A, 0) € O(int(H)). Para mostrar que (\,,0) €
d(int(H)), provaremos que dado r > 0, existe (Ao, to) € Q((As,0),7) N [int(H)], com (Ao, po) #
(A, 0).

Com efeito, existem ng € N e r; < r, tais que (A\,,,0) € Q((A,0),7) e
Q(()\noa 0)7 Tl) - Q(()\*, O), 7”).

Segue de (A,,,0) € d(int(H)), que existe (Ao, po) € int(H) N Q((Any,0),71), € isso implica
que (o, f10) € Q((A\s, 0),7) N [int(H)] e (Xo, o) # (M, 0), pois int(H) C (0,00)?. Disso segue que
(A, 0) € d(int(H)).

Agora, provaremos que
{N0) A e [0, A]FU{(0, ) : € [0, ]} C O(int(H)). (2.39)

Mostraremos que (Ag,0) € d(int(H)), para Ay € [0, A\.). O caso (0, uo) € d(int(H)), para
o € [0, p1i) € similar.
Como ja foi visto (A, 0) € d(int(H)). Assim, considerando o quadrado aberto Q((A., 0), A,—

o), existe
(A7) € int(H) N Q((A, 0), A = o)

e, pela observagdo 3, temos que (0,\) x (0,7) C int(H). O fato de (A, 71) € Q((A+,0), A\ — No),
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implica que

max { |\, — A, [z} < A = Ao,

e disso segue que A, — XA < A\, — Ao, isto &, A\g < A\. Assim, concluimos que

(Ao, 0) € (0,X) x (0,7) C int(H). (2.40)

Segue de (2.40), que existe uma sequéncia (A, i,) € int(H), tal que (A, ) — (Ao, 0)

com n — oo. Por outro lado, é claro que existe uma sequéncia (A, fi,), com fi, < 0, tal que

(An, fin) — (X, 0) com n — oo. Pela observacao 2, segue que (\,, fi,) € (int(H))°. Dessa forma,

mostramos que existem duas sequéncias

(A, ftn) C int(H) e (A, ftn) C (int(H))®

tais que (A, tn) — (X0, 0) € (Any fin) — (X0, 0), quando n — oo, e disso segue que (X,0) €
Jd(int(H). Fica, provado assim (2.39).

Finalmente, provaremos que int(H) C [0, A.] X [0, f.].

De fato, se

(A1) € int(H) e (A\,72) € [0, \.] x [0, ],

entdo A > A, ou [I > [, porque int(H) C [0,00)%. Sem perda de generalidade, suponha que
A > \,.. Como (\, i) € int(H), existe (A, pun) C int(H), tal que

(Ans i) = (A, 1)

1

/\mun(un,vn) = (Up,vy), com (U,,v,) € K X K.

Pelos Lemas 42 e 44, a sequéncia (u,,v,) é limitada e, assim, podemos argumentar, como

no Lema 44, para provar que TXIE tem um ponto fixo em K x K. Portanto, pelo Lema 43, segue

que [0, A\] x [0,71] C H. Dessa forma, temos que

(3,0 € [0, x [0,7] = (0, %) x (0, ) < (D),
e disso segue que (X,0) € d(int(H)), pois int(H) C (0,00)%. Assim, por (2.38), concluimos que

A < \,.. Mas isso é impossivel, pois A > .

]
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Considere a seguinte familia de retas:
L(t) = {(\p) €R*:pp= A= t,t € [~ M} (2.41)

e, apartir dela, considere também

A(t) = sup {/\ (A ) € L(1) N mt(H)} L) = A1) — t (2.42)

e I(t) = (A(t), u(t)), para t € [— i, A.

Desde que int(H) ¢ limitado (veja Lema 45), segue que os nimeros acima estao bem

definidos, para cada t € [—ju., \.].

Lema 46. Suponha que (Hy) — (Hy) sao satisfeitos, entao T'(t) € L(t) N A(int(H)), para todo
t € [—pix, \s]. Em particular Tkl(t)’ﬂ(t), possui ponto fizo, para cada t € [—[i., A\

Demonstracao. Por definigdo, para cada t € [—p., A, existem A, u, > 0, tais que A\, — A(¢)

com (A, ftn) € L(t) Nint(H). Desde que pu, = A, — t, segue que

p(t) ;== lim p, = A(t) —t, t € [—pu, \i].

n—0o0

Como int(H) é fechado, segue que (A(t), u(t)) € int(H), e assim,

T(t) = (A(t), u(t)) € L(t) Nint(H), t € [—pue, Au].

Afirmacao: ['(t) € int(H), t € [—p, \i].

Suponha que I'(ty) € int(H), para algum ¢y € [—p., As] e, considere 7 > 0 e A\g > A(ty) > 0

tais que
Q(()‘(tO)’ ,U(to))v T) cH
Ao — Alto)] < - (2.43)
Por (2.43), segue que
(Ao = to) — plto)| = [(Ao — to) — (Alto) — to)| = [Xo — Alto)| < (2.44)

De (2.43) e (2.44), concluimos que

(Ao, Ao = o) € Q((Alto), pu(to)), ) C H,
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e, pelo Lema 43, segue que

()\0, Ao — to) € (O, )\0) X (0, Ao — t()) C Z?’Lt(H)

e portanto (Ao, Ao — to) € L(to) N (int(H)) e Ao > A(tp). Mas isto contradiz a definicao de A(to).
Assim, I'(t) ¢ int(H), para todo t € [—pu, A, donde concluimos que I'(¢) € L(t) N [0(int(H))],
para todo t € [—pu, A O

O proximo lema, completa a estrutura do conjunto int(H) e, caracteriza I' e suas fungoes

coordenadas.

Lema 47. Assuma que (Hy) — (Hy) sao satisfeitos. Entao:

(i) A\(t) é mondtona nao-decrescente e u(t) é mondtona nao-crescente, o que implica que

{I'(t) : t € [—pu, \i]} € um arco simples;

(1) {T(t) -t € [=p, A} O { A ) = A= 0} = {(As, 0), (0, 1) }5

(i13) O(int(H)) é uma curva fechada simples e
Oint(H)) = {T(t) : 1 € [=pp, AJF U{(X,0) A € [0, AJF U0, 1) = o € [0, ]} 5

(w) int(H) = | {\p) € L) :0< A< A®),0 < pu < p(t)).

tE[— s, Ax]

Demonstragao. (i) Primeiramente, provaremos que A(t) é nao-decrescente. A prova serd por
contradi¢do. Suponha que existam ti,ty € [—p, Ay], com t; < ty e A(t1) > A(t2). Disso,
segue que

u(t) = Alt) — t1 > AMt2) — t1 > Altz) — b2 = p(t2).

Assim, pelos Lemas 43 e 46, segue que (0, A(t1)) x (0, u(t1)) C int(H), pois A(t1) > A(t2) >0
e pu(ty) > p(tz) > 0. Considere um nimero real positivo Ag, tal que A(t2) < A\g < A(t1). As
desigualdades A(t3) < Ao < A(t1) e t1 < ta, implicam que

,u(tz) = )\(752) — 1y < /\0 — 1y < /\(fl) — 1y < )\(tl) — 1 = /L(tl)

e disso segue que (Ao, \g — t2) € L(t2) Nint(H), pois

()‘Oa )‘0 - t2) € (07 A(tl)) X (07“(t1)) C Z’flt(H)

Mas isso contradiz a definicao de \(t3). Portanto A(t), t € [—p., \«] € ndo-decrescente.
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De forma analoga, provamos que p(t) é mon6tona nao-crescente.

Para completar a demonstracao deste item, provaremos que I' ¢ um arco simples. Sem perda

de generalidade, podemos assumir a norma da soma | - |, em R? e ¢, > t;. Dessa forma,

D(t1) = T(t2)]s = [A(t1) — Alt2)| + [A(t1) — 81 — Alt2) + B2

(2.45)
> [A(t1) = A(t2)| = [A(t1) — Alt2)| + [t1 — tof = [t1 — tof.

Por outro lado, como p(t) é mondtona nao-crescente, segue que u(ts) = A(te) —to < A(t) —
t1 = u(ty), isto é, 0 < A(t2) — A(t1) < to — t1, pois A(f) é monotona ndo-decrescente. Dessa

ultima desigualdade, concluimos que

[D(t1) = Tt2)ls < 2A(t) = Alt2)] + [t = Lo] < 3[ts —ta]. (2.46)

Portanto, para todo t1,t2 € [—fu, A, segue, de (2.45) e (2.46), que

1 —to] < |T(t1) — T(ta)|s < 3|t — tof. (2.47)

De (2.47), concluimos que T ¢ injetiva, continua e sua inversa também é continua, e portanto

['(¢) é homeomorfa a [—pu., ], ou seja, ['(t) é um arco simples.

Pelo Lema 45,

{ON0) A€ [0, MY UL(0, 1)« pu € [0, 1]} € OintH) e int(H) C [0,\] x [0, 1a].  (2.48)

Pelo Lema 46, segue que I'(—py) = (AM(—ps), po(—ps)) € L(—pi) N O(int(H)). Assim, por
(2.48), temos que (A(—p), p(—ps)) € [0, \] x [0, ps] e, disso segue que

0 < p(—pe) = AM=pre) + e < pua,
que implica que 0 < A\(—pu,) < 0, isto é,

A(—p,) = 0. (2.49)

Agora, mostraremos que A(t) > 0, para todo t € (—pu., \].
Afirmacao: A(t) > 0, para todo t € (—pu, 0].

De fato, pelo Lema 45, sabemos que (0, 1) € d(int(H)). Entao, dado t € (—pu, 0], existe

(No. o) € int(H) 0 Q((0, ). 3) € (0,00)°,



Capitulo 2. Sistemas FElipticos via Métodos Topoldgicos 91

(iii)

onde € =1 + ft,.

Provaremos que

(Ao, Ao — t) € L(t) Nint(H). (2.50)

De fato, (Ao, to) € Q((0, i14), €/2) implica que

T+ s T+ fs

Ao < « — Ho < ,
0 5 € M — Ho 5

e assim,

)\0+M*—M0 < T4 s,
e, disso segue que \g — t < L.

Por outro lado, pela observacao 3, temos que (0, Ag) x (0,p0) C int(H), pois (Ao, o) €

int(H). Claramente (Ao, A\g —t) € (0, Ag) x (0, ft9), e assim, concluimos que (Ao, \g — ) €

int(H). Pela defini¢ao de L(t), temos que (g, A\g — t) € L(t). Portanto (2.50) é satisfeito.

Segue, da defini¢ao de A(t) que A(t) > Ao > 0. Assim, A(f) > 0 para todo t € (—pu.,0].

Sendo A(t) mono6tona nao-decrescente em [— i, Ai], temos pela afirmacao acima, que

A(t) > A(0) > 0, para todo t € (— ., A\ (2.51)

Assim, por (2.49) e (2.51), concluimos que

{t € [=pe, A 2 A(@) = 0} = {—p}

De forma similar, provamos que

w(t) > 0, para todo t € [—ji., \y)

{t € [, A] = pu(t) = 0} = {A}
Assim, o item (ii), fica demonstrado.

Do Lema 45,
{N0): A€ [0, ]} U{(0, ) : €0, ps]} C O(intH)

e, pelo Lema 46,

I'(t) € L(t) N O(int(H)) C O(int(H)), para todo t € [—fu, Al
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Portanto,
{0() € (e A} U LN 0) 2 A€ (0,3 UL(0,0) £ o € [0, ]} © Oimt(H)).
Vamos provar a inclusao contraria. Para qualquer

(a,0) € Oint(H)) \ {(A,0) : A € [0, A ]} UL(0, ) : o € [0, ]}, (2.52)

temos que (a,b) € (0, ] x (0, ], pelo Lema 45. Considere {5 = a — b, e observe que
tO S [_M*a )‘*] €
(aa b) € L(tO)a (253)

pois (a,b) = (a,a — (a — b)).

De (2.52) e (2.53), segue que (a,b) € L(ty) Nint(H). Assim, pela definicdo de A(to), temos
que a < A(tp).

Portanto,
{(a,b), (A(to), u(to))} C L(to) € a < A(to).

Provaremos que a = A(tg). Se a < A(tp), entdo
lto) = Alto) — (a — b) = (A(to) —a) +b > b,

e assim, (a,b) € (0, A(tg)) X (0, u(to)). Pelo Lema 43, temos (0, A(to)) x (0, u(to)) C int(H).
Portanto (a,b) € int(H). Mas isso contradiz (2.52).

Por outro lado, a = A(tg) implica que u(ty) = a —to = a — (a — b), ou seja, u(to) = a, donde

concluimos que

(a,b) = (Alto), p(to)) € {T'(t) : t € [—pu; A}

Dessa forma, fica provado a inclusao contraria.

Finalmente, provaremos que d(int(H)) ¢ uma curva fechada e simples. Claramente

{(X0): A€ 0, A} U0, ) = € [0, pa]}

é um arco simples.

Por outro lado, pelos itens (i) e (ii) deste lema,

{C@) -t € [=pe A}
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{(X,0): A€ 0, A} UL(0, 1) s € [0, ]}

tém justamente os pontos finais {(\., 0), (0, ps) } em comum e, I € um arco simples. Portanto,

J(int(H)) é uma curva fechada e simples.
Seja

(@b)e |J {(p) €Lt):0<A<AD),0< p< p(b)}

te [—,LL* 7)‘*]

entdo, existe um ¢y € [—p., A tal que (a,b) € L(ty) e
0<a<M\ty), 0<b< pulto). (2.54)

Temos, as seguintes hipoteses a considerar:

x a = 0 ou b= 0. Suponha, sem perda de generalidade, que b = 0. Neste caso, pelo

Lema 45, 0 < a < A,. Por outro lado, o item (7i7) deste lema, implica que

(a,0) € O(int(H)) C int(H).

% a > 0eb>0. Sob essa hipotese, segue dos Lemas 43 e 46, que

(a,b) € (0,(tg)) x (0, u(to)) C int(H).
Dessa forma, concluimos que

U {m) € L(t): 0 < A< A(0),0 < u < p(t)}y C int(H).

LE[— pow, Ax]

Por outro lado, dado (a,b) € int(H), temos que (a,b) € [0, \] X [0, u], pelo Lema 45. Além

disso, tg = a — b € [—p., A] € tal que (a,b) € L(ty) e assim (a,b) € L(ty) Nint(H). Pela
definicao de A(tg) e u(to), temos que a < A(tg) e b < u(ty). Portanto,

@) e |J {Amelt):0<A<AD)0<p<ult)}.

te[_u*v)‘*]

Completamos, assim a prova.

O proximo lema, caracteriza totalmente o conjunto H.
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Lema 48. Assuma que (Hy) — (Hy) sao satisfeitos. Entao, existem \* > N, e pu* > i, tais que
OH = {T(t) : t € [—p, A} UL(X,0) - A€ [0, N} U{(0, ) = € [0, 7]}

Demonstra¢ao. Caso 1: int(H) = H.

Considere \* = A\, e u* = p,. Segue, dos Lemas 44 e 47, que

OH = d(int(H)) = {T(t) : t € [—p, M} U LN 0) 2 A€ [0, ]} U L(0, 1) = o € [0, 7]}

Caso 2: int(H) C H.
Inicialmente, faremos uma afirmacao.

Afirmacao 1:
0+ H\int(H) C {(\p) €[0,00): Ap=0}. (2.55)

De fato, suponha que exista (\, 1) € H\int(H) e (A, 71) € (0,00)% Como, int(H) é fechado,
entdo int(H) N (0,00)2 é aberto e, assim, dado (X, 1) € int(H) N (0,00)% existe um quadrado
aberto Q((\, 1), r), tal que

Q((A\,7),) C (0,00)* e Q((A, 70),r) N int(H) = 0.
Por outro lado, de (A, 77) € H, segue do Lema 43, que
Q((\,@),r) N {()\,u) 0< A< \0<p <E} C H,
e, argumentando como na observacao 3, obtemos que
Q((\,@),r) N {()\,u) 0< A< \0<pu< E} C int(H),

o que implica que (X, 77) € int(H). Mas isso é uma contradicdo. Fica, provado assim, a afirmacio

1.

Note que

H\ int(H) = 0H \ d(int(H)). (2.56)

De fato, se (A, 1) € H \int(H), entdo (\, 1) € H e (\, 1) € int(H) = d(int(H)) U (int(H))
e assim, concluimos que

(A, ) & O(int(H)). (2.57)

Por outro lado, pelo Lema 43, dado qualquer quadrado aberto Q((\,7),r), existem 0 <
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A<XeO<pu<T,com (\p) € H tais que (\, 1) € Q((N\, ), 7) N H e, dessa forma

Q((\ @), )N H #0. (2.58)

Pelo fato de H \ int(H) C {(\, i) € [0,00)% : A\ = 0}, podemos supor, sem perda de ge-
neralidade, que 77 = 0. Logo, podemos encontrar (X, ) € Q((X,0),7), com |u| < rep <0, e

portanto

QA m),r) N HE # 0. (2.59)

Desde que, o quadrado aberto Q((\,f),r) foi arbitrario, segue de (2.58) e (2.59), que
(\,71) € OH. Assim, por (2.57), concluimos que

H\ int(H) C 9H \ d(int(H)). (2.60)

Agora, considere (A, 1) € OH \ d(int(H)) C H, pois H é fechado. Como int(H)NOH = {,
segue que (X, 71) € int(H) o que implica que (X, 1) & int(H) U d(int(H)) = int(H). Logo,

(A7) € H \int(H),

e isso implica que

OH \ d(int(H)) C H \ int(H). (2.61)

De (2.60) e (2.61) segue (2.56).

Denote por
A =sup{\: (\0)€0H} (2.62)
p=sup{p: (0,u) € OH}. (2.63)

Por H ser limitado e de (2.38) temos que 0 < A\, < A* < ooe 0 < pu, < p* < oo. Por
defini¢ao, existem sequéncias (A, 0), (0, u,) € OH tais que

(An, 0) = (A", 0), quando n — oo

(0, ptr) — (0, "), quando n — oo.

Como 0H é fechado, temos que (A\*,0), (0, u*) € OH C H, pois H é fechado. Pelo Lema
43, segue que
{(A00): A€ [0,NTFU{(0,p) : € [0,7]} C OH (2.64)
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e de (2.62) e (2.63), temos

{A0) - A> A U{(0, ) - pp > p*} ] N OH = 0.

Agora, observe que, de

H = int(H) | J(H \ int(H)),

segue que

OH = 9(int(H)) UA(H \ int(H)). (2.65)

Assim, pelo Lema 47 (ii7), e por (2.65), concluimos que

OH ={T'(t) : t € [=pu, A] JU{(AN,0) : A € [0, ] FU{(0, ) = € [0, ]} UO(H \ int(H)). (2.66)
Denotando por

B=A{T(t) -t € [=pa; A} UL(A,0) - A € [0, X} U0, ) = e € [0, 7]}

mostraremos que

OH = B, (2.67)

e isso concluira a demonstragao do lema.

Por (2.55), (2.62), (2.63) e (2.64), segue que
OH \ 9(int(H)) = {(A,0) : A € (A, NTF U{(0, 1) = € (", ]}
Por outro lado, de (2.56), temos

O(H \ int(H)) = O(OH \ d(int(H)) = {(X,0): A € M, M} UL(0, 1) : 1 € [, "]}, (2.68)

Seja (A, i) € OH. E suficiente analisar o caso em que (\, 1) € O(H \ int(H)). Por (2.68),
segue que \, <A< Memm=0oul=0eu <@<p* e em qualquer caso (\, i) € B. Logo,

OH C B. (2.69)

Considere (A, 1) € B. Se (\,71) = (A,0), com A < X\ ou (\, 1) = (0,77), com 7 < u*, entdo
(A1) € OH, por (2.64). Se (A1) € {I'(t) : t € [—j1s, \]}, entdo (N, 1) € O(int(H)) C H pelo
Lema 46 e por H ser fechado, e isso implica que (A, 1) & int(H), pois O(int(H)) Nint(H) = (.
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Dessa forma, concluimos que (X, 77) € OH porque (A, 1) € H = 0H U int(H). Logo,

B C 0H. (2.70)

Por (2.69) e (2.70), segue (2.67). Assim, fica provado o lema.

Agora, estamos com todas as ferramentas para demonstrar o Teorema C.

Demostracao do Teorema C

Demonstragao. (i) Pelo Lema 47, {I'(t) : t € [—fu, As]} & um arco simples com pontos extremos
(A, 0) e (0, p1s), e separa (0,00)? em dois subconjuntos disjuntos int(H) e (0, 00)? \W
Denote por

Po = {T(t) 1 £ € (e A1)}
O, = int(H), (2.71)

Oy = (0,00)2 \ int(H) = (0,00)%\ O.

Pelo Lema 47, temos que 'y C int(H) e, como int(H) C int(H), segue que

yuo, C mt(H)

Por outro lado, se ) # H \ int(H), entao por (2.55), temos que

H\int(H) C {(\ p) €[0,00)*: Ap=0}.

Logo,

Oy (VH = Oy [(H \ int(H)) Uint(H)] = 0.

Pelo item (ii) do Lema 44, H ¢é fechado, logo todas as solugdes de (S), pertencem a H, e
consequentemente (S) nao tem solucao para (A, ) € Oy. Agora, observe que, as solugoes
triviais para (5), sdo obtidas quando (A, u) = (0,0). De fato, 0 = — A0 = Af;(0,2)g;(x,0)
para i = 1,2 implica que A = u = 0, pois as fungoes fi, f2, g1 € g nunca se anulam.

Assim, para (A, u) # (0,0) as solucoes de (S) sdo ndo triviais, se existirem. Agora, se
(A, 1) € ToU Oy, como (A, ) # (0,0), temos que (S), tem no minimo uma solu¢ao nao-

trivial.
Afirmacao 1: O sistema (5), tem no minimo duas solu¢oes nao-triviais para (A, u) € O;.

Tome (), ) € O;. Entdo, como O; é aberto, existe (A, i) € O, com A < Ae pu < [i.
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Primeiro, provaremos que existe um conjunto aberto e limitado W C C(Q) x C(Q), tal que

i(Ty, ., WN(K xK),KxK)=1. (2.72)

Seja (¢,1) uma solu¢do ndo-trivial positiva de (S), com (A, ) = (N, ).

Note que, como hy é continua em Q x [0, ||¢[[] e h1 > 0, entdo h; tem um minimo positivo

em Q x [0,]|#]|]. Dessa forma,

¢ = min {hy(z,y,0) : (z,y) € QA x [0, ]|¢]]]} > 0. (2.73)
Analogamente,
g = min {hy(z,9,0) : (z,y) € 2 x [0,][¢|]]} > 0.
Afirmacgao 2: Existe ¢ € (0, 1), tal que para todo € € (0, €], temos
(2.74)

Ahi(2, ¢+ €9+ €) — hi(z, ¢,9)] < (A= N1,z € Q.

De fato, caso o contrario, para todo n > 1,n € N existiriam ¢, € (0, 1] e z,, € Q tais que

A (T, d(20) + €0, 0(20) + €,) — ha(@0, d(n), Y(20))] > (X —A)q1 > 0. (2.75)

Assim, a menos de subsequéncia, temos que =, — x € {2 e consequentemente

0= nlijglo)‘[hl(xna O(Tn) + €n, V(10) + €) — by (20, P(0), V(20))] > (X - ANa >0,

o que é uma contradi¢do. Portanto, (2.74) é satisfeito.

Analogamente, existe €3 € (0,1), tal que para todo € € (0, €2] temos que

/’l’[h2<x7¢+€7w +€) - hz@#ﬁﬂb)] < (ﬁ_ :LL)Q% T € ﬁ

Tome € = min {€, €2}. Entao, para todo € € (0, €], temos que

{ )\[hl($>¢+a¢ +E) - hl(%@@] < <)‘ - )‘)qlv S ﬁ
M[h2($a¢+a¢ +E) - hg(l’, ¢7¢)] < (ﬁ_ M)Q% S ﬁ

Dessa forma, pela monotocidade de hy(z,s,t) em relacdo a t e por (2.73), obtemos que

A =Nar = (A= Nha(z, ¢,7)

)\h1($,¢+g>¢ _'_E) _Xhl(x7¢7w) <
< (A= Nlg = hu(z,0,0)] <0,
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para todo = € Q.

Analogamente,

Mhz(%ﬁﬁ‘i‘gﬂﬂ +E) —ﬂh2<l’, QZMD) < (ﬂ_ M)[(h - h2(I707¢>} S 07

para todo = € Q.

Sejam u = ¢ + € e U = ¢ + €. Entao,

— AT =—N¢ = n(z,0,90) > Mhi(z,0+e,p+¢),x€Q
_AE:_Aw:ﬁhQ(:a 7¢) >/Lh2($,¢+€,d}+€),ﬂf€@
u=v=¢€¢>0,z €00

S S

o que significa que (@, ) é supersolucao estrita de (S). Sejam u = v = —¢, entao (u,v) é
subsolugao estrita de (5), se definirmos h;(x,s,t) = h;(x,|s|, [t|) para todo (s,t) € R x R,

isto é, se estendermos h; a Q x R x R. Denote,

W ={(u,v) € C(Q) x C(Q) : (u,v) < (u,v) < (u,v)}.

Pelo Teorema 16, segue que (2.72) é satisfeito com o conjunto W.
Afirmacgao 3: Existe R > 0 grande, tal que W N (K x K) & Kr x Kg e i(T}

A“uJKR ><
Kp, K x K) = 0.

Com efeito, escolha (v,k) € Oy com 7 > X e k > pu. Além disso, escolha R grande tal que
R > max {61,62}, onde C e Cy sdo as constantes do Lema 42, com I} = [\, 7] e I, = [, K],

respectivamente.
Afirmamos que
Z(Tl KRXKR,KXK):O,

’Y7H’

pois, caso contrario, existiria (u,v) € Kgx Kg tal que Tvl’ﬂ(u, v) = (u,v), e assim (v,k) € H,

o que é uma contradicao, pois O, N H = (.

Também, como (A, ) € Oy, temos que A > 0 e x> 0. Considere
U:Krpx Kpx[0,1] » K x K

definida por
U(u,v,t) = I(u,v) — [t ,(u,v) + (1 = )T . (u,v)].
onde I é a identidade sobre K x K.

Temos, para todo (u,v,t) € (Krx Kg) x[0,1], que (0,0) # ¥(u,v,t). Com efeito, suponha
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por contradigao que exista (u,v,t) € (Kr x Kg) x [0, 1] tal que
tTh u(u,v) + (1 = )T 4 (u,v) = (u,v). (2.76)
Entao, denotando por
Ty pu(u,v) = (ug,v1) e T,y o(w,v) = (ug, v2),

segue de (2.76), que

—Au=—Atug + (1 — t)us] = tAhy(z,u,v) + (1 — t)vh (2, u,v),
—Av=—A[tvy + (1 — t)vg] = tphs(z,u,v) + (1 — t)kha(z, u, v)Q
u=wv=0,01,

ou seja, (u,v) é uma solugao do sistema

— ANu=[tA+ (1 —t)y]hi(z,u,v), Q
—Av=[tu+ (1 —=t)k]ho(z,u,v), Q
u=wv=0,00.

Como tA+ (1 —t)y € [M\v] e tu + (1 — t)x € [u, k], segue, pelo Lema 42, a contradi¢ao
R =||(u,v)||kxx < max {61,62}, pois R > max {61,62}.

Aplicando, a invariancia por homotopia, obtemos

i(Ty,, Kp x Kp, K x K) =i(T,,, Kr x Kp, K x K) = 0. (2.77)

Y,k

Aplicaremos a propriedade de adicdo do Indice de Ponto Fixo, com os seguinte abertos de
KR X KRZ
WNK xK)e Kp x Kg\WnN(K x K).

Denotando por
A=WnN(K x K)JU[(Kg x Kg) \WnN (K x K),

temos que

(0,0) & (I = T3, )(Kr x KR\ A).

Com efeito, se o contrario fosse verdade, existiria (u,v) € O(Kg x Kg) ou (u,v) € (W N
(K x K)) tal que

T)},,u(uﬂj) = (u,v),
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pois
KRXKR\Azﬁ(KRxKR)Ua(Wﬂ(KXK)

No caso em que (u,v) € O(Kg x Kg), chegamos a contradigao, com R = ||(u,v)||xxx <
max {61,62} < R.

No caso em que (u,v) € I(W N (K x K)), temos u € {u,u} ou v € {v,T}, 0 que implica que

T (s 0) # (u,0),

porque u, v sao subsolugoes estritas e w, v sao supersolugoes estritas.

Agora, podemos aplicar a propriedade da adi¢io do Indice de Ponto Fixo (Propriedade (I5))

para obter
i(TL, Krx Kp \WN (K x K),K x K)=i(T},, Kr x K, K x K) (278)
—i(TL,, WN (K x K),KxK)=-—1. '

Concluimos, de (2.72) e (2.78), que Ty, tem no minimo dois pontos fixos nao-triviais em

Kpr x Kg, isto &, o sistema (.S) possui no minimo duas solugoes positivas para (A, p) € Oy.

Por conveniéncia, denotaremos por
L={(\0): A€ [0, M) U{(0, ) : e [0,1)} e L' = {(A,0): A > XFUL(0, ) : 1> 1)}
Pelo Lema 48, temos

{(0*,0),0,p)}YULCOH e L' NH = 0.

Pelo item (ii) do Lema 44, H é fechado. Logo, todas as solugoes de (S) pertencem a H, o que
implica que (S) nao tem solugao para (A, pu) € L'. De forma analoga ao item anterior, vemos

que (S) tem no minimo uma solu¢ao semitrivial para (A, u) € {(A*,0), (0, ")} UL\ {(0,0)}.
Agora, é suficiente provar que (S) tem no minimo duas solugdes semitriviais positivas para
(A, 1) € LNA{(0,0)}-

Sem perda de generalidade, assuma que A € (0, \*) e u = 0.

Afirmacao 4: Existe um conjunto aberto e limitado W; C C(Q) tal que
i(Ay (), Wi N K, K) = 1. (2.79)

De fato, seja (u*,0) uma solucao positiva semitivial do sistema (S) com (A, u) = (A*,0),

entao, de forma anéloga ao que fizemos no item anterior, existe € € (0,1) tal que, para todo
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€ € (0, ¢] temos que
Ay (2, u* +€0) — hy(x,u*,0)] < (A — N)g,7 €Q
onde ¢ = min {hi(z,s,0) : (z,5) € Q x [0, |[u*]|} > 0, e assim,

)\hl(xﬂf< + 670) - )‘*hl(x7u>k70) < (A* - A)[q - h1<$7U*70)] <0,z € Q.

Seja u = u* + €, entao
— A > My (z,uw,0),x €
u >0,z €0

o que implica que U é supersolugao estrita da primeira equagao (com v = 0) do sistema (.5).
Seja u = —¢, entao u é uma subsolugao estrita da primeira equagao (com v = 0) do sistema

(S) se definirmos hy(z,s,0) = hy(z,|s],0) para todo s € R. Denote por
le{u60(5)1g<u<ﬂ,ﬂ},

entao, de forma andloga ao que foi feito no Teorema 2.1.1, sabemos que (2.79) é valido.

Afirmacao 5: Existe R > 0 tal que,

WiNEK G Kg
Z(A%\(.,O),KR,K) = 0.

De fato, escolha (X, 0) € L' e R grande tal que R > C4, onde C; é a constante do Lema 42,

com I; = [\, \]. Com os argumentos do item anterior obtemos

i(A(.,0), Kg, K) = i(A(.,0), Kg, K) = 0. (2.80)

Aplicando a aditividade do Indice de Ponto Fixo (Propriedade (I5)) e (2.79) e (2.80), temos

i(A3(.,0), K \ W1 N K, K) =i(A}(.,0), Kg, K) — A3(.,0), W, N K, K) = -1  (2.81)

Portanto, por (2.79) e (2.81) o operador A}(.,0) tem no minimo dois pontos fixos nao triviais
em K, em outras palavras, o sistema () tem no minimo duas solu¢oes semitriviais positivas
(u1,0) e (ug,0).



Capitulo 2. Sistemas FElipticos via Métodos Topoldgicos 103

Aplicaremos o Teorema C, para estudar o sistema

(R) - { — ANu=Af(z,u), Q

u>0, Q u=0, 09,

com respeito ao parametro A\, onde Q C RY (N > 3) é um dominio aberto, limitado e suave e
feC(Qx][0,00),(0,00)).

Para estudar o sistema (R), consideraremos as seguintes hipoteses:

(Ry) lim inf min f(z.s)

§—00 Q) S

> 01, onde &; é o primeiro autovalor de (—A, H}(Q));
(Ry) existem p € C(Q,(0,00)) e g € (1,(N +2)/(N — 2)) tais que

lim —f(x, )

= p(z) uniformemente com respeito a x € €.
5—+00 s

O proximo corolario é uma consequéncia do Teorema C.

Corolario 49. Suponha que (Ry) — (R2) sao satisfeitos. Entao, existe um nidmero real positivo
X tal que, (R) nao tem solugdo, tem no minimo uma solugdo ou tem no minimo duas solugoes

positivas, se A > XN, X=X ou X € (0,\), respectivamente.

Demonstragao. Observe que, estudar o sistema (R) é equivalente a estudar as solugdes semitriviais

do sistema
—Au=\f(z

—ANv=0f(x
u>0Q, v=08Q, u=v

7u)’ Q
,v), €

0 052.

Assim, pelo Teorema C (i7), existe X' > 0 tal que: (R) ndo tem solugdo se A > X, tem no

minimo uma solu¢ao para A = ) e nao tem solugao se A € (0, \). O



Apéndice A

Resultados classicos

A.1 Topologia
Neste apéndice, vamos recordar algumas defini¢coes e enunciar os principais resultados de
Analise no RY e Topologia que foram utilizados nesta dissertacao.

Teorema 50. Sejam X e Y espacos métricos e A C X, B C Y. Se A ou B for aberto, entdao
A X B serd aberto em X xX Y.

Demonstragao. Ver E.L. Lima [25]. O
Teorema 51. Sejam X1, --- , X, espacos métricose S; C X1,---,5, C X,,. EntaoS; X --- x5, =
Sy X xS,

Demonstragao. Ver E.L. |26]. O

Teorema 52. Dados AC X e BCY, onde X eY sao espagos métricos, tem-se que (A X B) =
(OAXx B)U(AXx0B) em X xY.

Demonstragao. Ver [26]. O

Lembraremos a definicao de conjuntos conexos e componentes conexas, seguindo as ideias

de [26].

Definicao 18. Seja X um espaco métrico. Uma cisao de X € uma decomposicio X = AU B de
X como reuniao de dois subconjuntos abertos e disjuntos A e B. A cisao X = AU B diz-se trivial

quando um dos abertos, A ou B € vazio.

Definicao 19. Um espaco métrico X chama-se conexo quando a unica cisao possivel em X € a
trivial. Um subconjunto S de um espaco métrico X diz-se um conjunto conexo quando o subespaco

S C X (isto € S é um espaco métrico com a métrica d induzida pela métrica de X ) é conexo.
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Teorema 53. Seja (Sy)rer, uma familia arbitrdria de conjuntos conexos num espago métrico X .
Se todos os S\ contém o mesmo ponto a € X, entao a reuniao S = U S\ € conexa.

AEL

Demonstracao. Ver [26]. O

Seja X um espaco métrico e considere o conjunto

Cr,={UA: AC X éconexoex e A}.

O conjunto C, é chamado de componente conexa de z em X. Observe que C, # (), pois
{z} C C,. O conjunto C, é conexo pelo Teorema 53, mais ainda, ele é o maior subconjunto conexo
de X que contém z € X. De fato, se S é conexo em X e x € S, entao S ¢ um dos conjuntos

conexos cuja uniao é C,. Logo S C C,.

Seja X um espaco métrico. A relacao "existe um subconjunto conexo de X contendo
os pontos x e y", simbolizada por x ~ y, é uma relacao de equivaléncia em X. As classes de
equivaléncia segundo esta relacao sao as componentes conexas de X. Isto significa que, C, = C,
se, e somente se x ~ y. De fato, neste caso temos z,y € C, com C, conexo, o que implica que
x ~ y. Para provar a reciproca, suponha que exista um conjunto conexo S contendo x e y. Entao
y €S C Oy, e como C, é conexo obtemos que C, C C. Analogamente se vé que C, C C,, donde
Cy = C,,.

A familia (C,),cx das componentes conexas de um espac¢o métrico X fornece uma partigao
de X em subconjuntos disjuntos. Uma componente conexa C' de um espago métrico X é um
subconjunto conexo maximo, isto é se S é conexo e C' C S5, entao C' = S. Além disso, se S é
conexo e SNC # (0, entdo S C C. Todo subconjunto conexo nao-vazio de X esta contido em uma

inica componente conexa.

Seja S C X um subespaco de X, entao tudo que foi dito acima continua valido para S.
Suponha que S seja um suconjunto aberto de X, entao todas as componentes conexas de S sao
abertas. Para demonstrar isso, relembraremos alguns fatos. Os abertos de S sao da forma S N A
onde A C X é aberto. Em particular, se B(x,e) C S, entdo B(xz,€) C S é aberto em S. Por
outro lado, toda bola aberta B%(z,€) em S tem a forma SN B(x,¢), onde B(x,¢) C S é uma bola
aberta em X, assim concluimos que B(z,€) C S ¢ uma bola em aberta em S, e em particular um

subconjunto conexo de S.

Queremos mostrar que se C' é uma componente conexa de S, entao dado x € C, existe
uma bola aberta de X tal que B(z,¢) C C. Seja x € C, entdo x € S. Como S é aberto em X,
existe uma bola B(z,€) em X, tal que B(z,e¢) C S, e pelo que foi visto acima, esta bola é um
subconjunto conexo de S e portanto B(z,e) C C, devido ao fato de C' ser um conjunto conexo

méaximo em S. Portanto, cada componente conexa de S é aberta.
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Definigao 20. Um caminho em um espag¢o métrico X é uma aplicagio continua f : [0,1] — X.
Um espaco métrico X chama-se conexo por caminho quando dois pontos quaisquer de X podem
ser ligados por um caminho contido em X. Um subconjunto S C X diz-se conexo por caminho

quando o subespaco S tem essa propriedade.

Definicao 21. Um espaco métrico chama-se localmente conexo por caminho quando para todo

x € X etoda vizinhanca x 3 'V existe uma vizinhaca conexa por caminho x > U tal quex € U C V.

Obsevacao Se X é localmente conexo por caminho, todo subconjunto aberto de X tem a
mesma, propriedade. Também, todo espago vetorial normado é localmente conexo por caminho.

Segue que todo aberto de um espago vetorial normado é localmente conexo por caminho.

Teorema 54. Seja X um espaco métrico localmente conexo por caminho. Entao X é conexo por

caminho se, e somente se, € conezo.
Demonstracao. Ver [26]. O

Observacao Segue do teorema acima que todo subconjunto aberto de um espaco vetorial

normado é conexo por caminho.

Teorema 55. (a) Sejam A C RY compacto, f: A — RN continua e ¢ > 0. Entdo existe uma
fungao g € C(RYN) tal que |f(x) — g(x)]2 < € em A, onde |.|a é norma euclidiana usual e

C>=(RY) o espaco das funcoes infinitamente derivavéis (ver notagdao do capitulo 1).

(b) Dados f € CY(D), e >0 ed >0 tal que Ds = {x € D : o(x,0D) > §} # 0, onde o(z, A) :=
inf{ly —aly : a € A}, entdo eziste g € C®°(RN) tal que |f — g| + mazp,|f (v) — g (z)] < ¢,

onde |.| € norma do mdzimo.

Demonstra¢ao. Ver [13]. O

Teorema 56. (Lema de Sard) Seja D C RY aberto e ® € C*(D). Entao pi,(®(Ss)) = 0 (ver

capitulo 1 para notagdo), onde y, denota a medida n-dimensional de Lebesgue.

Demonstragao. Ver [13]. O

Teorema 57. (Teorema do Divergente) Seja D C RY aberto limitado e suponha que 0D é C*.
Seja ainda f : D — RN, f € CY(D,R"). Entdo

/Ddiv(f):/an-udS,

onde v € o vetor normal unitdrio exterior.

Demonstragao. Ver L. Evans [15]. O
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Teorema 58. (Segunda Férmula de Green) Sejam f,g € C*(D). Suponha que as hipdteses do

teorema anterior sejam satisfeitas sobre D. Entao

0
/Vf-vgd:p:—/gﬁfdan/ —fgdS.
D D op OV

Demonstragao. Ver [15]. O

Teorema 59. Sejam D C R aberto, limitado, f € C?(D) e g € CHRYN) tal que supp(g)N®(OD) =
0. Entao eriste u € CH(RY) tal que

div(u(z)) = Jo(z)div(g(f(x))) x € D.
Demonstragao. Ver [16]. O

Seja X um Espaco de Banach real e P um cone de X. Denotaremos por X* o conjunto de
todos os funcionais lineares e limitados em X, ou seja, f € X* se f: X — R é linear e existe uma
constante ¢ > 0 tal que |f(z)| < ¢||z|| para z € X. Um funcional f € X* & positivo com respeito
ao cone P se f(x) > 0 para todo x € P. O conjunto de todos os funcionais lineares limitados e

positivos é denotado por P*, isto é,
P ={feX": f(x) >0,z € P}.

Teorema 60. Sejam X um Espaco de Banach real e P um cone de X . Suponha que X € separdvel.

Entao existe fo € P* tal que fo(x) > 0 para todo x > 0.
Demonstragao. Ver [22]. O

Em particular f(z) = 0 se, e somente se, x = 0 em P, pois para todo x € P,z # 0 temos

x>0, vistoque x — 0 € P.

A.2 Espacos de Banach e Equacoes Diferenciais Parciais

Neste apéndice vamos apresentar alguns resultados dos sobre Espacos de Banach e Equagoes
Diferenciais Parciais que foram utilizados nesta dissertacao. A notacdo deste apéndice é coerente
com a notacao do Capitulo 2. Em todo este apéndice, a menos de menc¢ao contraria, ) sera aberto

e limitado. Utilizaremos as seguintes notagoes
LY(Q) ={f:Q— R: f é mensuréavel e integravel},

LPQ) ={f:Q—R: fémensuravel e |f|” € L'(Q)} .
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Para 1 < p < oo denotamos

|umw4vm:[évmwf.

A abreviacao q.t.p. significard que uma propriedade é valida em quase todo ponto. Para

p = 00, lembramos que

L>®(Q)={f:Q — R: f é& mensuravel e existe uma constante C tal que |f(z)| < C q.t.p. em Q},

fllzee = [[flloe = inf{C: [f(2)] < C qt.p. em Q}.

Teorema 61. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia de

fungoes em L'(Q) que satisfaz

(@) fulx) = f(z) ¢t.p. em €,
(b) existe uma funcao g € L*(Q) tal que para todo n, |f.(x)| < g(x) ¢.t.p. em Q.
Entao f € L*(Q) e ||fn — fll1 = 0.

Demonstragao. Ver H. Brezis [5]. O

Observacao: O Teorema 61 continua valido para LP.

Definigiao 22. O espago C*(Q), k € N € 0 espaco das funcoes f : Q — R que, juntamente com

todas as derivadas de ordem inferior ou igual a k, sdao uniformemente continuas sobre ).

O espaco C*(Q) é um Espaco de Banach munido da norma

1 llox@ =Ilfllow = e, max |7 (o).
onde
U:<017"' 7UN)7 COH’IO'Z'GN, |O-‘:0-1+"‘+O'N,
e
alalﬂx)

D7 f(x)

- 0x]10x5? - - Oz
Observagao: Para k = 0, C*(Q) é espaco das funcdes uniformemente continuas em €2, e
portanto limitadas. Para |o| = 1 temos que D7 f(x) = 7 f(x) é o gradiente de f.

Definicao 23. O espaco C**(Q), com o € (0,1), € o subespago de C*(Q) constituido pelas fungoes

com k-ésima derivada sendo Holderianas com expoente «, isto €, que verificam

Hyo(f) = max sup 12248 = D7)l

< 00, com T .
lo|=k z,yeQ ’1’ - y’a 7 ?é Y
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De forma abreviada, temos
Ch(Q) = {f € C¥Q) : Hyo < 00}.
O espaco C**(Q) é um Espaco de Banach munido com a norma

fllere = [1Flles + Hialf)-

Para k = 0 escreveremos C%%(Q) = C%()) e também ecreveremos C*(Q) = C**.

Definicao 24. Sejam X e Y espacos de Banach com'Y C X subespaco vetorial de X. Dizemos
que Y tem imersao continua em X, e escreveremos Y — X, se o operador identidade I :' Y — X

for continuo, isto é, existe um constante C tal que ||I(x)||x = ||z||x < C||z|]y.

Definicao 25. Sejam X,Y FEspacos de Banach comY C X subespaco vetorial de X. Dizemos que
Y tem imersao compacta em X, e escreveremos Y —— X, se o operador identidade I :' Y — X

for compacto.

Teorema 62. Sejam k um inteiro nio negativo e a € (0,1). Entio CH*(Q) —— CF(Q).
Demonstragao. Ver R.A. Adams [1]. O

Observacao: Pela definicio da norma ||.||cx, temos que C*(Q) — C(Q), e segue do

teorema acima e por composi¢ao que C*%(Q) < C(Q).

Definigao 26. Seja L, () = {f € L'(K) : K C Q ¢ compacto}. Dizemos que g € L}, () € a

loc loc

derivada fraca de ordem o de f € L}, (), e secreveremos

g=D’f,

se

/Q FDgds = (~1)° /Q D 1,

para toda ¢ € CX(Q), onde CX(Q) = {f € C*(Q) : supp(f) CC Q} e supp(f) = {x: f(x) # 0}.

Observacao: Lembremo-nos que A CC B significa que A C B e A é compacto em B.

Definigao 27. Sejam 1 < p < oo e k um inteiro nao negativo. O Espago de Sobolev WFP(Q)
consiste de todas as fungoes f € L}, (Q) tais que para todo multitndice o com |o| < k, D° f existe

no sentido fraco e pertence a LP(S).

Observagao: Se p = 2, escreveremos H*(Q) = W*2(Q) (k=0,1,---).
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Se f € W*P(Q), entdo

Z/|D"f|pdx; sel <p< o0

lo|<k

> D7 fllz se p = oo,

lo|<k

[ 1lwen e

define uma norma em W*?(Q). Denotaremos por We?(Q) o fecho de C°(2) em WH2(Q).
Para p = 2 temos que H*(Q) e Wi?(Q) = HF sio Espacos de Hilbert.

Teorema 63. Seja ) um dominio limitado e suave. As sequintes imersoes sao satisfeitas:

(a) Se kp < N, entdo WFP(Q) —— LP(Q) para todo 1 < q < p* = Np/(N — kp);

(b) Se0<m<k— % <m+1, entdo WhP(Q) —— C™P(Q) para f < a =k — % —m.
Demonstragao. Ver Gilbarg e Trudinger [21]. O

Teorema 64. Seja ) aberto e suave. Entao

(a) Wok’p —<— LP(Q), para kp < N, 1< q < N]Xip,'

(b) WEP esess C™(Q), para 0 < m < k — %.

Demonstragao. Ver [21]. O

Denotaremos por L o operador diferencial tendo uma das seguintes formas

N
Lu = Z( T)Uyg, )z —1—21)@ T )y, + c(z)u, (A1)
ij=1
ou
N
Lu:z uxxl+2b’ T)Uy, + c(x)u, (A.2)
ij=1
onde a”, b, ¢ (i,j =1,---,N), a” = a’" sdo especificados de acordo com o problema em estudo.

Definicao 28. O operador L ¢é uniformemente eliptico se existe 6 > 0 tal que

N
Z v)&€; > €], (A.3)

para todo v € Q e todo £ € RY.
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Se b =0, ¢ = 0 escreveremos

Liu = Z (a7 (2)ty, ) ;-

1<ij<N

Definigao 29. Seja h € L*(Q). Uma fungio u € Hy(Q) é solugao fraca do problema de Dirichlet

—Liu=nh Q
= ), (A4)
u=0, 09,
se
N
Z / a7 Uy, Vg, = / hv para toda v € CZ(Q).
ij=179 Q

Teorema 65. Suponha que a¥ € C*(Q). Entdo as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

(i) Sejah € LP(Q), 2 < p < oco. Entdo (A.4) tem uma unica solugdo fraca u € Hy(Q)NW?2P(Q)

e a sequinte estimativa € satisfeita:

[ullw2r < clh]]Le.

(it) Se h € L>(Q) entdo u € CH*(Q) para todo 0 < a < 1 e

ullra < el[l]ce.

(i3i) Se h € CO*(QQ) entio u € C*>*(Q) e

llullcz.e < c||h]|co.,

onde ¢ é uma constante positiva que depende somente de 2 e em (i), (it) a fun¢do u € solugdo

fraca de (A4).

Demonstragao. Ver A. Ambrosetti e G. Prodi [4]. O

N

Lembemo-nos que o operador Laplaciano é definido como Au = g Ug,z;- O teorema a
i=1
seguir é conhecido como Estimativa Interior.

Teorema 66. Seja u € WH2(Q) solugio fraca de Nu=h, h € LP(Q), 1 < p < oo, ou seja,

/Vu-vv:/v~hpara toda v € C°(9).
0 Q
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Entao u € W?P(Qq) para todo 0y C Q, e
[lullw2re) < clllullzr@) + 1Al Lr@)-
A constante ¢ depende somente de p, N, g e Q. Além disso,
Au=nh q.t.p. em Q.

Demonstragao. Ver J. Jost [23]. O

Definicao 30. O espaco T/Vl’f)cp(Q) ¢ definido como sendo

loc

WP Q) = {u e W"P(Q) para todo Qy CC Q} .

Observacido: Note que WH?(Q) c WrEP(Q).

loc

Teorema 67. Suponha que L tenha a forma (A.2). Seja u € M//Zf(Q) solugcao da equacao eliptica
Lu = h em um dominio Q, onde os coeficientes de L pertencem a C*~12(Q),h € C*~1%(Q), com
l1<pg<oo, k>1, 0<a<1. Entiou € C*H2(Q). Além disso, se Q é um dominio de classe
Ck+Le o5 coeficientes de L pertencem a C*~1%(Q) e h € C*1(Q), entdo u € CF12(Q).

Demonstragao. Ver [21]. O

Nos dois teoremas a seguir, suporemos que o operador L tem a forma (A.2).

Teorema 68. (Principio do Mdximo Fraco) Seja L um operador eliptico e suponha que
Lu>0(<0) emQ, c=0emQ,
com u € C*(Q)NC(Q). Entéio

supu = sup« (inf v = inf u).
1p up (in inf u)

Demonstragao. Ver |21]. O

Teorema 69. Seja L um operador eliptico com ¢ < 0 em Q. Suponha que u,v € C%(Q) N C(Q)
satisfacam Lu = Lv em Q, u =v em 0. Entiou=v em Q. Se Lu > Lv em Q eu < v em 0f),

entao u < v em §).
Demonstragao. Ver [21]. O

Os Teoremas 70 e 71 sao conhecidos como resultados globais do tipo Liouville.
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Teorema 70. Sejam Q um dominio limitado e u € C*(RY) uma solugao nao negativa de
—Au=u*em RN, N>2,
com1l<a< (N+2)/(N—2). Entao u(x) = 0.

Demonstragao. Ver Gidas e Spruck [19] e [20]. O

Teorema 71. Seja ]Ri\_] 0 SemMi-espaco {x = (z1, - ,zn) ERY oy > 0}. Suponha que u €
C2RY)NC({z € RN : ay > 0}) € uma solu¢io ndo negativa de

{ —ANu=u" eme

u=0emaxy =0,
com 1l <a< (N+2)/(N—2). Entio u(x) = 0.
Demonstragao. Ver [19] e [20]. O

Teorema 72. (Dugundji) Sejam X e Y espagos vetoriais normados, A C X fechadoe F': A =Y
continua. Entdo F possui uma extensio continua F : X — Y tal que F(X) C conv(F(A)).

Demonstragao. Ver [13]. O

Teorema 73. Sejam X e Y dois Espacos de Banach e D um subconjunto fechado de X. Suponha
que o operador T : D — Y é compacto. Entdo existe um operador compacto T — Y tal que
Tx = Tx para todo v € D e T(X) C convT (D).

Demonstragao. Ver [22]. O

Teorema 74. Sejam Q um dominio aberto, limitado e suave do RY. Suponha que u € W12(Q)
seja solugio fraca de — Au = f em Q, onde f € LP(Q). Entio u € W?P(Q') para todo Q' C Q, e

ullwapey < Clllulle@) + [[f]lr @),
onde C' é uma constante que depende somente de p, N,Q e Q. Além disso, a igualdade
—Au=f,
€ satisfeita q.t.p em 1.

Demonstragao. Ver [23]. O
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Teorema 75. Suponha que u € WH2(Q) € solugdo fraca de
—ANu=f em,

onde f € Wrk2(Q), k > 1 e Q é um dominio aberto, limitado e suave. Entdo, para todo dominio

Q' cC Q aberto, limitado e suave temos que u € W*H2(Q).

Demonstracao. Ver [21]. O
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