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Resumo

Neste trabalho abordamos duas classes de sistemas elipticos quasilineares fracamente
acoplados com multi-parametros. Provamos a nao-existéncia de solucoes explorando o
método das fungoes testes e subdominios adequados, também conhecido como método de
Mitidieri, e também combinamos alguns resultados relacionados a um autovalor principal

de um problema de autovalor com peso indefinido.

Demonstramos também a existéncia e multiplicidade de solucoes para uma das classes
de problemas usando os Métodos de Sub-supersolucao e Variacional, demonstrando que
as solucoes tém energias distintas. Além disso, para contornarmos a impossibilidade
do uso de Principios de Maximo advinda da presenca de pesos indefinidos, obtivemos a
positividade de solucoes utilizando o método de iteracao de Moser. Para a outra classe
de problemas recorremos a técnicas de monotonizacao-regularizacao e um teorema de

sub-supersolucao.

Palavras-chave: Sistemas quasilineares, fracamente acoplado, método de sub-
supersolucao, nao-linearidades singulares e superlineares, teorema do passo da montanha,

método da iteracao de Moser para sistemas.
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Abstract

In this work we discuss two classes of quasilinear weakly coupled elliptic systems
with multi-parameters. We prove the non-existence of solutions exploring the method
of appropriate functions test and subdomains, also known as Mitidieri method, and also
combine some results related to a main eigenvalue of an eigenvalue problem with indefinite

weight.

We have also demonstrated the existence and multiplicity of solutions of one of the
classes of problems using Sub-supersolution and Variational methods, demonstrating that
the solutions have different energies. Furthermore, to overcome the impossibility of using
Maximum principles due to the presence indefinite weights obtained positivity solutions
using the Moser iteration method. For another class of problems we resort to a regular-

ization and monotonicity technique and a sub-supersolution theorem.

Keywords: Quasilinear system, weakly coupled, sub-supersolution method, singular and

super linear nonlinearities, mountain pass theorem, Moser iteration method for systems.
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Notacoes

C, Cy, C1, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);
Bgr(z): bola aberta de centro = e raio R, (Br = Bgr(0));
int(£2) designa conjunto interior de ).

Ayu = div(|VulP>Vu), 1 < p < 0o, é o p-Laplaciano da func¢do u;

/f(x)dm é representada por / f;
Q Q

supp(p) denota o suporte da fungao ¢;

|||z denota a norma do espago E;

é o expoente critico de Sobolev,

N
Paral<p<N,p*:N P

f1 = lim h(t) f1 = lim h(t)

0 %0 tp—17 t—oo tp—1’

fg = lim fa(t)

t—0 ta—1’

f2 = lim fa(t)

t—oo t4—17

B 9Om()

tr—1 ! T T tp—1 )

1._ 71
(gh)o == }g%

o v G2(t)ha(t) s . Ga(t)ha(?)
(gh>0 T 11_131 tq_l ) (gh)oo T tli{& tq_l .

Ao escrevermos (u,v) < (@, v), queremos dizer, u <ue v < U q.t.p. em €.
VH(z) = max{0,V(z)} e V (z) = max{0, -V (z)}
—Ayu+mi(z)u?t = h(x), Q

(Pr)
u>=z0, Q wu =0, 09,



C(€2) denota o espaco das fungdes continuas em Q2 e Cy(€2) sdo as fungoes continuas

de suporte compacto em §2;

C*(Q), k > 1 inteiro, denota o espaco das funcdes k vezes continuamente diferen-
ciaveis sobre Q e C™(Q) N1 C*(Q);

Co~(2) = C%(€) N Co(Q);

CcYh(Q) = {u € C(2): sup % < oo} com 0 < B < 1, e C*(Q) sio
z,y€0 -

as funcoes em C*(Q) tais que todas as derivadas parciais até a ordem k estdo em
™ (Q);

LP(Q) = {u : 2 = R mensuravel : / |ulPdz < oo}, emque ] <p<ooeCRY
Q

¢ um aberto conexo, com norma dada por

1/p
lall, = ( / |u|pdx) ;
Q

L*(Q) denota o espaco das fungdes mensuréaveis que sao limitadas quase sempre em

2 com norma dada por

|t]|o = Inf{C" > 0 : |u(x)| < C quase sempre em Q};

Paral <p<ooe)C RY um aberto,
WP (Q) = {u € LP(Q) : Du € LP(Q)},

com norma dada por

1/p
{/(|Vu|p + |u|p)dx} , sel<p<oo,
Q
Julliy =

max || D¥(u)]]so, se p = 00;
0<|al<1

Para 1 < p < oo, designamos por W, (Q) o fecho de C£°(Q) na norma ||-||;, com a

1/p
oty = [ 197)

Quando estivermos trabalhando com as normas citadas em conjuntos  C RY Ii-

norma

mitados usaremos as notacoes mencionadas e ao abordarmos essas normas em RY

especificaremos da seguinte forma ||u||, gy, |[v|lcory, [||1 R



Introducao

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre questoes relacionadas a nao-existéncia,
existéncia e multiplicidade de solugoes nao-negativas e nao-nulas para a seguinte classe

de sistemas elipticos quasilineares,

—Apu+my(z)uP~t = Fy(x,u,v), €,
— A+ mp(x)0?! = Gu(r,u,v), Q, (1)

u,v 20, Q2 u=0v =0, 011,

onde A, & o operador r-Laplaciano com 1 < r = p,q < N; m; : @ — R e F\,G, :
Q x [0,00)> — R sdo funcoes satisfazendo hipoteses adequadas, A, u sdo parametros
positivos e Q € RY ¢ um dominio limitado regular ou © = RY. Quando Q = R", a

condigao u(x) = 0 quando x € 9N significa que u(z) — 0 quando |z| — oo.

A motivacao para estudar sistemas elipticos resulta do grande nimero de aplicacoes
alem das ja conhecidas para o caso escalar, por exemplo, na teoria dos fluidos [26], elas-
ticidade nao linear [5], problemas de reagao-difusao [37| entre outros, como extracao de
petroleo, astronomia. Os sistemas também podem modelar problemas relacionados com
dindmica populacional, onde a solugao do sistema (u, v), com cada componente nao trivial

e nao negativa, é dita “estado de coexisténcia”, ver [10], [11], [12] e suas referéncias.

Ademais, problemas desse tipo aparecem no estudo de fluidos nao-Newtonianos, onde
o par (p,q) é uma caracteristica do meio. Quando (p,q) > (2,2) os fluidos sdo chamados
dilatantes e aqueles com (p,q) < (2,2) sdo chamados pseudoplasticos. Se (p,q) = (2,2),

eles sao fluidos Newtonianos, veja [56] e suas referéncias.

Nosso objetivo neste trabalho é estudar duas subclasses do sistema (1), sendo a

primeira com as fung¢oes F e G, definidas como
Fy(z,u,v) = a(@)u®™ +b(x)u" v + Af(z) e Gu(r,u,v) = c(z)v” + d(x)vu® + pg(w)

em € um subconjunto de RY limitado com f e g podendo mudar de sinal. E na segunda



subclasse, consideramos para z € RY,
Fy(2,u,0) = a(@) () + M(@)g1 ()i (0) e Gyl u,v) = e(a) fo(v) + pd()ga(v)ha(u).

Em ambas as classes, os sistemas sao cooperativos ou fracamente acoplados conforme
a definigdo dada por Damascelli, Gladiali e Pacella em [19], ou seja, para u fixo, o termo
da direita da primeira equacao de (1) é crescente em v, assim como o termo da direita da

segunda equacao é crescente em u considerando v fixo.

Em todo esse trabalho, designaremos por solu¢ao positiva um par de fungoes (u,v)
nao-negativas e nao-nulas tais que ©v > 0 ou v > 0 e estritamente positiva desde que
u > 0ewv > 0. Além disso, referiremos as nao-linearidades como sublinear no 0 quando

7
o)

i

(2)4 = oo, sublinear no oo se (2)’_ = 0; e superlinear no 0 e 0o se (2); =0 e (2)’, = oo,

respectivamente, para ¢ = 1,2, onde

1 1
(2)o = e 1 (2) s Slﬂrgo =
2 2(s) 2 2(s)
(Z)O - ];_E% ga—1 (z)oo Sli}rgo ga—1 :

Assim na primeira subclasse de problemas o termo misto é considerado superlinear e
subcritico, jA que p—1 < +0; <p*—1leqg—1< v+ < g —1. E na outra, o
termo correspondente pode ser superlinear ou sublinear tanto no 0 quanto no oo, ou seja,
(gh)y = 0 ou (gh)y = oo e (gh)’, =0 ou (gh)’, = oo, parai = 1,2.

Desde 1980s muitos resultados tém sido obtidos para sistemas elipticos semilineares
e quasilineares em dominios limitados ou ilimitados (veja, por exemplo, [13], [32], [8],
[20]). A existéncia, ndo-existéncia e multiplicidade de solu¢oes para sistemas elipticos

quasilineares tém ganhado muito atencao recentemente.

Em 2004 Pigong Han e Cao em [9] e, Han e Liu em [36] usaram métodos de sub-
supersolugao e variacional para mostrar existéncia e multiplicidade de solucoes para o
sistema

—Au =+ 0" tef(z), 9,
—Av = pu+u® 4 8g(x), Q, (2)

u,v>0, Q u=v=0, 019,
onde f,f2 > 1 e satisfazem 1/(y +1)+1/(B2+ 1) = (N —2)/N, f,g € L=(Q) com
f,g=>0e f,g # 0em|[9],eem [36] 1/(f1 +1)+1/(B2+1) = (N —2)/N, A = p,
f(x),g(x) £ 0, x € Q sao tais que existem solugoes para os problemas de Dirichlet,

—Ayu= f(x), Q —Ay =g(z), Q (3)
uz>=0, u=0, 09 v>=0 v=0, 09,



comp=q=2.

Posteriormente, em 2006 Guo [35] demonstrou a existéncia de duas solugoes para o

sistema

( 2
—Au = Y £ N f(x), Q,
U= 7u v f(zx)
2
“Av = et 4 Ag(z), Q, (4)
o+

L w,v>0, Q u=v=0, 09,
onde o,y > 1, a+~v <2, f,g>0e f(z),g(x) #0.

No mesmo ano Bouchekif e Nasri em [7] complementaram o trabalho anterior

mostrando a multiplicidade de solucoes para o seguinte problema,

—Au = au+ (o + D|u|*2ulo|” + Af(z), Q,
v = bu+ (y+ Dl ol + pg(a), ©, 8

u,v >0, Q u=v=0, 011,
com 0 < a+v<2"—1, a,b> 0, os parametros A, u > 0, suficientemente pequenos e
f.g € C'()\ {0}
Uma outra técnica bastante utilizada para a demonstracao de multiplicidade de
solucoes para essa classe de problemas é a minimizagao do funcional associado ao pro-
blema restrito a variedades de Nehari. Usando essa técnica, Tsung-Fang Wu [57] em 2008

e Huei-Lin [46] em 2012 trabalharam com o seguinte sistema

( _ Q@ _
—Au=\ P2y + ——h 2y, Q,
w= M@l S h@)ld
—Av = A2 + i h “ 7 ) Q7 (6)
v = ngla)lol"* -+ bl
L u = v = 0, 011,

para A\, i suficientemente pequenos em modulo, com 2 < a+7 < 2*el < 8 < 2 no

primeiro e 2 < 8 < 2* no segundo.

Afrouzi e Rasouli [1] em 2009 estudaram um sistema semelhante ao (6), porém o

operador é mais geral,

!
—Aju 4+ m(z)uP?u = MulP2u + ——h(z)|u]*2ulv|?, Q,
P (@) ul |ul a+7()|| |v]

¢ —A P2y — plol?~20 + — L h(@)|ul o] 20, Q (7)
ot @)oo = ol o+ bl 9

L u = v = 0, 01,



com2<a+y<p<y<p,p>2 «af>1, 0pesom(zr)éuma fun¢io limitada com
|m|ls > 0 e A, u sdo suficientemente pequenos.
Em relagdo a nao-existéncia, associado ao problema (1), Mitidieri [48] (para §; > 1,

P2 > 1) e Serrin e Zou |27| (para (1, S2 > 0) mostraram que o problema,

—Au= v, RN
~Av= 12 RN (8)

u,v >0, RY,
nao tem solucao radial, se 1/(f1+1)+1/(f2+1) > (N—2)/N. Além disso, eles mostraram
em [28] que (8) admite infinitas solu¢oes radiais desde que 1/(51 + 1) + 1/(f2 + 1) <
(N —2)/N.
A relagio 1/(81 + 1) +1/(B2 + 1) = (N — 2)/N define uma curva em R, para as
variaveis (1 e 3. Esta curva é chamada Hipérbole Critica de Sobolev e substitui a
nocao de expoente critico que aparece no caso escalar. Esta hipérbole apareceu primeiro

independentemente em [13] e [50] e depois em [39] e [31].
Nesses artigos, os autores mostraram que para o sistema (8) ter solu¢ao a condicao

N +2 N +2

51<N_2 e 62<N—2’

é restritiva e uma afirmacao natural sobre 3, e 35 é estarem abaixo da hipérbole critica. E
isso esté concordando com a generalizacao da Identidade de Pohozaev devido a Mitidieri,
onde prova que em dominios estrelados nao existe solucao radial se estivermos acima da

hipérbole.

Ainda em [48], foi mostrado que o problema
—Au= au +w”, RY
—Av= 4 du?, RY 9)

u,v >0, RY,
nao tem solucao classica, se a, b, ¢, d sao constantes positivas, 51, 82,071,092 > 1 e

1 5 +1 1 Jy + 1 >N—2
By —1"610y—1"Fy—1"616o—177 N

max{

Mais tarde em 2004, De Figueiredo e Sirakov [21| provaram que o sistema (9) nao tem
solucao classica limitada, se

Ba—1
Br—1

—1 N +2
e (SQIﬁQ%, Onde 1<61,ﬁ2< N—2

o=



Em 2007, Dai e Peng [17], e em 2010, Santos [51] mostraram a existéncia e nao-
existéncia de solucoes dependendo do tamanho dos parametros para os seguintes proble-

mas respectivamente,

—Aju = W N f(z), Q —Ayu= a(x)u + \b(z)u™, RY
u>=0,9Q wuwu=0 09 v >0, RV, U"”‘i;oo’

onde f1 >p—1lem [17] e /1 <p—1< em [5]].

Também em 2010, Yin e Yang [60] complementaram [51] provando existéncia e nao-

existéncia de solugoes para o sistema

([ —Ayju= alz)u’ + \b(z)®, RY

A= c@)® + b, RY (10)
w,v >0, RY, wu(x)v(z) ity
\ ) Y ) ) )

com B <p—1 G<g—lemax{p—1,¢g—1} <9, \,u>0.

E relacionado a segunda classe de sistemas abordadas nesta tese, além dos trabalhos
ja mencionados, temos também Hai [34|, que em 2007, mostrou existéncia de solucao

positiva para o problema,
—Apu = Xb(z) f(u,v), €Q,
—Ayv = pd(z)g(u,v), €, (11)
u,v>0, u=v=0 0,

com f e g sao nao-decrescentes em u e v, e superlineares no zero, desde que as fungoes b e

d sejam tais que os problemas (3) com a e b no lugar de f e g tenham solugoes positivas.

Em 2009, Toan e Ngo |54] demonstraram que o seguinte sistema tem solugdo para A,

1 > 0 suficientemente pequenos,
—Ayu = M(z,u,v),
—Av = pg(z,u,v), Q, (12)
u,v>0, u=v=0 09,

onde f e g também sdo mondtonas nas duas variaveis e definindo F'(u,v) = max f(x, u,v)
0
e G(u,v) = max g(x,u,v) e h(u,v) = min f(x,u,v) e k(u,v) = min g(x, u,v), assume que
) Q

F e G sejam sublineares no infinito e h e k superlineares no zero.



Para o caso em que €2 = RY, Khalil, Manouni e Ouanan em 2008 [24] mostraram a

existéncia de solucao para o seguinte problema,
—Apu+m(z)uP™t = a(z)u®, RY,

uw>0, RY, () i

)

* , ~ , . . |z| =400
onde 0 < 51 < p* — 1, m é uma fungao continua coerciva, ou seja, m(xr) ——— +oo e

existe mq tal que m(z) = mgy > 0, RY e a funcdo a é nido-negativa.
E em 2011, Tsing-San Hsu |38 provou a existéncia de duas solu¢oes para
~Au+u= a(z)u’” + \b(z)u", RN,
u>0, RY,
com0<y <1<p <2°—1,0<ac L®RY),b" #0eb ¢ limitada, com suporte
compacto e o parametro A suficientemente pequeno.

Associado a sistemas, David Costa em 1994 [14] considerou
—Au+my(v)u= f(r,u,v), RY,

~Av+my(z)v = g(z,u,v), RY,

mostrando a existéncia de solucao com m; sao fun¢oes continuas, coercivas e m; > mg > 0,
para todo z € RY, f e g sdo fungdes continuas com f(z,0,0) = g(x,0,0) = 0 e satisfazendo

hipoteses adequadas.

Manouni e Touzani em 2003 [25] demonstraram a existéncia de solugao para
—Apu+my(x)uPt = b(x)u®t, RY,
—A+my(x)vt = b(x)’u’T, RY,

onde m; se comportam como no trabalho citado anteriormente, b é uma funcao nao-
negativae 0 <y <p—1,0<d <qg—1emax{(N —p)/N,(N,)/N} < (v+1)/p"+ (0 +
1)/q" < 1.

Ainda em 2003, Yang em [58] e Ying e Yang [59], em 2007 mostraram a existéncia de

solucao para o problema
~Au= al2)g(v), R,
(13)
A= ca)f(u), R,

onde g e f sao sublineares no infinito e no zero e a e ¢ sao continuas nao-negativas em RY

em [59] e radiais em [58].



Nosso trabalho esté dividido em trés capitulos. No Capitulo 1, apresentamos alguns
resultados que servirao aos demais, principalmente, algumas propriedades de autovalor do

seguinte problema
{_%w+www*zxmmw47m

w>0, Q w=0, o0, (14)

onde V e p satisfazem hipoteses adequadas e  C RY é um dominio limitado e também
uma situacao limite de autovalores quando Q = RY. E, além disso, Principios de Sub-
Supersolucio para sistemas em RY e em dominios limitados. Ressaltando que, esses

resultados sao ferramentas fundamentais nas demonstracoes posteriores.

No Capitulo 2 demonstramos a nao-existéncia, existéncia e multiplicidade de solucoes

para uma subclasse do problema (1), mais especificamente,
—Apu+my(z)uPt = a(z)u” +b(x)u 0 + N f(z), Q,
(Pr) S —Agv+mo(x)v?™ = c(@)v® + d(z)?u® 4 ug(z), Q,
u,v>=>0, Q uw=0v =0, 019,

para €2 limitado, 0 < m; € L>(2) e f e g podendo mudar de sinal.

Neste capitulo, consideraremos como solugao do problema (P,,) um par de funcoes

nao-nulas (u,v) € E tal que

/Q (|VuP?>VuVe + muP ) de = /ﬂ (au’' @ + bu" v p + Afp) dr,
(15)
/ (|Vv|q_2VvV@/) + mqu_1¢) dx = / (cvﬂ%b + bu’2 02 + ugz/)) dz,
0 Q

para todo (p,9) € E, onde ' = E; X FEy é um espago de Banach e

E; = {u € Wol’p(Q);/(WuV’ + my |ul?)dz < oo} e
Q

E, = {’U € W&’Q(Q);/(WUP + mo|v|!)dx < oo} :
0

munido da norma ||(u,v)||g = ||ullg, + ||v||E,, com

1 1
mm:(ﬂmwwwwmﬁemmf(/WW+mmwQ.
Q Q

Primeiramente, abordaremos a nao-existéncia, supondo as seguintes condigoes,

(NE); (a) Bi<p—1<y+d6<p"—lou(b)v+d<p—1<pB <p"—1,

(NE): p—1< i, vi+0; <p"—1,
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para 1 =1, 2.

Além disso, em ambos os casos nao é necessario que as funcgoes a, b, ¢, d sejam positivas

em todo €2, pedimos que estas fun¢oes juntamente com f e g satisfacam,

(NE) Existe € C 1 aberto tal que m+|QO # 0, onde
m(z) = min{a(z),b(z), c(x),d(x), f(x),g(x)}, v € Q.
(NE)l a € LP*/(p*_ﬁl—l)(Q>’ be Lp*/(p*_’Yl—(sl_l)(Q)’ ce Lp*/(zp*—ﬁz—l)(Q)7
de Lp*/(p*’w"sQ’l)(Q), my,mo € Lp*/(p*’p)(ﬂ), e parai = 1,2
Bi—p+1 Yi+d;—p+1

_1-_8; i+6;—B; —1-5; i+0;—B8;
mi € L%(Q) e ||m] || < (ﬂal—_fﬂy . <_wp+63_f+1> 7 .

(NE)? my,ma,a,b,c,d, f,g € L" (), onde

Nossa contribuicao, neste contexto, sao os seguintes resultados. O primeiro trata de

problemas do tipo sublinear e superlinear.

Teorema 0.1. Suponha que, (NE), (NE), e (NE)' sejam satisfeitas. Entdo, eviste A* > 0

tal que o problema (Py,) nao tem solu¢ao nao-negativa se A, pp > A*.

Enquanto o proximo considera problemas do tipo superlinear.

Teorema 0.2. Suponha que, (NE), (NE), e (NE)* sejam satisfeitas e 1 < p < N. Entio,

existe A* > 0 tal que o problema (Py,) nao tem solu¢io nao-negativa se A, jp > A*.

Os Teoremas 0.1 e 0.2 estendem os resultados de ndo-existéncia de Santos [51] e Qiuyi
e Lihui [17] para sistemas e melhora os de Yin e Yang [60], pois inclui termos mistos ao
sistema, além de dar mais liberdade na variacao aos expoentes. Em nosso caso, desenvolve-
mos duas técnicas distintas para nao-existéncia onde em uma delas usando propriedades
do operador p-laplaciano em conjunto com as caracteristicas das funcoes testes cuida-
dosamente tomadas fomos capazes de obter estimativas a priori nos parametros A e p.
No segundo caso, também chegamos a uma estimativa para os parametros empregando
os resultados de autovalor demonstrados no Capitulol e também considerando funcoes

testes e subdominios adequados.

Em ambos os casos, uma das dificuldades superadas foi a presenca dos termos mistos.
A estratégia foi unificar as equagoes, e para isso exploramos o método das funcoes testes
e subconjuntos de €2 apropriados, também conhecido como Método de Mitidieri, que nos

permitiu a comparagao que precisavamos.
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Ainda associado ao mesmo sistema também estudamos a existéncia e multiplicidade
de solucoes para o caso superlinear. Sendo que, para trabalharmos com o sistema varia-
cionalmente admitimos que v; =, 0y = v+ 1,72 =7,0 =a+1leb=d, com o,y > —1,

fr>p—1,0s>q—1lea+vy+1>max{p—1,q—1}.

Inspirados nos artigos de Santos [51] e Yin e Yang [60], ambos de 2010, demonstramos a
existéncia da primeira solucao via Método de Sub-supersolugao, considerando as seguintes

hipoteses,
(E1) a,b,c e L™(9) sao fungoes continuas nao-negativas,
(B) fr<p'—1,0s<q¢g —lea+vy+1<min{p*—1,¢"—1}.
Além disso, sendo 0 < §; < 1, para i = 1,2 e F := C*(Q) x C*2(Q) \ {(0,0)} denote
H = {(f,9) € F/(Ps) tém soluciao em W,*(Q) N C(Q) e

(Q,) tém solucdao em W, () N C(Q)},

onde
—Apu + ml(x)upil = f(x),
(Pr)
u = O, Q, u - 07 aQJ
—Agu+my(x)” = g(z), Q,
(Qg)

v>=>0, Q ov= 0, 0.
No Capitulo 1, temos exemplos de fungoes onde os problemas acima tém solucao.
Entao,
Teorema 0.3. Suponha que a hipdtese (E) seja satisfeita e (f,g) € H. Entao, existem
N p* > 0 tais que o problema (Py,) tem uma solugao nao-nula (uy,,va,), para todo
(A, ) € (0,A") x (0,u"), satisfazendo )}LIEOHU)\“LLHLOO(Q) = )\H}EOHU)\’#HLOO(Q) = 0. Adi-

cionalmente, se assumirmos (Es), temos I(uy,,vxr,) < 0, para (A, p) suficientemente

pequenos, sendo I o funcional energia associado ao sistema (Py,,).

Agora, seja N(92) como sendo uma vizinhanga de 92 que intercepta €2, e denote
H™={(f,9) € F /I N@OQ) tal que f(z),g(x) >0, para x € N(9Q)}.

Observe que, Cg°(2)* C H™.

Para demonstrarmos a existéncia da segunda solucao, vamos supor as seguintes hipote-

ses,
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(E3) a € L(R2), com o7 = max{p*/(p* — 61 —1),¢"/(¢" — v — 1)}, c € L??(Q), com
oo = max{q"/(¢" — B —1),p"/(p* — a— 1)}, b € L*(Q) fun¢des nao-negativas;
* 1 * 1
(Ey) 7,a>0ep—(1—7t >>1,q—<1—0‘t )>1
p q q p
Lsa+1 a+1l ~v+1
P P q

1.

*

Ot
(Bs) fr <y =+, 2 < g
Assim, temos

Teorema 0.4. Suponha que (E3) seja vdlida e (f,g) € H N H'. Entdo, existe pelo
menos uma solugao (uy,,,vx,) nao-negativa e nao-nula para o sistema (P, ), desde que
(A, 1) > (0,0) sejam suficientemente pequenos. Se adicionalmente, assumirmos (E;) e
(Es), temos que a solugao € positiva. Além disso, (uy,,vr,) converge uniformemente

para uma solugao positiva (ug,vy) do problema (Pypo) quando (A, ) — (0,0), sendo
Apu 4 my(2)uPt = a(z)u” + b(x)uv’ T, Q
(Poo){ Ay + my(x)v? = c(x)v” + b(z)vu™, Q
wv =2 0, v = v =0, €.
Como consequéncia dos teoremas anteriores, obtemos

Corolario 0.5. Assuma que my = mg =0, (f,9) € HNH" e as hipdteses (Ey) — (Es)
sejam satisfeitas . Entao, existem nimeros positivos A, e [ tais que o problema (Py,)
tem pelo menos duas solugoes sendo uma positiva e outra estritamente positiva, desde que
(A ) € (0, M) x (0, us). Além disso, a solugao estritamente positiva bifurca da solugao

nula e a solug¢ao positiva bifurca da solug¢ao positiva do problema (FPyp), com my = ma = 0.

Se considerarmos p = ¢ = 2, esses resultados melhoram os artigos de Cao e Han [9], o
qual trabalharam com o problema (2) e pediram que as fun¢oes f e g sejam ndo-negativas,
Pigong Han em [35] e Bouchekif e Nasri em [7] provaram a existéncia de solugoes para os
sistemas (4) e (5), respectivamente, mostrando a positividade dessas usando a linearidade
do operador laplaciano. Em nosso trabalho, apresentamos uma estrutura do sistema mais
complexa do que os anteriores e mostramos também propriedades adicionais das solugoes

encontradas.

Nossa estratégia para a multiplicidade foi encontrar a primeira solucao via sub-
supersolucao e o método variacional para a existéncia de mais uma solucao. Por isso,
pedimos que os termos envolvendo [; e ; + J; sejam superlineares e subcriticos e b = d.

Seguindo essa estratégia temos os trabalhos [9], [36], [35], [7], [6] que aproveitaram a
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solugdo ja existente (sub-supersolugao) e geraram outra, trabalhando variacionalmente
com um sistema auxiliar de tal forma que a soma das soluc¢oes dos sistemas auxiliar e
(Py,,) € uma outra solu¢do para (P, ,). Porém, essa técnica falha em nosso caso pela falta

de linearidade do operador p-laplaciano.

Deste modo, motivados pelo trabalho de Qiuyi e Lihui em [17| para um problema
escalar, provamos que o funcional associado ao problema (P, ) assume valor negativo na
solucao encontrada via sub-supersolugao. Assim, usando o Teorema do Passo da Mon-
tanha encontramos outra solucao para o sistema. E, para a positividade das solucoes
trabalhamos em subdominios adequados e utilizamos o método de iteracao de Moser
contornando a impossibilidade do uso de Principios de Maximo diretamente em nosso

problema advinda da presenca de pesos indefinidos.

No Capitulo 3 demonstramos a existéncia e nao-existéncia de solucao para o sistema

(1) no segundo caso, mais especificamente,

([ —Ayu+my(2)u?t = a(x)fi(u) + Ab(2) g1 (u)ha (v), RY,

Q) —Agv+ma(x)ut™ = c(2) fo(v) + pd(x)ga(v)ha(u), RY,

u,v >0, RY; w(x),v(z) — 0,

\

onde fy > Ai(my,a) e fo > M\(ma,c) e, ou fj < ||w1||i;%N, fi < ||w2||i;?RN ou fL <

1-p

[l oo e

i< ngHi;?RN e temos total liberdade com o termo misto.

Assim, iniciando pelo resultado de nao-existéncia precisaremos das seguintes hipoteses

(NE)' Existe C RN  aberto tal que m+|QO # 0, onde
m(z) = min{a(z),b(x),c(z),d(x)}, z € Q.

Note que, desta hipotese, podemos tomar Br(xg) C € tal que
a(z),b(x),c(x),d(x) >0, Ve Br(x).

Para trabalharmos com o autovalor A g,(z)(M ™, m), referente ao problema (14) com
Q2 = Bg(xg) e suas propriedades, assumiremos que as fungées m;, a, b, ¢, d satisfacam a

hipotese (AV3) do primeiro capitulo, ou seja,

(NE)} my,msg,a,b,c,d € Lj, (RY), onde

loc

Logo, considerando

(1) 0 < (gh)p, (gh)s, < o0,
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(2>i 0< <gh)6 Sooe )\LBR(-TO)(M7 m) < f;o < 00,
(3)i M Br(ae)(M,m) < fi < o0 e0< (gh), < oo,

(4)1 Al,BR(xo)(M7 m) < féaf;o < 00,
temos

Teorema 0.6. Assuma p =q, (NE) e (NE)|. E suponha que (m); e (n); sejam satis-
feitas para i # j e m,n =1,2,3,4. Entao, existem \*, ;" > 0 tais que o problema (Qx,)

nao tem solu¢ao nao-negativa desde que X > X" e > u*.
Para a existéncia de solucoes precisaremos das seguintes condigoes,

(M) Os problemas (Py,) e (Qar,) tém solugoes, onde

—Ayw +my(z)wP™t = My(x), RY,

w>0, RY: w() 0,
e

—Aw+ mg(x)wq’l = My(x), RY,
(QMZ)

w>0, RY;, wx) MO,
com M, (z) = max{a(z),b(x)} e My(x) = max{c(z),d(x)}, v € RY.
(M) my,my,a,b,c,d € LS (RY).

loc

(F) fo > M(my,a)e f2 > Ai(mg,c),
e uma das seguintes hipodteses,

1- 1—
(F)o fo < llwnllghns f§ < llwall s &

(Foo fao < lwnll by f2 < lwzll Sk
sendo w1, wy € C1(RY) solucdes dos problemas (Pyy,) e (Qus,), respectivamente.

Teorema 0.7. Assuma (M), (M'), (F) e suponha que (F)o ou (F)s sejam satisfeitas.
Entdo, ezistem A\*,p* > 0 e (u,v) € C'(RY)? solucdo estritamente positiva de (Qx,.)
desde que (0,0) < (A, p) < (A", u"). Além disso, temos as segquintes estimativas para \* e

*

p:
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ok = f3] et = s [lwallicin = £3] e (F)o vate.

~ (gh)s (gh)2

1 l-p ¢l . 1 TR
A — (gh)l |:Hw1”oo,RN foo:| € ,LL — (gh)2 |:||w2Hoo,]RN fooi|) Se (F)OO vale_

o0 o0

E, em particular, se em (F)g, (gh)g = (gh)s =0, ou em (F)s, (gh)L, = (gh)2, = 0 entdo
A= p* =00, ou seja, o problema (Q»,) tem solugdo para todo (A, ) > (0,0).

Os teoremas 0.7 e 0.6 generalizam o trabalho de Yin e Yang [60] que mostraram
existéncia e nao-existéncia de solugao para o sistema (10) dependendo dos parametros.
Além de completar os artigos de Hai [34] e Toan e Ngo [54] que provaram a existéncia de
solugao para (11) e (12), respectivamente, solicitando a monotonicidade da fungoes f e
g nas duas varidveis. Ademais o Teorema (.7 estende o artigo de Gongcalves, Rezende e
Santos [29] para sistemas e o Teorema 0.6 apresenta casos de nao-existéncia nao abordados

pelo anteriores.

Para a demonstracao do resultado de nao-existéncia 0.6 generalizamos a técnica uti-
lizada no Teorema 0.2, usando estimativas envolvendo autovalor e os parametros. E para
a existéncia usamos técnicas de regularizagao-monotonizacao para obtermos uma super-
solucdo do sistema (Q,) e usando um teorema de sub-supersolucdo demonstrado no

capitulo 1 para RY chegamos a uma solucao concluindo o Teorema 0.7.

Para facilitar a leitura deste trabalho, repetiremos, em seus respectivos capitulos, os
enunciados dos resultados principais. Assim sendo, os capitulos foram elaborados de forma

a possibilitar, o quanto possivel, uma leitura independente dos mesmos.
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Capitulo 1

O operador p-Laplaciano com potencial
adicional —A, +V

1.1 Existéncia de solucoes inteiras e em dominio
limitado

Nesta secao abordaremos problemas que servirao como base em toda tese tanto
para nao-existéncia, como também na existéncia para a construcao das supersolugoes.
Mostraremos exemplos de funcoes onde o seguinte problema com €2 limitado ou Q = RY

tenha solucao,
~Ayw+ V) = p(x),

(1.1)
w>0, Q w=0, 09.

Quando Q = RY, a condicdo de fronteira w(z) = 0, 2 € 9Q se torna w(z) — 0 quando
Antes porém, enunciaremos a seguinte estimativa para as solugoes do problema (1.1)

dada por Gueda e Veron em [30].

Lema 1.1. Seja u € W,P(Q) wma solugio para (1.1), com V,p € LY(Q), ¢ > N/p,
p < N. Entao, u é limitada. Além disso, existe uma constante C' = C(N,p,|Q|) tal que
lulloe < ClIfIG @Y.

Assim, usando também resultados de minimizac¢ao provamos o seguinte teorema.

Teorema 1.2. Suponha que p,V € L*(Q) com V nao-negativa e p # 0 el < p < N.
Entdo, eriste uma tinica v € CY?(Q), para algum B € (0,1), solucio de (1.1).

Demonstracao. A prova deste resultado foi motivada por [22, Teorema 2.2|.
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Considere o seguinte funcional associado ao problema (1.1), ¢ : W, *(Q) — R dado

por
o(u) :Z%/Q|Vu|pdx—l—%/{)V(x}|u|pdx—/ﬂp(a:)udx.

Afirmacao 1.1.1. ¢ ¢ limitado por baizo; coercivo e sequencialmente fracamente semi-

continua inferiormente.

De fato, pelas desigualdades de Holder e Young e a imersao Wy (Q) < LP(Q) temos

cllpllry el
/pu< 1 loll; ) (1.2)
Q

4 D

/

P
entao ¢(u) > ——1,||p||§,, o que acarreta a limitacao de ¢ por baixo.
p

Analogamente ao que foi feito em (1.2), apenas multiplicando e dividindo por 2 antes

de aplicarmos a desigualdade de Young com p e p',

Y

l / / p
(CQP)p Hp“p/ ||u||W1’p(Q)
< P g
/qu 2 2p

consequentemente como V' > 0 obtemos

lilysoy  (CEY I
wor@) (&2 )Pl

2p 4

¢(u) =

Logo, fazendo ”U’HWOLP(Q) — 00, temos ¢(u) —» 00, isto é, ¢ é coercivo.

Além disso, temos que ¢ é continuo. Portanto pelo Teorema 5.5 (pag. 81, [3]), ¢
tem um ponto critico u € W,?(Q). Por sua vez, pelo Lema 1.1, u é limitada, logo
||| Loy < Mo, onde My = My(N,p, €, p). Além disso, como V' e p sao limitadas em €,
temos

£z, 8)] < |p(@)] + [V ()]s~ < Oy + Co Mg~

para todo (z,s) € Q x [~My, My] e constantes Cy, Cy > 0.

Entao, pelo Resultado de Regularidade de Lieberman, a saber Lema A.5, temos que
existe 8 > 0 tal que u € C**(Q). =

Observacao 1.2.1. Note que, basta pedirmos p € LPI(Q) eV e LYQ), ¢ > N/p nao-

negativa, para obtermos solugcdo em Wol’p(Q).

Agora, para a completicidade do trabalho demonstraremos uma situacao em que o

problema (1.1) com Q = RY tenha solucao.

Teorema 1.3. Suponha que 1 < p < N e as sequintes hipoteses sejam satisfeitas,
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(Hy) V,p >0 sao continuas,

_1
(Hs) / [sl_N/ tN_lﬁ(t)dt] Tds < 00, com p(t) = sup p(z), t > 0.
0 0

|z|=t

Entdo, existe pelo menos uma u € C*(RY) solugdo de (1.1) com Q = RY,

Demonstracao. Observe que, definindo

mostra-se que v é uma solucao do problema,

SR P E) = N, >0
(1.3)
v>0, RY o) ==0.

Dai, considerando w(z) = v(|x|), segue de V' = 0 que

/ IVw[P2VwVe + V(z)w’ o > / p(x)p, @€ CF(RY),
RN RN

isto é, w é uma supersolugao para (1.1).

Agora, considerando o problema (1.1) com € = By, usando o teorema anterior, temos

que existe u, € C*(B}) solucio deste problema.

Considere uma extensao de uy definida por

uk(x), T &€ Bk,
uy,(z) = (1.4)
0, |z| >k

Afirmamos que,

uy(z) Suy(z) <o

N

() <upq(z) <. < wlx), zeRY.

De fato, para mostrar u,(r) < u,.,(z), R, apenas precisamos analisar na bola By, 1,

ja que fora dela as funcoes se anulam.

Entao, note que

~Apuy = plx) = V(2)u", By

—Apuyy = p(x) = V(2)ul,l, B,

e u,(x) =0 < uy (), para & € 0By. Entao, pelo Principio de Comparacao A.3, obtemos

Uy S Upyy, By.
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Além disso, u, = 0 < Uy, Bry1\ By pela definigao (1.4).
Observe também que

_Apgk = p(l’) - V(x)ngl’ Bka

—Ayw = p(z) — V(x)w’™', By,
e u,(r) = 0 < w(x). Entdo, novamente pelo mesmo Principio u, < w, By. Consequente-

mente u;, < w, By, paratodo k =1,2,3,....
Isto completa a prova da afirmacao.

Portanto, fazendo u = klim u, () temos que u € C'(RY) satisfaz (1.1).
— 00

1.2 Uma estimativa para o autovalor principal em
dominio limitado e RY

Nesta secao abordaremos alguns resultados relacionados ao seguinte problema de au-

tovalor,
—Ayu+ V= Ap(ap
(1.5)
u>0, Q u =0, Q,

onde 2 é um dominio limitado regular e p, V' : 0 — R sao funcoes adequadas.

Nosso objetivo é trabalhar com o primeiro autovalor do problema (1.5) com a funcao
V' podendo mudar de sinal. Muitos trabalhos tém se dedicado a existéncia de autovalores
nos ultimos anos. O caso V = 0 foi estudado por varios autores, tais como [15], [27] e
[28], supondo diferentes hipoteses sob p. Eles provaram que existe um primeiro autovalor,

denotado por Ai(p) e definido por

A1(p) = inf {/ \VulPdz | u € WP (Q) e /p|u|pdx = 1}
0 Q

no caso de dominios limitados e ilimitados. E, usando a Identidade de Picone, Allegretto
e Huang em |2] e Santos em [51| mostraram propriedades envolvendo o primeiro autovalor

do problema (1.5) com V = 0 para dominios limitados e RY.

Nossa abordagem caminhara no sentido de provar essas propriedades, que serao es-
pecificadas posteriormente, para o caso em que V possa mudar de sinal. Para isso, pre-
cisaremos do primeiro autovalor nesta situacao. Problemas desse tipo tém sido estudados
recentemente por Leadi e Yechoui [42], Cuesta e Quoirin [16], Pezzo e Bonder [23], entre

outros. Eles mostraram a existéncia de autovalor para (1.5), definindo-o por

MalV,p)i= i { [ (a4 ViP)aou e Wi, [ plude =1} € (~50,00)
Q Q
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sob hipoteses apropriadas.

Considere a seguinte condicao,
(AVh) p,V € L"(Q2), onde

Além disso, vamos denotar por Q2 (p) = {x € Q/p(x) > 0} e definir
aq(V, p) = inf {/(\Vu\p + Vl§u|P)dz/u € Wol’p(Q),/ |ulPdz = 1,/ plulPdz = O} :
Q 0 Q

Entao, temos —oo < aqg(V, p) < 0o, pois an(V,p) = A a(V,1) > —c0 e ag(V,p) < oo
se, e somente se, Q4 (p)| < || (veja [16, Teo.1 e Prop.7]).

Segue de Cuesta e Quoirin, em [16, Teorema 7| que
Lema 1.4. Suponha que p,V satisfazem (AV1) e p = 0 com |Q4(p)| > 0. Entao, existe

um autovalor principal de (1.5) se, e somente se, ag(V,p) > 0. Neste caso, o autovalor

principal € dnico e caracterizado por M\ o(V, p).
Por um autovalor principal queremos dizer que ele é associado a uma autofuncao
positiva. Agora, provaremos uma versao do [51, Lema 2.3| para nossa classe de problemas.

Lema 1.5. Assuma (AV}), p =0 com |24 (p)| > 0, aq(V,p) > 0 e que dado X € R eziste
0<v=u€WLP(Q) tal que

/|Vv|p_2VUV<pdx+/va_1godx>//\pvp_lcpdx, Vo e CP(Q) ¢ =0.
Q Q Q

Entao, A < A\ a(V,p).

Demonstracao. Por hipotese, temos

/ [VolP2VuVp + / V(x> A/ pla)? o, Vo e C(Q), ¢ > 0.
Q Q Q

Entdo, como W, (Q) = CSO(Q)”.HLP e usando o Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, provamos que
/ IVo[P2VoVy + / V(z)vP ey > >\/ plx)vP~lp, Vb € W(}’p(Q),qp > 0. (1.6)
Q Q Q

Além disso, dado ¢ € C(Q) e v € WLP(Q), v > 0, Q temos ¢ /oP~L € W P(Q).

loc

Portanto, por (1.6) obtemos

/Q VoP2Vov (Ufpl) T /Q V() (%) >\ /Q o) (%) (1.7)
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Agora, seja {¢n}tnen € C5°(2) uma sequéncia de fungdes nao-negativas convergindo

para ¢1, onde ¢; é a primeira autofungao associada ao autovalor A\ o(V p).

Entao, aplicando a Identidade de Picone (Lema A.9) para as fungoes ¢, e v, e por

(1.7), chegamos que

Yy
0 < /Qywn\p—/gv(%) IVo[P~2Vy
(e 1 { eh
/Q!Vson\p—k/gp(x)v” (W) +/QV(ZB)U” (m)

= /Q!Vson\p—k/ﬂp(x)soﬁ+/9‘/(w)¢£-

Agora, fazendo n — oo obtemos

[ o [ vz [ oo (1.8)

N

Por outro lado,
Lo+ [ vt =nawp) [ oot (19)
Q ) Q
Entao de (1.8) e (1.9) segue que
Ma(Vip) = A

completando a prova do Lema 1.5.

Como uma consequéncia dos Lemas anteriores, temos

Lema 1.6. Suponha que existe 0 < w € WEP(Q) N L=(Q) satisfazendo

loc
/ IVw[P2VwV pdx —I—/ VP tods > / ppdr, Yo e C5°(2),¢ > 0.
Q Q Q
Entao Aio(V,p) > Hw“}:;p(ﬂ)‘
Demonstracdo. Como em [51], comegamos definindo v = v, , por v(z) = T)\ﬁw(:c),
er,ondeT>0eO<)\§ﬁ.
w7
Entao, v >0, Qe
v(z) < 7'/\ﬁ||w||OO <7, x€f. (1.10)
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Assim, por (1.10)

/]Vv|p2VvVgp+/V(a:)vp1<p = AP~ 1( |Vw[P~ 2Vng0+/V( )wplgo)
0 0

ATP™ l/p /p(x)vp_lgp.
Q

Consequentemente, pelo Lema 1.5, A < A1 o(V, p).

Em particular, tomando A\ = W temos A o(V,p) > [ Hp 1o lP—1°
W ||

prova. [

completando a

Agora, considere funcoes p, V : RY — R tais que

N
— <
(AV3) p,V € L (RY), onde { "~ 3 set=psh,

=1, sep> N.

Se agp, (V,p) > 0 para todo k = 1,2,... e as hipoteses dos Lemas 1.6 - 1.4 forem

satisfeitas, entao podemos considerar,
M(Vip) = ]}1_{20 A1) (Vs p) € [0, 00)

ja que )\LBk+1(V7 p) < )‘I,Bk(vv p)'

Observacao 1.6.1. A monotonicidade dos autovalores usada anteriormente pode ser

demonstrada de forma andloga ao Teorema 2.3 em [2].

Observacgio 1.6.2. Seque dos Lemas 1.5 - 1.6 que A\ (V,p) = 0 para p,V € C(RY) com
p,V>20,p#0el<p<N. De fato, neste caso, notemos que ap,(V,p) > M\1.5,(0,1) >
HwkH}:;p(Bk) > 0 para todo k € N, onde wy, é solugao de (1.1) com Q = By eV =0 ¢
p = 1. Logo, existe \ g, (V,p) e satisfaz M\, (V, p) = ||wi||z(B,), onde wy, € a solugdo
de (1.1) dado pelo Lema 1.2.

Sob hipoéteses adicionais, podemos refinar a observacao anterior.

Lema 1.7. Assuma (AVy) com p >0 e |[{z € RY/p > 0} > 0, ap,(V,p) > 0 para todo
k>1 e que dado 0 < )\ < oo, existe v = vy € T/Vl P(RY), v > 0, RY, satisfazendo
/ |Vo[P2VoVpds +/ Vo~ todr > )\/ pvP~tdx, Yo € CP(RY) com ¢ > 0.
RN RN RN

Entao, A < M\ (V, p).

Em particular, se eziste uma fun¢io 0 < w € WEP(RYN) N L=(RY) tal que

loc

/ |Vw[P2VwVpds —|—/ VwPtodr > / podr, Yo € CF(RY) com ¢ >0,
RN RN

RN

entao \(V,p) > ||w”L°° (RN)*
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Demonstracdo. Observe que, a desigualdade acima é satisfeita para todo RY, em par-

ticular na bola By. Assim, pelo Lema 1.5 temos A\ g, (V, p) = A, para todo k > 1. Logo

M(Vip) = A

1.3 Teoremas de Sub-supersolucao para um sistema
eliptico quasilinear fracamente acoplado no R

Nesta secao, demonstraremos um Teorema de Sub-Supersolucao para sistemas em
RY. Como uma consequéncia desta prova, podemos adapta-la para dominios limitados.
Antes porém, salientamos que hé& outros resultados existentes desta natureza, tais como
o trabalho de Canada, Drabek e Gamez [10], Pao em [49], Leon em [44], Yang e Miao
em [47], Lee, Shivaji e Ye em [43], entre outros. Em nossos resultados consideramos as
sub e supersolucies no espaco (C*(RY))?, diferentemente da maioria dos anteriores que
tomaram essas funcoes em W'P(RY) x WH(RY) e também permitimos singularidades

nas nao-linearidades envolvidas.

A caracteristica essencial aqui é trabalhar com a condigao de crescimento local, o
que nos possibilitou estender o Teorema de Sub-Supersolucao para sitemas em dominios
limitados apresentado por Lee, Shivaji e Ye em [43] para RY. Além disso, nao exigimos

que as sub e supersolucoes sejam positivas como os autores citados.

Para a demonstragao precisaremos de um Teorema de Sub-Supersolucao para sistemas

em dominios limitados com a fronteira sendo funcoes, o qual provamos no Apéndice B.
Considere o sistema

—Apu + my(z)uP~t = h(z,u,v), RY,
(1.11)
— A+ my()v?! = g(z,u,v), RY.

Definicdo 1.8. Um par de fungies (u,v) € CHRY)? ¢é chamada uma solugdo
(subsolugdo, supersolugao) de (1.11), se

/ |Vu|P—2VuV¢ + mlup_lqbdx = / h(m, U, U)¢d$ (S’ Z)
RN R

N

/ |Vu|1 2V oV + mav? ihda :/ g(x,u,v)pde  (<,>)
RN R

N

Vo, v € CF(RY), ¢,¢ > 0.
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Na maioria dos trabalhos citados anteriormente, as hipoteses de crescimento das nao-
linearidades sao solicitadas em [u, v] X [@, 7] ou em (0, 00) X (0, 00) como o artigo de Shivaji,
Ye e Lee. Assim, para podermos incluir casos de singularidades, trabalharemos com os

seguintes conjuntos, que sao mais gerais.

Definicao 1.9. O intervalo Iy serd caracterizado da sequinte forma:

o [, = (infu,sup@), se u(z) > infu e u(r) < supw, z € RY,
RN RN RN RN

e I, = (infu,supdl, se u(z) > infu, v € RY eu(x¢) = sup@, para algum xo € RY,
RN RN RN RN

o I = [infu,supa), seu(yo) = infu, para algum yo € RY eu(z) < supu, » € RY,
RN RN RN RN

o [} = [infu,supal, se u(yo) = infu e u(xg) = supw, para alguns xq,yo € RY,
RN RN RN RN

Temos também o intervalo Iy representado de forma semelhante substituindo u e uw por v

e v, respectivamente.

Assim, temos

Teorema 1.10. Sejam m; € L>=(Q), i = 1,2 fungdes nao-negativas e h,g : RY x R x
R — R fungoes continuas tais que h(x,s,t) e g(x,s,t) sao nao-decrescentes em t e em
s, respectivamente. Suponha que, para todo ay,as € I1 € by, by € Iy com a1 < as, by < b,

existem funcoes K1 € L2 (RY), Ky € L2 (RY) tais que

|h($,8,t)| §K1($)+T1(|S|), |g($,8,t)| SK?(x)+r2<|t|)v (1'12)

gtp. v € RN, V(s,t) € [ay,as] x [by,ba], onde ri,75 : [0,00) — [0,00) sdo funcdes

nao-decrescentes tais que 1(|¢|) € Li, (RY), Voo € L, (RY) e ra(|¢]) € L (RY), Yy €
Lq

¢ (RN). Assuma que existam uma subsolu¢do (u,v) e uma supersolucio (u,v) de (1.11)

tais que (u,v) < (w,v), RY. Entdo, o problema (1.11) tem pelo menos wma solugdo

(u,v) € [u, 7] x [v,7].

Demonstracgao. Para cada j = 1,2,... considere o seguinte problema

—Apu+my(z)u? = h(z,u,v), B
— A+ mp(2)v?! = g(z,u,v), B, (1.13)

UZQ_%) ,U:Q]v aBJ

onde w; =l e v, =1,

Nosso objetivo é usar o Teorema B.5, para mostrar a existéncia de solucao do problema
(1.13).
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Afirmacgao 1.3.1. Os pares de fungées (u,v) e (@, ) restritas a B sao sub e supersolugoes

de (1.13), respectivamente.

Observe primeiramente que fungdes em C'(RY) estio em W"*(B;) para todo j, ja

que Ej C Bj1 C RY. Entdo, considerando

Q|BJ' :gj 2|Bj :Q]

ﬂlBj =u; mBj =0

temos que (u;,v,), (u;,v;) € WHP(B;) x WhH(B;).

_j ) —J
Além disso, como esses pares de fungoes sao sub e supersoluges de (1.11), entao para

todas ¢, ¢ € C5°(B;), com ¢, ¢ > 0 segue que

J

J

J

[VulP*VuVe + my(z)u’ ¢ < / h(z,u, v)p

B; B

(VaP2Vuve + my(z)u? ¢ < / h(z,,7)d

J B;
e do fato de u <, em RY; se # € 9B, entdo
u(r) = u;(x) <u(z).
Assim, concluimos a prova da Afirmacgao 1.3.1.
Note ainda que, denotando por
a; =maxu Ej =maxv
Ej E.7'
o, =winu b =minz,
J J

segue em todos os casos que aj,a; € Iy e bj,b; € Iy, pois

maxu < supu,

Ej RN B; RN
analogamente temos para v e v. Note que, mesmo se ocorrer a igualdade para algum
J, ainda teremos a;,a; € I1, ji que neste caso o infimo ou supremo ¢ atingido entao o
intervalo é fechado neste extremo. Além disso, [u;, ;] x [v;,7;] C [a;,a;] X [b;, bj], entdo
por (1.15) temos que existem K; € L™(B;) e Ky € L*(B;) tais que

[, 5,8)] < Ka(x) +r(]s]), 19(z, s, 0)| < Ky(x) +ra(Jt]),

a.t.p. @ € Bg, V(s,t) € [u;, 7] X [, 7] e ri(|¢l) € L (B;), Vo € LP(B)) e ro(|¢]) €
L7 (B;), Y4 € LY(B;), ou seja, a hipotese (B.4) ¢é satisfeita.
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Portanto pelo Teorema B.5 existe (uj,v;) € W'P(B;) x Wh(B;) solugio de (1.13)
com
(u,v;) < (ug,v5) < (w;,v5), B

Observe que,
|h(z, s, 0)| < Ki(z) + ri(]s]) < [[Killoo + (1Tl

Y(z,s,t) € By x [ag, @x] X [by, bi).

Assim, pelo Lema A.5, existe § = B(C, N,p) > 0, tal que

uj € CY(By) e
HU’]HLﬁ S Ck = Ck(p7gk;7ak7 N7 Bk)7

Vi > k+ 1.

Agora, da imersao compacta C?(B},) < C'(B},), definindo

ufg =u|p, J>k+1,

segue que, existem para cada k = 1,2,..., subsequéncias {ui’“”}jzkﬂ de {ui}j2k+1 e
u* € C*(By},) tais que
ulr — uf em CY(By).

Mais especificamente,

Jjin , Jiz2 , Ji3 1 1

wlt ' ul?, L — u em CF(By).
Je1 , J22 , J23 2 1
upt ud? ul? o — ut em C7(By).
Js1 . J32 , J33 k 1

uPt ul? ul® . — u” em C7(B3).

Defina, v : RY — [0, 00) tal que

u(z)|p, = u*(x), para cada k =1,2,....
Segue da regularidade das (u*)’'s que u € C*(RY).
Temos ainda que, v/, r =1,2,... é tal que

um — u* em C'(By), para cada k > 1.

De fato, isso ocorre pois a sequéncia {u)"},>1 restrita & By é uma subsequéncia de

Jk
{up Yokt e
jkr r—00 k P

W — u’ =u, Vr € By
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Assim, fazendo r — oo,

w/ — u em CH(RY).

De forma semelhante, mostra-se que existe uma subsequéncia {v/""} de {v;} e define-se v
tal que
vIm — v em CHRMY).

Afirmacgao 1.3.2.

/ |VulP>VuVe + my (x)u?  pds :/ h(z,u,v)p,
RN

RN

/ V|2 VoV ¢ + mg(z)v? dda :/ g(z,u,v)o,
RN

RN

Vo, € CP(RY).

De fato, dado ¢ € CS°(RY), existe i € N tal que suppp C B;, de forma que ¢ €
C°(B;). Logo, temos

/ |Vl P2Vl Vi 4 my (o) (ulm P Lo = / h(z, i, vl g,  Vr > i,
B; B;

7
J !

17 71

pois {u/ " vlr},o; restrita & B; é uma subsequéncia de {uw

T o T

}i>i, que é solucao para

(1.13) em B; com (u;,v;) < (ul,v!) < (w;,v;), Bi.

=9 24 19 71

Entdo, (u;,v;) < (u/,v'm) < (@, 9;), B;, consequentemente por (1.15), segue

=17 =1 T o rrr

Az, ulr, vlm)| < Ki(x) + rilul]) < [HKlleo + 7o)

Y r 2 Vr

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue mostra-se que,

/|Vui’"r|p_2Vui”Vg0H—o>o/ IVulP~2VuV,

/h(m,uﬁrr,vgrr)goﬂo/ h(z,u,v)ep,
B;

B;
/ml(fﬁ)(ui”)plwﬂo my (z)uf~ .
B;

B;
Logo,
/ |VulP2VuVe + my (z)u? " pdx :/ h(x,u,v)p,
consequentemente,
/ |VulP2VuV e + my (z)u? odr :/ h(x,u,v)p.
RN RN
Analogamente,

/ |Vo|72VoVé + my(z)v?  pdr = / g(x,u,v)p, Yo CP(RY),
RN

RN
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concluindo a prova do Teorema. [

Fazendo uma demonstracao semelhante a que foi feita, conseguimos enunciar um re-
sultado correspondente para dominio limitado 2. Apenas observando que, pelo Lema A.6,

podemos tomar uma sequéncia de subdominios de §2 com fronteiras C°, {Qj}‘;';l tais que

QlccQQCC...CCQjCCQjH cC ...
o0
e o =0
j=1

Para Q C RY limitado, temos os seguintes conceitos e Teorema. Primeiramente,

considere

—Apu+my(z)uP~t = h(x,u,v), €,
— A+ my(x)v?! = g(x,u,v), Q, (1.14)

u=0, v=0, 09.
Definicdo 1.11. Um par de funcgoes (u,v) € (C1(Q) N C(Q))? ¢ chamada uma solucdo
(subsolugao, supersolugao) de (1.14), se

[ 19uP 29050 4 mi(oyetods = [ houvjode (<,2)
Q Q

/|Vv\q_2VvV¢+m2(x)vq_lz/zd£U:/g(x,u,v)wdx (<,>)
Q Q
Vo, € C3°(R2), ¢, >0 eu=v=0,00.

E correspondentemente ao significado dos intervalos I; e I, definicio 1.9, temos I; e

T, substituindo o conjunto RY pelo dominio €.

Teorema 1.12. Sejam m; € L>(R), i = 1,2 fungoes nao-negativas e h, g : 2 x (0,00) X
(0,00) — R fungoes continuas tais que h(x,s,t) e g(x,s,t) sao nao-decrescente em t e
em s, respectivamente. E, para todo ai,as € 11 € by, by € Iy com a; < ag, by < by, existem

fungoes Ky € Lis.(Q2), Ky € L7 () tais que
Az, s,8)] < Ki(x) +m(]s]), l9(, 5, 1) < Ka(x) +7r2(Jt]), (1.15)

q.t.p. © € Q, V(s,t) € [a1,as] X [b1,bs], onde 11,75 : [0,00) — [0,00) sao fun¢oes nao-
decrescentes tais que 11(|9|) € L1,(Q), Yoo € L1, (Q) e ra(|0]) € LL(Q), Yo € L, ().

Suponha que, existam uma subsolugdo (u,v) e uma supersolugao (u,v) de (1.11) tais que

(u,v) < (w,v), K. Entao, o problema (1.14) tem pelo menos uma solug¢ao

(u,v) € [u, 7] x [v,7].



|
Capitulo 2

Sistemas nao-homogéneos com pesos
indefinidos em dominio limitado

Provaremos resultados de nao-existéncia, existéncia e multiplicidade de solucoes para

o seguinte sistema,
—Apu 4+ my(z)uPt = a(2)u” + b(x)u v + A f(x), Q

(Pyp) —Agv+ mg(x)vq_l = c(x)vﬁ2 + d(a:)ku‘s2 + pg(z), Q

u,v =0, € u=v=0, 011,
onde @ C RY é um dominio limitado, A,z > 0 sdo parametros reais, 0 < m; € L>(Q),

0; =2 0,7=1,2 e as fungoes e expoentes envolvidos serao especificados posteriormente.

Organizamos este capitulo em duas partes, onde a primeira trata da nao-existéncia e

a segunda da existéncia e multiplicidade de solugoes.

Uma solucao do problema (Pj ;) é um par de fungoes nao-nulas (0,0) < (u,v) € E tal
que
/ (IVulP?VuVe + muP~ ) doe = / (au” + bu o™ + A f) pdz,
Q 0

/ (V0] * VoV + mav?™ ') do = / (CUBQ + bu’ 02 + 1g) vdz,
Q Q
para todo (p,9) € E, onde E = F; X Ey e

E; = {u € W, ?(Q); /(|Vu|” + my|ul?)dz < oo} e
Q

E, = {U € WH(Q): /(|qu + malo|T)da < oo} ,
Q

munido da norma ||(u,v)||g = ||u|lg, + ||v||E,, com

s, = ( / <|Vu|p+m1|u|p>dx) e llolls = ( / <|Vv|q+m2|v|q>dx>
Q Q
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2.1 Nao-Existéncia de solucoes

Nesta se¢ao trabalharemos com o sistema (P ), com p = ¢ e as fungoes a, b, ¢, d, f,

g : 2 — R podendo mudar de sinal. Em relacao a essas funcoes, consideraremos

(NE) Existe € C 2 aberto tal que m+|QO # 0, onde
m(z) = min{a(z),b(), e(2), d(@), f(2), g(x)}, = € Q.

Referente ao comportamento dos expoentes, estudaremos os seguintes casos,
(NE); () Bi<p—1<y+d6<p"—lou(b)vi+d<p—1<pB <p" —1,
(NE); p—1<8i, v +0:<p"—1,
para i =1,2.

Para o primeiro caso, precisaremos da condicao,

(NE)l = Lp*/(p*fﬁrl)(Q)’ be Lp"/(p*f“nftirl)(Q)7 ce Lp*/(p*fﬁzfl)(g)’

de [r/w=eme-lg) my,mg € LP/®P)(Q), e para i = 1,2
Bi—p+1 it —p+1

—1-0; i+0i—Bi —1—5; i+0;,—B8;
mb e L®(Q) e [[mf || < (ﬂal—jﬂ) +<ﬂ51—fﬂ> b

E demonstraremos o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Suponha que, (NE), (NE), e (NE)" sejam satisfeitas. Entio, eviste A* > 0

tal que o problema (Py ) nao tem solu¢ao se A, jp > A*.

No outro caso, usaremos o Lema 1.5 referente ao problema de autovalor (1.5) com
V(z) = M (x), p(z) = m(z) onde M(z) = maéc{ml(x),mg(x)} e ) determinaremos
faS
posteriormente.

Entao, precisaremos da condigao
(NE)? my,ma,a,b,c,d, f,g € L"(£2), onde

para provarmos o seguinte teorema,
Teorema 2.2. Suponha que, (NE), (NE), e (NE)* sejam satisfeitas e 1 < p < N. Entio,

existe A* > 0 tal que o problema (Py,) nao tem solug¢io se A, jp > A*.

Nos resultados enunciados demonstraremos que o problema (P ,) nao tem solugao em

Wy P()?%, consequentemente como E C W, 7(Q), segue que nio existe solucio em E.
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2.1.1 Nao-linearidades mistas do tipo sublinear e superlinear

Nesta subsecao demonstraremos o Teorema 2.1, o qual aborda a nao-existéncia de
solucoes para sistemas que incluem nao-linearidades do tipo sublinear e superlinear
- . . [a—=—p+1 .
Demonstragdo. Seja § € (—1,0) tal que [0 < min{ ——— p—1,p"—ay e
p
0+«

s > 0 satisfaz s > max{pk’,pc’}, onde k', ¢’ sdo conjugados de k = Si,-1 ¢
p_
)
o= ¢, e a tomado da seguinte forma
(1-=0)(p—1)

p—1l<a<y+9, se(NE)(a)vale,
p—1l<a<f, se (NE),(b) ocorre .

Além disso, observe que pela hipotese (N E), podemos tomar Bg(z) C €2 tal que

a(x),b(x),c(x),d(x), f(x),g(x) >0, V& Br(x). (2.1)

Considere £ € C*(R") como sendo

1, 0<t<l,
«o-{y 15,
0<&(t) <1,Vte (0,400) e |€(t)] < 2. Assim, tomando Er(z) = £ (2|x — 20|/ R), temos
que {g € C°(Q) e |VEr(2)| < C/R, Vx € Q, para algum C > 0.
Denotando j = o(p — 1) + 1/po, ¢ = &g, h(z) = min{f (), g(x)}, Mo = - com

m(z) = m&n{a(aj), b(x),c(x),d(z),1} e wy o volume da bola Bgr(zy), seja

’

j o o
mT (Cs)pk;’ RN—pk/wN) (mOU (CS)pOJ RN_pk/wN>

o (2 j( 0.
B e

Suponha, por contradi¢do, que exista uma solugao (u,v) = (uxu,Va,) para A, pu > A%, e
defina A = min{\, u} > A"

Considere as seguintes fungoes
hi(t) = 07 4 40 I[P, i =1,2

Se (NE)y, (a) ocorre, ou seja, B; < p—1 < a <+ 6;, temos

oo, t—0,
oo, t— oo.

hi(t) — {

Nosso objetivo é mostrar que, h;(t) > 0, V ¢ > 0. Para isso, observe

hi(t) > 0 & 5P S pbl S k)
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ou seja,
hi(t) > 0,Vt > 0 se, e somente se, ||m; ||o < rgliglKi(t),
>
onde Kl(t) — tPi—p+l + pritdi—p+l
Vamos estudar o comportamento da funcao K;. Note que, novamente
t—0
Ki(t) — { > ’
oo, t— 00,

/

e K;(t) = (B; —p+ DtP P + (v, 4+ 6 — p+ %7 assim

1

, —1—8; \7w#iF

K,(t)>0&et>t = P 2 .
Yi+0i—p+1

Consequentemente, por (NE)',

B; —p+1 it —p+1

i — — —1-p; \vitdi—hi —1-8; v+, —B;
min Ki(t) = Kifto) = (2552 ) ™7 4 ((2522) T S g,

donde segue que h;(t) >0,V t > 0.
Agora, se (NE)1, (b) ocorre, temos
(ii) v+ 0 <p—1<a<p

De forma anéaloga,
hi(t) > 0,V t > 0 se, e somente se, ||m.} || < rtni(r)lKi(t),
>

onde Kz(t) — Pi—p+l + pritoi—p+l

1
Logo, como ||m;f || < Ki(tg) com to = [(p—1—5;)/(vi + 6 — p+ 1)]F=F | segue
que, h;(t) > 0, Vt > 0. Portanto, em ambos os casos I}1>161 hi(t) > 0, para i = 1,2. Assim,

denotando 0 = min{rtn>i(r)1 hy(t), rtn>1(1;1 ha(t)}, temos que 6 > 0.

Dado € > 0, defina u, = u+ € e v. = v + €. Denote também U = min{u,v},

U. = min{u,, v} e os conjuntos

Qy :={z € Q/u(z) <v(z)} Q= {2 € Q/v(zr) < u(z)}.

Vamos considerar inicialmente (u’p) e (v2p) como funcoes testes, sendo ¢ = &5.

Assim relembrando que

m(r) = min{a(z), b(z), c(z), d(x), 1}, h(z) = min{f(z), g(x)},
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temos
/ m(x)U U p + / AWz U0 = | m(z)fuuly —l—/ Ah(z)ul o+
Q Q 91 Q
+ m(x)gvo‘vfcp—l—/ Ah(z)vlp <
QQ Q2
< mhl(u)uaufg0+/ Mulo+ [ mhy(v)v* o +/ (2.2)
951 (951 Qg Qo
= [ (T T — oo uulp + / Mulp+
Ql Q1
R e e N TR e
QQ Q2
Logo,
/m(x)GUan<p+ /Ah(x)Ufgp < / (au® + bu" T — mfuP™ 4 N f) (W) +
Q Q 1951
(2.3)

+ /Q (cv™ + dv2 %2 —mP !+ pg)(v)p).
2

Por outro lado, considere p,, : R — R como sendo p,, € C*(R),

1
n?
0

1
e pl, < 0 sobre (O, —).
n

Para cada z € 2, defina ¢, () = pp((u — v)(z)). Assim,

1
0, seu=v+ —,
1, seu<w,

1
e p(u—wv) <0 sobre Q, :={z € Qv(r) <u(r) <v(z)+ E}
Observe que, g, € W'P(€),

(2) —> 0, sex €,
n 1, sex €,

lanllo < 1e Vg, (z) = p, ((u—v)(2))V(u—0), z € Q.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (TCDL) e usando que
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(u,v) é solugao de (P ,), temos por (2.3) que

/ m(x)UU o+ / A(z) U < lim [ (au” + bu™ v’ + N f — muP ™) (ulpq, )+
0 Q

n—oo Q

+ lim [ (cv® + dv2u® + pg — mov? M) (1 — g)v0)

n—oo Q

= lim [ |Vul[f?VuV(g,u’p) + lim / |Vu|P2VoV (1 — g,)vp).
Q n—oo 0

n—o0

(2.4)
Assim, de V(gnp) = ¢. Vi + ¢V, e (2.4), segue que
/ m(x)dUU o + / Ah(z)U2 < lim [/ 4| Vu|P 2V uV (ul o)+
+ [ 1MUYV + [ (1 @)V
Q Q
+ 19t - m)] - 25)
Q

n—oo

= lim {/ 4| VulP 2V uV (ulp) —|—/(1 — ¢,)|VuP2VoV () | +
0 0

n—o0

+ lim / (IVulP2Vu(ud) — |VolP Vo)V (u — v)p, (u — v)p
Qn
Agora, observe que, usando v > u em €2, mostra-se que
(|VulP2Vu(u®) — |VulP2Vo () V(u —v) = V2 (|VulP2Vu — |VolP2Vo)V(u —v), Q,

com V. = u. ou V. = v, dependendo do sinal de (Vu, Vv). Entao, pela desigualdade de

Simon, Lema A.7, segue que

/ m(:v)HUO‘Ufg0+/Ah(x)Ufgp< |VulP2VuV (ulp) + |Vo|P2VoV (v p)
0 0

Q]_ Q2

= / VU P2VUV (Ul ).
N (2.6)

Logo,

/ m(x)U U p+ / Ah(z)UPp < / IVUIP2VUV (Ul )
Q Q Q

<o [ Ivupuste s [ IvUpuvel
Q Q
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consequentemente,

/ m(2)0U UL o+ A/ hz)Ul¢ + |5\/ IVUPU o <
Q Q Q
(2.7)
< [ Ivopveu
Q
Seja 1 > 0 um parametro que tomaremos adequadamente. Assim, usando a desigual-

dade de Young com p e p’, obtemos

p—1

p—1
- e\ T LU\ »
vupeel = [uvop (£) ] [w— (%)
e n\y
197 p—17P
— [n|VUP (ﬁ) di 41 |V90|1 (%) ’
' Ue p VAN
Assim,
P’ 1 \VAIL
[rvortvaus <2 [ ivoposes L [usm e o
Q Q Q

)
Entao, tomando n > 0 suficientemente pequeno tal que 1 < % e substituindo
p f—
(2.8) em (2.7), chegamos que

Y
[awoovier s [ nwuie+ B [ wopis <
Q Q Q

< L/Ua+p1|v90|p
P Jo € @pt

(2.9)

Agora, considere k = (0 +«a)/(6 +p—1) > 1 (|d] <p—1, @ > p—1). Para tal k,
temos k' = k/(k — 1). Logo, pela desigualdade de Young com k e &/,

1 P k
_U§+p—1 ‘VSD’ — |:(

ppc ] 2 PP i
2.1
1 o’ VolPk' 210
< SmbU e + S I A Y
2 pnpk/k%g% Sp(p71+ﬁ)kl

Assim, substituindo (2.10) em (2.9) temos que,

1 5
- / m(x)0U o+ A / h(a:)Ufgo—i—u / IVUIPU o <
2 Q Q 2 Q

iy (2.11)
V p Y
< cl/ Vel e R,
Q¢

(b
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2167’
PPk k0%
Teorema da Convergéncia Dominada.

onde C) = e R, = /ﬁzHUango — / mOU o — 0, quando € — 0, pelo
Q Q

Por outro lado, procedendo com em (2.2) — (2.6) com ¢ sendo a funcao teste ao invés

/m 9U°‘<,0+/Ah /wap V).

Assim, usando a desigualdade de Holder com p e p’ obtemos,

G=D@=1) (I=9Hr=1) ,_ 4
/m VOU o+ /Ah /|VU|P e U v ¢T¢T|w|

de Ufgp segue que

(2.12)

p—1

< (/ |VU!pU5‘1s0>p (/ pu-oe-y Vel )
Q ‘ Q pr-!

— 1
Escolhendo o = (6 + a)/[(1 = 0)(p — 1)] > 1 <|5| < %,a >p— 1), pela de-

sigualdade de Holder com o e o’,

1
/U(l 8)(p—1) |V90|1p </ <mieiU:+oa<pi>a>
D
Q 1% Q
% ol o PO'/ %
= (/ ﬁz(x)QUf+ago> (/ m707—|,v@‘ - ) )
Q Q ()00- (p71+;)

Entao, substituindo (2.13) em (2.12) temos

/Q m(2)0U%p + A /Q h(z)p <

p—1 1 , 1

p po e o po po’

<([ivoroze) " ([ awovsee)” ([ asor AT
Q Q Q SDa(pfl+;)

(2.14)

/N

Ql
VR
S~
VR
=

Q‘L
>
Q‘L
A
all
G4
MES
ST
N——
Q
N———
Y

Assim, como a funcao teste foi escolhida de tal forma que

/ mOU%p > 0, / mOU o, / Aho, / AU’ > 0,
Q Q Q

entdao de (2.11) e (2.14) obtemos

o(p—1)+1

1
| Y (’0|pk' . =k " . =’ | y %0|p0/ pe’
< _ c — . .
A/Q h < <|5‘ < / @(P—H%)k'm . e /Q " go"'(p_“r%) (2.15)



Capitulo 2. Sistemas ndo-homogéneos com pesos indefinidos em dominio limitado 37

Relembrando que ¢ = &}, temos

/ ’v(p|pk/ m% _ / Spk/é-(s—l)pk"vé-lpk/ m%
Q S0(1071+%)k/ Ba(zo) 58(p71+%)k’

)

g m()k/ Spk’g(s—l)pk’—(p—l—‘r%)sk’|V£|pk’
Br(zo)

(2.16)
;k/ / / /
= gt [ e v
Br(zo)
;k:/ / !
< myt (C’s)pk RNy,
onde |V¢| < CR™Y, iy = Bm(in)m(x) > (0 e wy € o volume da bola Br(xg).
R\T0
Analogamente, mostra-se que
Voo o = , ,
/ LLmT < mo" (OS)pa RN—pa WN - (217)
Q g0(19—1—}—;)(7
Portanto fazendo € — 0 em (2.15) e usando (2.16), (2.17) segue que
, o(p=1)+1 , 1
L / ’ pa —= ’ ’ po’
e (Tho’“ (Cs)PF RN-Pk wN) (ﬁzO” (Cs)ro’ RN—Pk wN>
< (3)
5 [
Q
(2.18)
contradizendo a suposic¢ao inicial de existéncia de solucao para A > A™.

n

Observagao 2.2.1. Se no problema (Py,) consideramos Q) = RY ¢ as funcées a,b,c,d, f
e g forem positivas em todo RY, entdo em (2.18) podemos fazer R — oo. Assim, como
(N —pk")[(o(p—1) 4+ 1)/po + 1/pa’] < 0 se N/2 < p < N, entdo neste caso naio existe
solugao para todo X\, > 0.

2.1.2 Nao-linearidades superlineares

Agora demonstraremos o Teorema 2.2 que trata de sistemas com nao-linearidades

superlineares.
Demonstragao.

Trabalharemos com as seguintes funcoes,

h)\(t) — PPl gntoi—ptl )\t*erl’

hu(t) — P2+l yprata—ptl /Lt_p+l.
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Observe que,
oo, t—0,

o)) — { 50 120

e além disso, B (£) = (B — p+ % + (71 + ) — p+ DE 7 4 A(—p + 1), com

/ — 1 01 — 1
By(ty) = 0 & (—5lp_7’1+ )tfl + (71+p1_ L )t}”él Y

Assim, como (1,71 + 61 > p — 1 entao

A—00

ty — 00. (2.19)
Observe que, por (2.19),
h)\(t)\) = (71 + 0 —p+ 1) t}1+51—p+1 + <M) t§1—p+1 + t,f\ﬁ—p-i—l + tf)y\1+§1_p+1
p—1 p—1

_ (61"__1/1)t}/\1+51p+1+< 5_11)t§1p+1 A—00 o0,
b p

ou seja,
A—00

h)\(t,\) — 00, onde h)\(t)\) < h)\<t), vt > 0. (2.20)
Analogamente, 3 (¢,),>0 tal que

hu(ty) 2255 00 onde hy(t,) < hu(t), Vt>0. (2.21)

Logo, por (2.20) e (2.21), podemos tomar (A", u*) > (0,0) suficientemente grande tal
que
ha(tr), hu(ty) > M Bpo)(MT,m), VA, p > A* = max{\*, p*}.
onde Bg(zg) é obtida como em (2.1).

Seja Ao, pio > A* e suponha, por contradi¢ao, que o sistema (P ,) tenha solu¢ao com
(A, 1) = (Mo, o), digamos (u, v) = (Urg g, Unguo)- Considerando

= min{h/\o (tko)7 huo (t,uo)} > )‘I,BR(IO)(M+’ m)> (2'22)

temos

Afirmagao 2.1.1. Dada ¢ € C5°(Bgr(x)), ¢ >0,
/ |VU\p2VUV30+/ M*(z)UP 1y 2/ am(z)UP e,
Br(z0) Br(z0) Br(z0)
onde U = min{u,v}, M (x) = max{0, M (x)} com M(x) = max{m,(x), mao(x)} em(z) =
min{a(z), b(z), c(x), d(z), f(x), g(x)}.
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De fato, usando os mesmos conjuntos €2y, {25, e a mesma funcao ¢, da demonstracao

anterior, temos pelo TCDL, que

/ VU P2VUV + / M () UP o > [ |VulP2VuVp+
Br(zo)

Br(=o) 91

+ [ mi() P o+ [ VPPV oVe + | ma(x)oP e
951 (92 Qo

= lim ¢ (|VulP2VuVe + my (z)uP o)+

"% JBr(zo)

+ lim (1 — ¢,)(|V[P2VoV p + my(x)vP L) (2.23)

"% J Br(zo)

= lim / (|VulP2VuV (gup) + ma (x)uP " (gop))+
Br(z0)

+ lim (VP 2VoV (1 = gn)p) + ma(2)vP (1 = ¢u)p))—

"0 ) Br(wo)

— lim / P (u—v)(|Vu|P>Vo — |VulP2Vu) V(v — u)p,
n—oo Qn

onde 0, = {x € 0 u(z) < ulx) < v(z) + %}

Assim, usando que (u,v) é solu¢do do sistema (P ), Lema A.7 e p'(u —v) < 0, em
€2, segue de (2.23),

/ |VU|p_2VUV<,0+/ M (z)UP o >
Br(zo) Br(zo)
> / (auP* + bu v + Ao f ) +/ (cv™ 4 dv"2u®? 4 pog) e
ol 0y

> m(x)(u®t + T+ N)p + m(x)(v?2 + 07202 £ ).
Ql QQ

Entao, pela definicao das fungoes hy e h, obtemos,

/ VUPVUVe + / M ()07 >
Br(o)

Br(zo)

= m(x>h>\o (t>\0>up_190 + m(l‘)h,uo (tuo)vp_lgp
91 Q2

2/ Ocm(x)Uplg0+/ am(:c)Uplng:/ am(z)UP .
Ql QQ

Br(o)
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Logo, pelo Lema 1.5, & < Ai g (x0) (M T, 1), contradizendo (2.22). Portanto, nao existe

solucao para A, u > A*.

2.2 Existéncia e Multiplicidade de solucoes

Vamos estudar a multiplicidade de solugoes do problema (Py,) para o caso em que
y1=a,0 =7+1, 7 =7,0 =a+1 e as fungdes b e d sao iguais, a fim de que possamos

trabalhar também variacionalmente o sistema. Desta forma, temos

—Apu+my(2)uPt = a(@)u’ +b(z)u T+ N f(x), Q
(Pﬁyu) —Av+my(x)v?t = c(:c)vﬁ"’ +b(2) vt +oug(x), Q
u,v =0, Q u = v=0, o)

onde © é um dominio limitado, regular em RY; X\ 4 sdo parametros positivos, m; €
L*>(Q), para i = 1,2 sao fung¢oes nao-negativas, o,y > —1, B > p—1, o >g—1e
a+v+1>max{p—1,g—1} e f e g sao fungdes nao identicamente nulas que podem

mudar de sinal.

O objetivo nesta secao é provarmos a existéncia de pelo menos duas solugoes, uma
pelo Método de sub-supersolucao e outra variacionalmente. E para distingui-las usaremos
o funcional associado ao problema mostrando que ele assume valores diferentes quando

aplicado as solugoes.
Para isso, trabalharemos com o funcional I € C*(E,R) definido por

1) = g, 4 O gy, - 0L [ gy - 2L [yt

- / b(a) () (o) — (ot 1) / M@ — (7 +1) / ug(z).
(2.24)
Vz = (u,v) € E.

Observagao 2.2.2. Assumindo m;(x) >0, para x € Q em; € L>(Q), com i = 1,2 temos

1 ~ . . 1
que as normas de WyP(Q2) e Ey sao equivalentes, assim como as normas de Wy 4(Q) e
Es.

Para demonstrarmos nosso primeiro resultado de existéncia precisaremos das seguintes

condicoes,
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(E1) a,b,c € L>(9) sao fungoes continuas nao-negativas,
(Ey) fr<p'"—1,B:<q¢ —lea+y+1<min{p"—1,¢" — 1}

E sendo 0 < & < 1, para i = 1,2 ¢ F = C"Q) x C(Q) \ {(0,0)}
denote H = {(f,g9) € F/(Ps) e (Q,) tém solucdes em W, () N C(Q) e Wy (Q) N
C(Q), respectivamente}, onde

~Agut (et = f(@), ©,
(Pr)
u=>0, Q wu=0, 011,

—A -+ ma(apt = g(),

(Qg)
v=0, Q ov=0, 01,

Observacao 2.2.3. Pelo Lema 1.2, os problemas acima tém solugoes.

Observacgao 2.2.4. Denotaremos por (P]\l4f) e (Q?wg) problemas com M(z) =
max{a(z),b(z), f(z)} e My(x) = max{c(x),b(x),g(x)}. Note que, como m; > 0, para
i = 1,2 e pela hipdtese (Ey), My, M, € L*=(2) também sao nao-negativas, entao pelo Lema
1.2, os problemas (Py,) e (Qu,) tém solugoes em WyP(Q)NC(Q) e Wy () NC(Q), re-

spectivamente.

Entao,

Teorema 2.3. Suponha que a hipdtese (Fy) seja satisfeita e (f,g) € H. Entao, existem
N p* > 0 tais que o problema (Py,) tem uma solugcao nao-nula (uy,,vx,), para todo
(A1) € (0,A7) x (0,7), satisfazendo Mm flusulli=i) = lim [lox,lle@) = 0. Adi-
cionalmente, se assumirmos (Es), temos I(uy,,vr,) < 0, para (A, p) suficientemente

pequenos.
Observacao 2.3.1. Neste caso de existéncia podemos considerar f1 =p*—1, fo =¢"—1

e+ v+ 1=min{p" —1,¢" — 1}, pois nao utilizamos imersao compacta.

Agora a estratégia é encontrarmos um ponto critico de I usando o Teorema do Passo da
Montanha, Teorema A.11, e posteriormente mostrar que esse ponto critico € uma solucao

nao-negativa do problema (P ,).

Antes de enunciarmos as condigoes que precisaremos para a existéncia da segunda

solucdo, denote N(0f2) como sendo uma vizinhanga de 92 que intercepta 2. E seja,

H"={(f,9) € F /IN(Q) tal que f(x),g(x) >0, para z € N(0Q)}.

Assim, considere as seguintes hipoteses,
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(E3) a € L(R2), com o7 = max{p*/(p* — 61 —1),¢"/(¢" — v — 1)}, c € L??(Q), com
oo = max{q"/(¢" — B —1),p"/(p* — a— 1)}, b € L*(Q) fun¢des nao-negativas;
* 1 * 1
(EQ%a>0e£(y—”t>>Lg—O—at )>1
p q q p
Lsa+1 a+1l ~v+1
P P q

1.

*

A+
(Es) 61<p7q +a, B <q

Assim, temos

Teorema 2.4. Suponha que a hipdtese (E3) seja vdlida e (f,g) € HNH. Entao, existe
pelo menos uma solugcdo (uy,,vy,) nao-negativa nao-nula para o sistema (Py,), desde
que (A, i) > (0,0) sejam suficientemente pequenos. Se adicionalmente, assumirmos (Ey)
e (Es5), temos que a solugao € positiva. Além disso, (uy,,vr,) converge uniformemente

para uma solu¢ao positiva (ug,vo) do problema (Pyp) quando (A, ) — (0,0), sendo
Apu A+ my ()Pt = a(z)u” + b(x)u*v’ T, Q
(Poo) R Ay + ma(x)v? = c(x)v™ + b(z)vu*t, Q
wv =2 0, uw = v =0, 0f.

Como consequéncia dos teoremas anteriores, obtemos

Coroléario 2.5. Assuma que, m; = my =0, (f,g9) € HNH" e as hipoteses (Ey) — (Es)
sejam satisfeitas . Entao, existem nimeros positivos A, e [, tais que o problema (Py,)
tem pelo menos duas solugoes sendo uma positiva e outra estritamente positiva, desde que
(A ) € (0, M) X (0, puy). Além disso, as solugoes obtidas bifurcam da solug¢do nula e da

solugao positiva do problema (Pp).

Observagao 2.5.1. Se p = q entao (E4) e (E5) se reduzem a

(Br) v,a>0,a+y+1<p'—leBi<a+y+1,i=1.2

2.2.1 Solucao Sub-Supersolucao bifurcando da solugao nula

Nesta secao utilizaremos o Principio de Sub-Supersolucao B.5.

Demonstracao do Teorema 2.3. Primeiramente construiremos uma supersolucao do

problema (P, ). Para isso, defina as funges hy, hy : (0,00) — R por
(t) = 0771 = a4 w7257,

hg(t) — -1 ||w2||52t62 _ ||w1||a+1||w2”7ta+7+1’
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onde wy e wq sdo solugoes dos problemas (P]bf) e (Q%@), respectivamente.

Observe que, como S, +v+ 1> p—1 temos que hy(t) 200

h1(t) < tp_l . leHﬁltﬁl — tﬁl(tp—l—ﬁl B ||w1||51) t—00 o,

consequentemente, hy(t) =% —oco.

Além disso,

/

ha(t) = 772[(p = 1) = Bullwn 787777 — Jlawy [|*[Jwa | (o 4 4 D)t HPH,

Assim, considerando

hi(t) = (p— 1) = BulJwr || 777 — JJawy||*[|ws || (o + y + D)petrHp
temos que,

hi(t) é crescente se, e somente se, hy(t) > 0. (2.25)

Note que,
(p—1), quandot — 0,
hl(t) —
—00, quando t — oo,

e sendo A; = (a+ 7+ 1)(a +7v+ 2 —p)|lw||*||wz|"™* > 0, obtemos

1 )]
Ay

/

hy(t) >0 se, e somente se, ¢ < [ﬁ1(p

<0,

consequentemente, h; (t) é decrescente V¢ > 0.

Entao, pelo comportamento da funcio h; no limite e sua monotonicidade, temos que

existe £; > 0 tal que

hl(fl) — O
hi(t) >0 para 0 <t <1,

hi(t) < 0 para t > 1.

Logo, por (2.25),
hi(t) é crescente para 0 < ¢ < t;

(2.26)
hi(t) é decrescente para t > ;.
Concluimos entdo que, max hy(t) = hy(t1) > 0.
Analogamente, mostra-se que existe ¢, > 0 tal que
ho(t) é crescente VO < ¢ < &y
(2.27)

ha(t) & decrescente Vit > to,
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0 que implica que max ha(t) = ha(ty) > 0.
>

Agora, denotando por
]m+(h1, hg) = {t > O/hl(t) = hg(t) > O}

temos dois casos a considerar.
Casol: Im™(hy, hy) # 0.

Neste caso, considere

N = p" =max{h(t) / t € Im"(hy, hy)} > 0.

Assim, dados (0,0) < (A, p) < (A", 1*), por (2.26) e (2.27), existem ¢y, tx,, Ty tyy > 0
tais que
Zf/\l < Z1 < t)\z € h‘]-(t)\l) == hl(t)\z)

by < t2 < by € h2<tu1) =H= hQ(t/u)'

Entdo considerando ¢y, = min{ty,,ty,} e t, = min{t,,,t,,}, temos que t\ € (0,%;) e
t, € (0,%2), ou seja, estaremos trabalhando com a parte crescente das fungoes hy e ho.

Logo, fazendo A, i — 0 obtemos ty,t, — 0.

Agora, tome ty, = max{ty,t,} e defina u := ¢, ,wy e U :=t) ,ws. Observe que, pelo

comportamento das fungoes hy e ho, temos que
ha(ta,) = hi(ta) = A e ho(ta ) = ha(t,) = p.

Assim, segue

—AJU+my(p)u?t = tf(jl]\/[f(:v)

= Mp(@)[lwnlP 6, + | lwal ST+ ha(ta,)]

(2.28)
> Mp(2)[(Er,wn) + (Eawn)® (Er )™ + A
> a(z)a™ + b(z)u " + Mf(2),
e analogamente,
—Ag0+ ma(@)o > o(@)0™ + b@)T T + pg(x). (2.29)

Portanto, (i, 7) € uma supersolugao de (P ,).

Além disso, fazendo A, i — 0 temos ¢y, — 0, consequentemente

lim [|@]le = lim ||7]|e =0
—0

2 )
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Caso2: Im*(hy, hy) = 0.

Seja to := min{ty, {2 }. E, considere \* = hy(to) e pu* = ha(to).

Note que, por (2.26) e (2.27), ao trabalharmos com ¢ € (0, ty), estamos lidando com a
parte crescente das fungoes hy(t) e ho(t). Assim, dado (0,0) < (A, p) < (A", p™), existem
tx, t, € (0,%0) tais que

hi(ty) =X e  ho(t,) = p

Entao, tome t,, = max{ty,t,} e defina uw := t) ,w; e U := t) ,wy. Procedendo como

em (2.28) e (2.29), segue que (U, 7) é uma supersolucao de (Py ,) e também

_ _ A,pu—0
[, 7]l == 0.
Agora, considere u := )\p%lwf e v = ,uqfllwg, onde wy e w, sdo solugoes de (Py) e
(Qg), respectivamente.
Entao, temos
—Apu+my ()Pt = AN=Aywp 4+ my (x)wg_l)
(2.30)
= M(2) < a(2)u™ + b(@)uv"™ + M f (),
—Agu+ma(2)? = pg(r) < c(x)u™ + b(x)u " + pg(). (2.31)

Logo, (u,v) é uma subsolugao de (P ,).

Note que, pela construcao das sub e supersolucoes, temos que
(@, ), (u,v) € Wy (Q) N C(Q) x Wy (2) N C(9Q),

e além disso, as desigualdades (2.28), (2.29), (2.30) e (2.31) sao satisfeitas no sentido

distribucional, consequentemente
/ ]Vg|p_2VQVg0+/ my(x)ul " p < / |Vﬂ]p_2VﬂVgo+/ my(x)atp, Yo € C(Q), 0 <0.
Q Q Q Q

Logo, pelo Principio de Comparacgao A.1, u < u, {2. Analogamente, mostra-se que v <
7, ). Portanto, pelo Principio de Sub-Supersolu¢ao (Teorema B.5), existe (uy,,vx,) €

Wy (Q) N C(Q) x Wy (Q) N C(Q) solucio de (Py,.) tal que
(0,0) < (u,2) < (urp,vap) < (@70), Q

Temos ainda pelo comportamento das sub e supersolugoes que

A,pu—0
”u/\,,uHom HUA:MHOO #——>> 0.

Agora mostraremos mais uma, propriedade da solucao.
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Afirmacao 2.2.1. I(uy,,vx,) <0

Agora provaremos que o funcional (2.24) assume valor negativo na solugao encontrada
(Uxnpus Ua ). Antes porém, observe que (uy,,vx,) € E e pelo Teorema da Convergéncia

Dominada,

/ Vs, P Vs, Ve + / Tl = / (a)ul, + by ol + Af ()

/|VU,\#| VvMVer/mvaw / U,\M )UK“ﬁlvarug( )b,

Y(p, ) € E, ja que Wy (Q) = CSO(Q)”'HLP e Wy (Q) = C’OO(Q)” 12 & as normas de Eie
Wy (Q), e Ey e Wy9(Q) sdo equivalentes.

Assim, de (u,v) ser solugao de (P)’\’“) e considerando a propria solucao como funcao

teste, segue que

/)\f(:v)uda:: |ul|%, —/auﬁlﬂ—/buo‘“vwl, (2.32)
0 Q0 e

/,ug(x)vdx: ||v||qE2—/cvﬁﬁl—/buaﬂv””l. (2.33)
Q Q Q

Logo, substituindo (2.32) e (2.33) em (2.24), temos

) = Gt 1) (5= 1) Bl + O 1) (5= 1) ol

—@+n(1—&11)Aamwﬁh4y+n(y_&il>édwwﬁu

Hm+¢mwy+u—ulfamwwwy

Dai, pela imersiao continua E; < L"(Q2), 1 < r; < p*, para ¢ = 1,2 e desigualdade de

Young segue

1 1
Iu,v) < (a+ 1) (]—9 _ 1) ol is + (7 + 1) (5 - 1) Collull? o +

1 1
a1 (1- lalloollell 257 + (v +1) (1 - lellsollvll 2+
1 B2+ 1

B

+
o y+1 a
Hat 4 DI (= ) Bl + G+ Dbl (2 ) 22,
(2.34)
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Agora, suponha sem perda de generalidade que §; > o+ v + 1, para ¢ = 1,2, entao

temos a imersao L7t < L2 Agsim, de (2.34) segue

1 1 Br1+1—
) < Gt Dlflir | (5= 1) € (1= 577 ) lallelullisis

a - 1
Bl 5277 |+ (r + Dl e KE - 1> Cot

1 ) )
(1 55 ) el -+ Il 22

Observe que, se 3; < a+ v+ 1, para i = 1 ou i = 2, em (2.34) trabalhariamos com

r; = a + v + 2 e posteriormente com a imersao Lo+ [AiFL

Logo, como |[ux ullso, [|Va 0o Eimal 0, podemos escolher Ay, j1o suficientemente pe-

quenos.

Portanto, de p,q > 1 temos que I(uy,,vy,) <0, para (A, p) € (0, Xg) x (0, t10).

2.2.2 Solucao Passo da Montanha bifurcando de uma solucao
nao-nula

Nesta segao, dividiremos a demonstracao do Teorema 2.10 em lemas. Primeiramente,
mostraremos que o funcional I, definido em (2.24) satisfaz a geometria do Passo da Mon-

tanha.

Lema 2.6. Assuma (E3), (f,g9) € H e
0< B <p*"—1, 0< By <q" —1, 0<a+v+1<min{p*—1,¢" —1}.
Entao, existe (A, ptg) > (0,0) tais que
I(u,v) = a, com ||(u,v)||z = R, para algumas constantes R,a > 0,
desde que (0,0) < (A, ) < (Af, pg)-

Demonstracao. Observe inicialmente que, usando as desigualdades de Holder e Young,

e as imersoes F; < LP e Ey — LY temos
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A / fuds < Alfll e llull ooy

|z 52
< )‘HfHLp/(Q)C 1 ~27 (2.35)
u i’ / f p/p/ 1.7
< el 2’;& +(CIA)P 171 ]!,L (27 ),
e !
ulle el o,
/L/ngd:c < %4—(02,@(1 %(22)‘1. (2.36)

Além disso, novamente pelas desigualdades de Holder e Young e imersoes Ey < Lo+
Ey — L52+1, temos

B1+1

p*
/a($)uﬁl+1 < (/( 514—1)51-&-1) ||CL|| ( o ),
Q 0 L\B1+1
< lallZ lall ey (2.37)
L(ﬁﬁ-l)
1
< CsllulZH ol (5)"
L\B1+1
/c(x)vﬁﬁl < C’||v||62+1||c|| N (2.38)
Q L(W)
a+1 a«(l;l#l»Q 'Y+1 a+1-1§—2
/ b<m>ua+11}'y+1 </b($) (u a+?y+2 4 (U ) ¥ dr

( ot )/b(x)uaﬂ”dx—l— (—VH )/b(m)vaﬂ”d:ﬂ (239)
a+y+2 Q a+y+2 Q

a+1 P
( )osnbu (e Il +(
a+y+2 atyF2 a+y+2

Entdo, substituindo as estimativas encontradas, (2.35) - (2.39), no funcional (2.24),

N

=) Calbl eyl
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temos que
) > O gy Loy g
= SOl gy = SO (el
- bl eyl = D

= @ @ D~ el + (Con o+ 02

Agora para simplificar a notagao nao especificaremos os espagos referentes as fungoes

a, bec. Assim,

1 C Cs||b
) > mn{(%) o, = (S0 pazrt = (L) -
(Cl)\) 1 g Cylc]] ol
G (7+1)K2—q) o, - (500 ) oy

_( CﬁHbH )” ||a+'y+2 (CQ,U) H H ]

||f||

a+vy+2
(2.40)
Logo, quando ||u||g, = Ry e ||v]|g, = R2 em (2.40), isto &, ||(u,v)||g = ||u||g, +||v|| g, =
R = Ry + Rs, segue que

1 C- Cs|lb
](U,U>|aBR 2 (CY+ 1) |:2_pr . ( SHGH) Rfl-‘rl . ( 5” H )Rtll-i-"H-Q_

pr+1 a+y+2

('Y‘i‘ 1) |:2ing . (04”0”) R§2+1 o ( OGHbH >R;+’Y+2

B2 +1 a+y+2

(CM)

HfH

i

Entdo, tomando R = R, + R,, onde

N S )
R = max (M) pmt <M) p—a—v=2
1 ﬁl +1 ’ o+ v +2 )

Ry = max (C4HCHSQ) —P2- (CGHbHEBQ )qa”2
? By +1 "oty +2 ’

Q
[un
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obtemos
1 (CNP2
I > 1) | —R) - —L——
(wollong > (a+1)| R =2 A1,
1 —q (02,“)
1) |—R, — .
Hr+ D) |1 Com 2
Agora, escolha Ay, 1, > 0 tais que
1 (CLAp)P 25T R 1 (Copiy)¥ 27 R
R A 2 e, =2 RIS g, = 22
1 p/ HfHLp 8p7 4q 2 / HgHLq 8
—p % 1 ——=q L/ 1
ou seja, A I p<p/)p/ ! e [ i q<q/)q, !
u seja, Ay = (- T ama— et = | = | A
T\w) \ai) Gl \4e) \ai) Callglle
Portanto,
1 (R, RS
I(“av)bBﬁ > Z 3 <_ + 7) =a>0,
para (A, 11) € (0,Ar) x (0, pg).
]

Denote 2, = {z € Q / a(z) > 0} e considere a seguinte condigao,

(E7) int(Q,) # 0 ou int(Q.) # 0.

Lema 2.7. Assuma (E;) e suponha que

0<pr <p'—1, 0<fe<qgi—1, max{p—1,¢—1} < a+vy+1 < min{p*—1,¢"—1}.

Entao,

I(ug,vo) <0, para algum (ug,vo) € E com ||(uo,v0)||g > R,

onde R > 0 ¢ dado pelo Lema anterior.

Demonstragao.
Temos dois casos a considerar.
Casol: int(,) # 0.
Neste caso, existe uma bola B, C €}, tal que a > 0, B,.

Tome ¢ € C§°(B,) com ¢ > 0. Assim, como 1 > p — 1 temos
(v +1) a+1

I(tQD,O)Z B +1

#loln — 2 Lmn / a(@)(@) 2 o,
Q

Caso2: int(.) # 0.

(2.41)
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Neste caso, existe uma bola B, C €2, tal que ¢ > 0, B..

Tome ¢ € C5°(B.) com ¢ > 0. Assim, como [ > ¢ — 1 temos

y+1 Y+1 s 41 100
10.9) = e, - 8 [y 2% e )
q Bo+1 Q

Portanto, podemos escolher ¢ty > 0 suficientemente grande tal que

[(ﬂpl,Z(pQ) <0 para Z> to e H<t09017t0902)HE > E

Agora, mostraremos que toda sequéncia (PS)., para todo ¢ > 0 em [ é limitada.

Lema 2.8. Suponha (Es) satisfeita, (f,g) € H e
0<pL<p"—1, 0< B < ¢ — 1, max{p —1,g— 1} <a+~vy+ 1

Seja {(Un,vn)}nz1 C E uma sequéncia (PS)., para todo ¢ > 0. Entao, {(un,vn)}ns1 €

limitada em E.

Demonstragao. Como, por hipotese, {(un, vn)}n>1 € uma sequéncia (PS)., ¢ > 0, dado

e > 0, dng € N tal que, para todo n > ng,

|1 (tn,v)| < 1T (v || < €. (2.43)

Assim, de (2.43) segue que

C+ H(uﬂ?vH)HE 2 [<Un,'l}n) - < I/<Un,'l}n)’(un7vn) >=
at+y+1 aty+2
1 1 1 1
— o+ (2o - ) (- =) el
p a+y+2 q a+vy+2

1 1 1 1
o) (==L [ s ey (S - L) s
a+y+2 B1+1 Q a+y+2 B2+1 Q

1 1
Ha+n) (1) [ 00 (s -1) [ g

# (222 1) [
aty+2 Q

(2.44)
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Para simplificar usaremos a seguinte notagao A(t) = 1/t — 1/(a+ v+ 2). Logo (2.44)

fica
ot gl )l > (@ + DAG)uall, + 0+ DA@ el -
—(a+ DA(B +1) / o)~ (£ 1A, + 1) / (- ()

—(oz+1)A(1)/Q)\fun+(v—l—l)A(l)/ngvn.

Observe que, pelas desigualdades de Holder e Young, e pelas imersoes F; — LP,

Ey — L7 temos que

I, el 01
[ g < 18l < 22 Bl B Bl (24
Q p b p p
q q
g q’ Un,
Q q q

Além disso, suponha sem perda de generalidade que, A(f; +1) > 0e A(Sy+ 1) <0,

(0s outros casos seguem de forma analogos) logo novamente por Young e E; < L%,

(a+ DA + 1) / (P = (ot DA+ 1) /

Q Q

< (a+ 1AL+ 1) / a+(u:{)51+1
0
< (a+1AB + 1)HG+HL(B%)'(Q)HunHLﬁl+1(§2)
< (a4 DAB 4 Dla”] (52 Csllun |z,
L\B1+1 ()
(2.48)
(v+ DALy + 1) / c(v)2tt = (v 4+ 1)A(By + 1) / (v — (v 4+ 1)A(By + 1) /
Q Q Q
<~ DAG+D [ e
Q
< (v +DA(B + 1)H07HL( Cyllvnl| B,

1) (@)

(2.49)

ot ()P (o 1)A(B + 1) / 0 ()

Q

C—(U:)ﬂz—i-
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Logo, substituindo (2.46) - (2.49) em (2.45), obtemos

S
¢+ mﬂ(umvn)ﬂfs =z (a+ DAD)Junllg, + (v + DA lvnllz, —

~(@+ DAG+ D] (e Collualls, + (4 DAG+ Dl ey Callonle,—
L\AF1) (@) L\B2+1) (Q)

P’ p q q
—m+nAmAC”““+qm%@>—«H4MOM<WWW+@Wﬂﬂ>,

P ' q
ou seja,

9
+— ny ¥n + +1A +]. + p* ! C n +
gl + (0 DAG+ DI e e )l

# (6 DG+ DI ey ) et

(2.50)
112, Ioll,
+(a + 1)A(1)AT + (v + DA(DMT >
A(l A(l
> (0 1) (40) - 200 )l + (+ 1) (4@ = 22 Can) I,
Entao, considerando
B=(a+1)A(B + 1>||a’+||Lﬁ/1(Q)O37
T =+ D(=AB + D)l 1 0 Co
D =max{B,C} >0,
temos de (2.50) que
c+ <L + E) | (n, vn) || 2+ (cc + 1) A(L)A Hf“i”" +
a+y+2 o
(2.51)

g1l
+(y+ 1)/1(1)#7” 2> Byl[unll, + Cullvall,,

A(1)

onde By = (a+1) (A(p) -

o) = (r+1) (a0 - M),

Assim, tomando

_ PA(p) _ qA(g)
M=cam oY ¢ T Ean

>0

temos que B,,C,, > 0 desde que (0,0) < (A, ) < (Ao, o). Consequentemente, sendo
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D, , = min{B),C,} > 0, segue de (2.51),

/
/117,
p/

+ E) | (n, vn) || 2+ (v + 1) A(L)A +

€
_l’_ N
<a+7+2

loll7
oy + DA

> D (lunlly, +llvalg,) -

Suponha, por contradicao, que {(un,v,)}n>1 nao seja limitada. Entao, existe
uma subsequéncia de {(un,v,)}n>1, que ainda denotaremos por {(un,v,)}n>1, tal que
| (tn, vn) || E — 00. Entao, ou ||un| &y, [|[vnllz, — 00, ou ||u,||g, € limitada e ||v,]| g, — o0,

ou ||v,|| g, € limitada e ||u,||g, — 0.

Considere, s.p.g., que ||u,||g, € limitada e ||v,||g, — co. Logo, segue que

1£17,
p’Lp *

e+ (255 +D) Ul + ol + 0+ DADA
(2.52)

lgll7
O DAWE= > Das (lunl, + lloally,)

Agora, dividindo ambos os lados da desigualdade (2.52) por ||v,| g, temos que,

e N\ { Nunllz ) 1 117
—— 4D +1)+ C+ (o + DAL)AL 4
<a+7+2 )(mm@ o € (@ DA

(2.53)
19157 - Dase ( llually
+(y+ 1AL Lq]> ’“( L 4 vnq‘l).
(Py ) ( ):u q, op—1 HUnHEg H HEQ
Assim, fazendo n — oo em (2.53), obtemos a seguinte contradigao
I —
—— + D = +oo.
o442
Portanto, {(ty,, vy)}n>1 € limitada em E.
]

Agora, provaremos que toda sequéncia (PS) limitada em F tem uma subsequéncia

convergente, ou seja, satisfazem a condi¢ao (PS). Assim temos,

Lema 2.9. Assuma (E3). Seja {(un, vn)}ns1 uma sequéncia (PS) limitada em E. Entao,

{(tn,vn) =1 tem uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. Seja {(un, v,)}n>1 uma sequéncia (PS) e limitada em E. Logo, existe
uma subsequéncia, a qual denotaremos por {(un, v,) }n>1, que converge fraco em E, ja que

E é um espaco de Banach reflexivo.
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Assim, pelas imersoes compactas Ey < LP(2) e Ey — L%(£2) segue que {(un, V) }n>1
converge forte em LP(Q2) x LY(Q), consequentemente ¢ uma sequéncia de Cauchy em
LP(Q) x LI(Q).

Queremos mostrar que, a menos de subsequéncias, {(u,,v,)}n>1 € de Cauchy em FE.

Entao, como E é um espago de Banach, {(u,,v,)}n>1 convergira forte em E.

Observe que, apenas aplicando o funcional derivada em (u, — U, v, — Uy, temos que

(I (t, 0, (i — s U — )Y — (I (ty O ) (e — Uiy U — V) =
=(a+1) /Q (VP 2V — |Vt P2Vt ) (Vi — V) +
o+ 1) /Q ([V0u |72V, — |V T2V 00} (Vo — V) + 250
+(a+1) /le(x)(|un|p_2un — [ [P ) (U — )+
1) maa) ol = ol ) 0 = )=

~(a 1) [ al) = ) 1 = )=

= 1) [ @)oo = ol ) 0 = o)

—(a+1) / b(@) (Jtn|* ™ va "™t — | o i) (s — ) —
Q

=+ 1) [ )l o = o ) )
Q

Agora aplicando a desigualdade de Holder e usando que a sequéncia {u,},>1 € de

Cauchy em L7(Q2), p < o < p*, temos

[l atun =)l < [ il = vl
Q Q

p—1
1P o 2.99
<lmlle | [ Q57500 * = vl O
_ n,m—00
= [Imafloolunlly™ tn — wally 0,
analogamente
/ ma () (|va]7 v = [Um| " ?vm) (Ve — Vi) T 0, (2.56)
0
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novamente por Holder,

Jalun = i = )| < [ s =
Q Q

ro1] 7

< Mall sy [ [ () ] dellug — il (257)
<l31+1) Q
= Hun gi—lnun - um”p*—lHaH(my 2, 0;
B1+1
similarmente,
/ (@) (|[val® on = [0m] ™ om) (v — V) LT 0 (2.58)
Q
/ b(@) ([un| " va " o = [t |* o o) (05 — V) 5 0. (2.59)
Q

Entdo, por (2.54) - (2.59) e I'(ty, vy) 2= 0, pois { (tn, Vn) Yn>1 € uma sequéncia (PS)

em relacao ao funcinal I, temos que

(a+1) /(]Vun\p_ZVun — [Vt P2V ) (Vg — Vi, )+
0

n,Mm—00

(v+1) /(\V”Un]q_Qan — V| T2V, (Vv, — Vo) 0,
Q

ou seja,
lim [ (|Vun P *Vu, — [V [P *Vu,) (Vu, — Vu,) =0,
n,m—oo [

(2.60)
lim (|VUn |72V, — |V |T 2V, (Vo, — V) = 0.

n,m—oo [

A fim de concluirmos a prova de que a sequéncia {(u,, v,)},>1 € de Cauchy, usaremos

o Lema A.7. Se p > 2, a desigualdade acima e (2.60) implicam que

lim Mp/ |Vu, — Vu,|Pde = 0,
0

n,m—00
(2.61)
lim Mp/ |V, — Vo, |%dx = 0.
n,m—00 Q
Se 1 < p < 2 temos
, |V, — V|
lim M dz = 0,
w7 Jo (Vua] + [V )77
(2.62)

) |V, — Vu,|?
1 M =0.
namosoo P Jo (Vom| + [Von])?4
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Portanto, usando Holder, concluimos que

\Y n — Um b pBop
19 Vunpar = | <|v| |(Z |vu |)>|p<2 (V] + V) 7 da
Up U,

2—p

< </Q (!V’Zn(\ui ‘_V/Ii:j";pdx)g (/Q(|Vun| + IVumDpdx) ’

|V (vn, — vm)]? : / =
n m d < d n m ad .
/Q|VU Vo, |tdx (/Q Voul + Vom0 x Q(|Vv | + |Vun,|)ide

As desigualdades acima, a limitagao da sequéncia {(un, v,)}n>1 € (2.62) acarretam

lim / \Vu, — Vuy,|Pde =0,

n,m—oco [o

(2.63)
lim / Vv, — Vo, |%dz = 0.

n,Mm—00

Portanto, de (2.55), (2.56), (2.61) e (2.63), temos que {(uy, v,)}n>1 € uma sequéncia

de Cauchy em E, consequentemente, {(uy,,v,)}n>1 converge em E.

Agora, vamos a4 demonstracao do resultado principal desta secao,

Teorema 2.10. Suponha que a hipétese (E3) seja vdlida e (f,g) € HNHT. Entao, existe
pelo menos uma solugao (uy,,va,) nao-negativa nao-nula para o sistema (Py,), desde
que (A, ) > (0,0) sejam suficientemente pequenos. Se adicionalmente, assumirmos (Ey)
e (Es), temos que a solugao € positiva. Além disso, (uy,,vr,) converge uniformemente

para uma solugdo positiva (ug,vo) do problema (Pyp) quando (A, ) — (0,0), sendo

Apu 4 my(2)u?" = a(z)u” + b(x)uv’ T, Q
(Poo){ Agv+ma(z)v? ! = c(z)v™ + b(x)v"ut, Q
u,v 2 07 U - v = 07 of.

Demonstragao. Observe que, a derivada de Fréchet do funcional I é dada por

< I'(u,v), (¢, ) >= (@ + 1) [/Q |Vu|P~2VuVp — /Qa(a:)(zﬁ)ﬁlgo—

[ anren o [ Af()] (40 | [ 9o eeve-

e s |
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Y(u,v), (p,0) € E.

Pelos Lemas 2.6 e 2.7, temos que o funcional [ satisfaz a geometria do passo da
montanha. Entao, pelo Teorema do Passo da Montanha sem a condigao de (PS), a saber

Teorema A.11, existe uma sequéncia {(un,vn)}ns1 (PS).
Logo, pelo Lema 2.8, {(uy,, v,)}n>1 € limitada. Consequentemente, existe (uy ,,, vy ,) €
E tal que

(Un, Un) =25 (urpu,va,)  em E, (a menos de subsequéncia)

usando o Lema 2.9.

Assim, como o funcional I € C'(E,R) temos que
< I/(u)\,/uv)\,u)7 (@7¢) >= 07 v(% ¢> SN

Agora mostraremos a positividade desta solu¢ao. Denote (uy ,, vy ,) = (u,v).

Temos que,
—Apu+my()uP !t = a()(uh) +b(z) () ()T + Af(z), Q
(P)S —Ap+ma(a)v™™ = c(x)(0")” +bx) (") ()™ + pg(e), @

u = v=0, 011,

I(u,v) =Cy, =6 >0,
(2.64)
I'(u,v) = 0.

Afirmamos que, (u,v) = (0,0).

De fato, como (f,g) € H entdo os problemas (Pf) e (Q,) tém solugdes, as quais

denotamos por wy e wy, respectivamente.

Assim, como (u,v) satifaz o sistema (P’) temos que
—ApAFTw) 4 (@) ATt = A= Apwy + ma (z)wh )
=M (z) < —Apu + my(x)uP !,

logo pelo Principio de Comparagao A.1, u(z) > )\p%lwf(x) >0, Q.

Analogamente, mostra-se que v > 0, Q. Portanto, (u,v) é solugdo nao-negativa do

problema (P, ,).

Agora, mostraremos que (u,v) é uma solugao positiva de (P ,).
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Observe que, pelo Lema 2.7, temos que existem 1,y = 0 e ¢ty > 0 suficientemente
grande tais que

I(tp1,tps) <0, para t>t.
Assim, supiol (L1, tps) = mazicp (tpr, tp2). Além disso, existe C' > 0 tal que

max [ (teq,tps) < C,
te[0,to]

com C independente de A e p, (veja Apéndice C). Logo, por (2.64), segue que

Chp < sup I (ter, tee) = max I(tey,tes) < C, (2.65)
>0 t€[0,to]

para (0,0) < (A, 1) < (Ag, pg). Ou seja, Cy, < C.
De (2.64) e (2.65) segue que

(a+1) (v+1) a+1/ v+1
I((u,v)) = —ZL||ulf + ~L—=||v]|%, — —— [ a(zx)u ' — —— [ ¢(x)vH—
((u,v)) . [[ull%, . vl %, 51 Q() B 1 Q()

_/Qb(x)ua“m“ — (a+ 1))\/Qf(1:)u —(v+ 1)#/99(1’)1) <C

(2.66)
I'((,0), (u,0)) = (o + Dlfulls, + (v + Dljolls, — (@ +1) / a(@yuP T — (4 1) / ()1
—(a+v+2) /Q b(x)u* Tt — (o + 1))\/Qf(x)u —(v+ 1)M/Qg(ac)v =0.

(2.67)

Logo, isolando o termo / b(x)u* 7! em (2.67) e substituindo em (2.66), obtemos
Q

1 1 1 1
at+1)|~———< )l +(v+1) (- = —5 | JvllE,+
( >(p Oé+7+2) lullz, + O )<q 0z+7—|—2) oz,

1 1 1 1
—Ha+D(a+7+2—j%+1)lf@mﬁﬂwwy+n<a+7+2—7%+1>lkgwﬂﬂ+

Ha+1) (ﬁ—l)A/ﬂf(m)qu(vjtl) <ﬁ—l)u/ﬂg(l‘)0<0.

Observe que, por hipdtese, a(z),c(x) > 0, Q e como mostramos que u,v > 0, € segue,

(@ 1) (5 = g Ml + 00 (5 = o ) Dol <

P oa+y+2 g a+y+2

<Ctatl) (1—ﬁ>A/ﬁf(x)u+(7+1) <1—ﬁ)u/ﬁg(w)v.
(2.68)
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Note ainda que, pelas desigualdades de Holder e Young, temos que de; > 0 tal que

1 1
1————— ]\ < AMf1-——— ” ,
‘( Oz+7+2) /Qf(a:)u f( a+7+2> 1700 Nl

1
<y (17 o) @l + CNIy o)

além disso, pela imersao By — LP(2), existe C3 > 0 tal que
1 1
l——— A < Ap(l— —— C C
( a-++ 2) /Qf(w)u d ( a4+ 2) (eCallully, + C@)f )
(2.69)
Analogamente, existe €5 > 0 e pela imersdo Ey — L4(Q2), 3Cy > 0 tais que

1 1 ’
‘ (1 - m) M/Qg@)v < g (1 - —) (2Callollz, + Clea) gl o))

a+y+2
(2.70)
Assim, substituindo (2.69) e (2.70) em (2.68) temos que

1 1 1
Dz —— ) (1o —— Vo P
(ot >Kp a+7+2) f( a+7+2)61 3] el +

1 1 1
Hif-—-——) - l———— | &C B, <

S 4 —
<CH+(a+1) (1 a+7+2) MCeDFIG, g + (v +1) (1

1

q/
s ) MOl o

Logo, escolhendo €1, €2 > 0 suficientemente pequenos temos
Jull, + [lollE, <C
para (\, 1) € (0,\s) x (0, 4,), onde C é independente de X e .
Consequentemente, ||ul|g, < Cs e ||v]|g, < Cg, onde Cs e Cg sao independentes de A e
L.

Afirmacao 2.2.2. Ezistem constantes Cs,Cs > 0 independentes de X e p tais que

|ullpe < Cs e ||v]|= < Cs,  para (A, 1) € (0, Af) x (0, ).

Provaremos esta afirmagao usando o Método Iterativo de Moser adaptada do artigo

[53] de Stavrakakis e Zographopoulos.

Para k € N, introduzimos as sequéncias

% _ *p* * ~ ~ _ fy+
h =p, Mk+1 —771@5, Mg =Mk — M TPy Nk =Nk

= (B +1) my— 1 !

1
+(a+1),
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p

wE ~ e (e A ST
Ly =L (77k: — N, + 1)% (?) maX{Hafo ’ ka ’ HfHUZ ’ Mlk}

*

. Ny . ~ ~ a+1
th =q", O-+1 :91@?, Op =0, — 0p +q, 0, =0y

0 s
== k== )
O — (B2 + 1) 0, — 1

+(y+1),

J

@/}k Ly =||U

P>

1 2 Y O o p*

~ 05\ % W % %
Mpy1 = L% (O — O + 1) % q max{|ld]l,;, My llgllsy > L")

5)
?r‘-x-""

onde L = C(max{1, Ao, fi0, ||b]|c }), C' > 0 constante.

Em relacao a essas sequéncias, temos as seguintes propriedades:

Afirmacgao 2.2.3. 1. n; e 0 sao crescentes,

k—oo
2. Uk,(gk — 00,

3. nk‘_ﬁk>069k_§k>0'

Para a demonstracao desta afirmacao veja Apéndice C.
Afirmacgao 2.2.4. Seja (u,v) solugcdo do sistema (P'). Entdo, Vk € N, u € L™(Q),
v e L%(Q) e satifazem lwlly, < Lk € ]|v]lo, < M.

Faremos a prova por inducdo. Entdo, observe que, para k = 1, ||u|l,, = ||u||p = L1.

Suponha agora que, ||ull,, < Ly.

t, it] < n, /

Seja ¥, € C*(R) tal que W, (t) = { DAl i >n42 e 0 <V, (t) < 1. Defina,

- _ouw Juf<n,

Relembremos que, u,v > 0, . E considere u ! como funcio teste, assim

/\Vu\pQVu V(uﬁkﬁ’““)da:jL/ml(x)upluzkﬁkH =
0 0

:/a(‘r)uﬁlu’z}cﬁk+1_‘_/b(x)u0¢,07+1u2kﬁk+1+)\/f<x>uzkﬁk+l.
Q Q Q
(2.71)

Observe que,

/|Vu|p_2Vu V(uzk_ﬁk+1)dx+/ml(x)up_luzk_ﬁ”ldx >
Q Q

Z / IVuP2VuV (WY de = (g, — T + 1)/ IVulPT, ()
@ Q
(2.72)
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E, de 0 < U (u) < 1 segue que
’ ~ ’ p ~
[ 1w @ > [ [vulw, )]
Q Q
(2.73)
_ p\?” s
[ (1) [y
Q k Q
Além disso, usando a imersio Wy”(Q) < LP*(Q) temos
ng
[ 1vut vz cld Iz, = ol (274
Logo, por (2.72) - (2.74), chegamos que
/ VP2V uV (u? =) da+ / my (2)uP e g >
Q Q
(2.75)

P
am—m+w()uwmﬂ
M

Por outro lado, aplicando a desigualdade de Holder com os expontes conjugados,

Nk o qx*
me— My +a+1 v+1

, e usando que u, < u e b€ L*() temos que

/b(x)u”‘v”“uzk_ﬁ”ldx < ||b||oo/u”k_ﬁk+a+107+1d:v
Q Q
= [[Blloo el o135

< [16lfoo mac{{ful7, [[0]g:},

(2.76)

onde a ultima desigualdade é justificada observando que, se considerarmos

max{||u|[78, vllg} = [lull; entao

urs

M — 77k+a+1+(’y+1)—
[ a1 RS 1 = [Jullm,

caso contrario, se max{||ul[, |[v][Z} = ||v[|Z, segue que

Mk’

a2t 0t o T

(2.77)

(2.78)

Novamente pela desigualdade de Holder, agora com os expoentes xj e

obtemos

/Qa( )u? ul T lall [ulle ™™ < mas flall X [l

sendo a tltima passagem comprovada de forma anéloga como em (2.77) e (2.78).

Me — M + b1+ 1

(2.79)
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E por fim, mais uma vez usando Holder com oy e n—f, segue que
e — Mk + 1
/ F@)ul A fllo e < Ao max{[| £l1g2, - (2.80)

Portanto, substituindo (2.75), (2.76), (2.79) e (2.80) em (2.71) temos
P
p
ﬂm—m+D(n)H%mm < [olloo a2, o2} + masc{all%, a2+
k

+ Ao max{ [ FI1E, [lull}

< max{L, [[blloo, Aoy max{[lall 5, [IFIZ [l ollg}

assim, empregando a hipotese de inducao, concluimos que

Xk o Mk Tk o1

L* . ;i 77* % * * * *
WMMH<UM%—W+U%(f)IMHMMKQﬁWWLMFL
onde L = C(max{1, Ao, 10, ||b]|s }); Ou seja,
||un||77k+1 < Lk+1‘

Analogamente, mostra-se que ||v,|/s, < M.

Finalmente, fazendo n — oo, obtemos
||u||77k < Li e ||U||9k < My,

finalizando a prova da afirmacao 2.2.4.

Agora, usaremos essa afirmacao para demonstrar 2.2.2. Para isso, trabalharemos com
Xk M Tk o1

o max{||a+* Lk AIflleE | M} que aparece em Ly.

1° Caso: max{||a|[ ¢, Li¥, [ flI7:, My'}y = Li.

o ?
Sejam Ey = ngIn(Ly) e a = P Pela afirmacao 2.2.3, temos que
p

Ek+1 < T + CLEk, (2.81)
onde 1, = p* In(L7). (Para a prova veja Apéndice C)
Assim,

Ey <rp1+aBgq <rp_1+a(rp—2+ aFg_s)

2 k—2 k—1
Krp1targo+a‘rys+...+a" ri+a" " Ey,

ou seja,

Ek < ak_lEl + Z Cli_l”f’k_i. (282)
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_ p_*(l_wl) ot =

Para demonstrarmos a afirmacao 2.2.3, consideramos ¢ = "
p q

*

SHIES

(p — (@ + 1)), e mostramos que

k-2
_ k-1 e -1
Me=em+E——

Entao, como m, < m € a > 1, temos
k-2 __ 1

~ k—1 +€_
< _— =
Mk e + € P

k—1 + -1
= Ly, < ale™ _— ),
77k a <771 + 5 €k_1(8 - 1))
assim, aplicando o logaritmo natural segue que

) N . . 5k—2 -1
P In(Lig) < p*(k = 1)Ine +p'ln (aL ("1 R TE— 1))) |

1
> (0 temos € < a, consequentemente

v+
Logo, como
q*

k—2
Tk <p(k—1)lna+p 1H<CLL (7]1+§ m)) (283)
h2 1— 1
° i S . Dessa forma, para k sufi-

Observe que, Jiny ey =ML 20D T 2D
+
cientemente grande e denotando b = p*In (aL (771 + ﬁ)), segue de (2.83) que

r, <p(k—1)Ina+0b. (2.84)

Entéo, substituindo (2.84) em (2.82) obtemos
k—1
E, <d"'E+ Z ai_lp*(k —i—1DIna+a'b
i=1

a¥1 —1
< CLk_lEl + [b(a — ].) +p* In a]ﬁ

Além disso, n; > a*~1(p* — a), consequentemente
» N p ) q )

b(a—1)+p*Ina 1
lim —* < lim bt (a71];2 (1 _ ak_l) =d
k—o0 (p* — a) ’

k—o0 N

b(a—1)+p*Ina
Bt "

pF—a

onde d =
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By
Portanto, como Ly = e e np — 0o (2.2.3), temos que

[ufloe = lim suplfull,, < limsup Ly < e,
k—ro00 k—o0

ou seja,
|u][oe < €. (2.85)
2° Caso: max{Jally. L}, | 117, M} = M.
Neste caso, observe primeiramente que, de 7, — 0o segue que para k suficientemente

1
grande — < 1, logo
Tk

q*

2 <1 =max{1, |v]|%},

g <1 entao v

se v

*

q
< o o1,

2. = max{L, |[v

g >1 entao v

se v

q*

& <max{1, |lv

e

Assim, para k suficientemente grande,

isto é, ||v

91 q

[l < L < M = |Jo]| 2% < max{1, o] }.

Concluimos que,

|0 < max{1, M} (2.86)
3° Caso: max{|lallys, Ly, || £ll5, M} = [l

Temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que,

Xk Xk -
[ulloo < limsupllull,, < limsup Ly < limsupllally; < lafl’s < max{1,la[]’. },
k—o0 k—o0 k—o0 v+1 v+1

*

onde 7 = " " a . e as ultimas passagens sao justificadas pelos
v+ +a(a+1) =g (b +1)
calculos: X
_ Mk _ k—oo ("
X = e T B+ 1) GiD gy @) _ GirD 411
q* Mk Mk
Nk *
Xk _ B=(BitD) _ 1 _ q <75
Mk M = B+1) mOy+D+ga+l)—g(b+1) 7
pois ;. > p*.
Entao,
[ulloe < max{1, [a];- }. (2.87)

v+

4° Caso: max{||all3t, L, | £II7:, M7} = [I£1I7:-

Xk o’
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Novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

9k 9k

ulloo < lim suplfull,, < limsup Ly, < limsup|| £l < [ fII% < max{L, || f[|% },
k—o0 k—o0 k—o0 y+I F+1
onde 0 = — q — e
pr(y+1)+q¢a
Mk 1 koo ("
= — — — R
Tk m—1 )4 o v+1
q Nk
og? 1 q -
— = = 0.
e g4 (a+1)-1 pr(r+1)+ga
Logo,
[ufloe < max{1L, || f[|%: }. (2.88)
F+1
Portanto, de (2.85) - (2.88) segue que
||U’||OO < maX{L ||f| ;a ||a| :/117*7 M1917€d},
v+l ~v+1

concluindo a prova da afirmagao 2.2.2.

Assim, usando esta declaragao, Af. 2.2.2, e o resultado de regularidade de Lieberman

A5, existem C7, Cy > 0 tais que
lulcre < C7r e |lullcre < Cs,  para (A, 1) € (0, Af) x (0, ). (2.89)

Observe que, como (f,g) € HT', existe uma vizinhanca N(9Q) de 0 tal que
f(z),g(x) =0, para = € N(99). Considere Qy = Q\ N(99).

Afirmacao 2.2.5. Ezistem Ao, o > 0 tais que uy, > 0 ou vy, > 0, em Qy sempre que
(Oa O) < ()"/1“) < (/\07/$0>'

Podemos reescrever a afirmacao da seguinte forma:

1 1
Existe ng € N tal que uy, > 0 ou vy, > 0, em Qy desde que (0,0) < (A, p) < (n—o, n—o)

Suponha, por contradicao, que esta afirmacao nao seja verdadeira. Entao, para

1 17 . 177
0,—| x |0,—1, existe (A, pn) € |0,—| tal que
n n n

Un(zp) =0 e v,(yn) =0 para n>=1 e x,,y, € Q, (2.90)

3140 (t Un) = (s Vaogn):
Observe que, pela estimativa (2.89), temos que

(Un, V) =3 (ug,v0), uniformemente em
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n—oo

donde (ug, vo) = (0,0), 2, pois (un,v,) = (0,0), Q. Além disso, notando que A, pt,, — 0,

(uo, vo) satisfaz

—Ayup + ml(x)ug_l = a(:v)ugl + b(a:)ug‘vgﬂ, Q
—Avo + mg(a:)vg_l = c(x)vg2 + b(x)vgu8+1, Q
up = =0, 09,

Assim, como I (uy,v,) = C, = C), 4, = 0 > 0, segue que

(Oé 1) D () 1) q a+1 / B1+1 ) 1 / Ba+1
|| 0||E1 q ” 0||E2 61 1 N ( ) 0 524_1 Q ( ) 0

—/ b(z)ug M ogt = lim C, =6 > 0,
Q n—oo
o que implica que nao se pode ter ug e vy simultaneamente nulas.

Suponha, sem perda de generalidade, que ug # 0. Logo, pelo Principio do Méaximo
Forte de Garcia e Melian, a saber Teorema A.2, temos que up(z) > 0, z € Q. Em

particular,
up(z) > 0, z € Q. (2.91)

Note que, como x,, € 0 e €y é fechado entao dxy € €2y tal que z, 2 2. Assim,

U () "= (o).

Logo, de (2.90) segue uo(zy) = 0, contradizendo (2.91).
Portanto, a afirmacao é verdadeira, ou seja, existem Ao, pig > 0 tais que uy, > 0 ou
vxu > 0, Qo desde que (0,0) < (A, i) < (Mo, fo)-

Resta mostrar a positividade da solugao no conjunto N (092).

Afirmagao 2.2.6. u ,, vy, >0, z € N(0Q), para (0,0) < (A, 1) < (Ao, fo)-
De fato, como (uy ,, vy ,) satisfaz (P') e f(z),g(z) > 0, Vo € N(952), segue que
F\(2) = a(x)u” + b(z)u®v"™ + \f(x) >0,

G (7) = c(x)v™ + b(x)v u* + pug(x) > 0.

Além disso, u(x),v(z) = 0, z € IN(OQ) \ 00. Entao, novamente pelo Principio do
Maéximo Forte A.2, u(z),v(z) > 0, z € N(0).
Portanto, u(z),v(z) > 0, x € Q para (A, 1) € (0, Ag) x (0, o).
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No que segue, demonstraremos o Corolario 2.5.

Demonstragao. Note que, para a prova deste resultado resta mostrarmos que a solucao

obtida pelo Método de Sub-Supersolugao é estritamente positiva.
De fato, denotando (u,v) como sendo a solugao encontrada no Teorema 2.3, segue que

1

u > )\P%lwf >0, v>petw, >0, Q (2.92)

onde wy e wy sao solugdes dos problemas (Py) e (@), respectivamente.

Além disso, considerando m; = my = 0,

—Aju = —A, 0wy, Q. (2.93)

Assim, definindo S = {z € Q / u(z) = )\Tilwf(x)} temos que S é um subconjunto
compacto de 2, pois u e wy sao fungoes continuas e portanto S é fechado e limitado ja

que  também o é. Portanto, de (2.92) e 2.93, chegamos que
u > )\p%lwf >0, €,

usando o Teorema A.4.

1 . .
Analogamente, mostra-se que v > petw, = 0, €2, concluindo assim a prova do

Corolario.



|
Capitulo 3

Solucoes inteiras e positivas de sistema
do tipo singular e superlinear

Considere o seguinte problema,

[ —Apu+mi(@)u’™ = a(@) fi(u) + Ab(x)g1 (w)ha(v), RY,

(Qr) 8 —Agu+ma(@)u™ = c(2)fo(v) + pd()ga(v)ha(u), RY,

u,v >0, RY; w(x),v(z) —= 0,

\
onde A, it > 0 sdo parametros reais; my, a,b,¢,d : RY — R, f, g5, hi = (0,00) — [0, 00)
sao funcoes continuas e h;, ¢ = 1,2 sao fung¢oes nao-decrescentes.

Abordaremos a existéncia de solucao para esse sistema usando o Teorema de Sub-
Supersolucio para RY demonstrado no primeiro capitulo, o qual garante a existéncia de
solucoes em C*(RY)? e as funcoes testes no espaco C5°(RY)?. Logo, definiremos a solucao

desse sistema como sendo um par de funcdes (u,v) € CH(RY)? tal que

/ (IValP?VuV e + myur~o) dr = / (al@) fu () + Ab()gn (w)ha (0) i,
Q Q

/ (IVo" VoV + maet™') do = / () folv) + pd()ga(0)ha(u)) i,
Q Q

para todo (1)) € Cg°(RN)?.

Demonstramos na existéncia de solucao que se tivermos o acoplamento superlinear no
0 ((gh)§ = 0) ou sublinear no oo ((gh)’, = 0) tem-se solucdo para todo (\,u) > (0,0),
desde que acrescentemos uma limitacdo em f7 caso (gh)j = 0, e hipoteses semelhantes
para f’ se (gh)’. = 0 ocorrer.

Ressaltamos também que, nas proximas secoes, utilizaremos problemas de autovalor



Capitulo 3. Solucdes inteiras e positivas de sistema do tipo singular e superlinear 70

do tipo (1.5), ou seja,
—Ayw + V(x)wP™t = Ap(x)wQ,
w>0, Q w(x)=0, 09,

onde seu primeiro autovalor e autofuncdo associada sdo denotados por A qo(V,p) e
®, g, respectivamente. Sendo que, para a nao-existéncia consideraremos €2 = Bg(zo),
V(.Qf) = M+(x)|BR(900)7 p(.’l?) = m(m)‘BR($O)7 onde M(.Z‘) = max{ml(x)amQ(x)}a M+(.Z‘) =
max{0, M (z)}, m(x) = min{a(x),b(x),c(x),d(x)}, v € RY e a bola Bg(z¢) serd tomada

posteriormente.

Além disso, faremos uso do limite,
MV p) = klgfolo AB(0) (Vi p) € [0,00),

juntamente com algumas propriedades demonstradas no Capitulo 1.

3.1 Nao-Existéncia de solucoes via estimativa do
autovalor principal no RY

Nesta secdo, trabalharemos com o sistema (Q)y,) onde as fun¢oes a,b,c,d, my, my
podem mudar de sinal e admitiremos uma condigao analoga a (NE) do capitulo anterior,

mas agora com §2 = RY ou seja,

(NE)' Existe C RY  aberto tal que mﬂQO =+ 0, onde
m(z) = minfa(z),b(z), c(x), d(z)}.

Note que, desta hipotese, podemos tomar Br(xg) C € tal que

a(z),b(x),c(x),d(x) >0, Ve Br(x).

Para trabalharmos com o autovalor Ay g, (z0) (M *,m) e suas propriedades, assumiremos

que as fungdes m;, a, b, ¢, d satisfagam a hipotese (AVa) do primeiro capitulo, ou seja,

(NE)} my,ms,a,b,c,d € Lj, (RY),  onde r= P’
1,

loc
r =

sel<p<N,

sep> N,

Logo, considerando

(1)i 0 < (gh)p, (gh)e < oo,
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(2); 0< (gh) 00 € A1, Bp(ze) (M, m) < fz 00,
(3>'L )\I,BR(wo)(Mv m) < fé g oo € O < (gh)loo g 00,

(4>z )\I,BR(zo)(Mv m) < fé?féo < 0

temos

Teorema 3.1. Assuma p =q, (NE) e (NE)|. E suponha que (m); e (n); sejam satis-
feitas para i # j e m,n =1,2,3,4. Entao, existem \*, " > 0 tais que o problema (Qx,)

nao tem solu¢ao nao-negativa desde que A > X" e > u*.

Observacao 3.1.1. Note que, se as funcées a, b, ¢, d forem positivas em todo RY, podemos
fazer a demonstragao usando M\i(M*,m) ao invés de M\ () (MT,m) e o Lema 1.7.
Assim, se \y(MT,m) =0, entao o problema (Q,) ndo tem solugao para todo (X, ) >
(0,0), pois Hy(t), H (t) > 0, para todo t > 0.

Observagao 3.1.2. Ezemplo de fungdes que satisfazem o problema (Qx,) e as hipdteses

do teorema 3.1:
fils) =s"+57% gi(s) =5, hi(s) =",
com «,0,8 >0, v>1,p=¢q=2cei= 1,2 Neste caso, temos (4); e (4)2 sendo

satisfeitas.

Demonstragao do Teorema 3.1.

Dados A, 1 > 0 defina

i = 1) | \ah()

= prasa— t >0,
2 J2(t) | ga(t)ha(t)
Hu(t) = + s t>0.

Nosso objetivo é mostrar que existem M\* pu* > 0 tais que Hy(t), HQ( ) >
M Br(zo)(MT,m), Vt >0, V(X 1) > (A%, %), e depois usarmos o Lema 1.5.

Abordaremos primeiramente H,. Considere uma sequéncia (A, ),en C (0, +00) tal que
n—oo
An 25 +00. Entdo, podem acontecer duas situacoes, ou H, assume minimo para uma
quantidade infinita de \,’s ou assume minimo para um ntmero finito de \,’s. Observe

que, o segundo caso inclui a possibilidade de Hy nio assumir minimo.

Vamos analisar cada uma dessas condigoes.

1) Se H, assume minimo para uma quantidade infinita de \,’s, entdo existe uma
. = .
subsequéncia (A,;) € (\,) tal que Ay, D7 toe H/{n_ toma um minimo t,; =ty
J

para cada n;.
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Dessa forma, temos
H, (to,) < H, (t), Vt>0. (3.1)

Observe que, fazendo n; — oo, podemos ter trés casos, a menos de subsequéncia.

TLJ*)OO

(i) tn, — oo.
Neste €aso,
liw 1}, (t,) = £+ ( lim M) (kAL

’I'L]*)OO
Assim, se qualquer uma das combinacoes de hipoteses (m);, (n); for satisfeita,
obteremos
lim H/\ (tnj) > M. Bp(zo) (M, m).

7’LJ—>OO

J—)OO

(ii) t,, —— 0.

Entéo, segue que

lim H} (tn )= fo+ (lim A,)(kh)g.
nj—>oo

n]—>oo

Logo, novamente pelas hipdteses temos,

lim H/\ (tnj) > Al,BR(wO)(M+,m).

7”LJ—>OO

(iii) 2, %, 4, onde 0 <ty < .

. . ., n;—>00
Neste caso, a mesma conclusdo ¢ imediata, ja que A\,; —— +o0 e

_ filto) : g1(to)hi(to)
n}ll)noo H,\n (tn,) = o + (nlli)noo )\nj)tg—_1>
consequentemente,

lim Hy (tn]) > A1 Bp(zo) (M, m).

T j—»00

Portanto, nos trés casos, temos

lim Hy (t ): lim H, (tnj)>)\173R(xO)(M+,m). (3.2)

T j—»00 n —00

Concluindo assim, por (3.1) e (3.2), que

lim Hj (t) > A Bp(e) (M, m), Vt>0.

)\n —00

2) Se H, assume minimo ¢, para uma quantidade finita de ),’s, entdo existe

no > 0 tal que H}\n nao assume minimo para n > ng.

Neste caso, temos que
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Afirmagédo 3.1.1. Hy (t) > fo + M(gh)%, V6> 0 e n > no.

1
De fato, tome n; > ng arbitrario e considere Hinl (t) para t € {—,,j]. Assim,
J

como estamos trabalhando em um conjunto compacto, H inl () assume minimo nesse

1
conjunto, ou seja, existe t; € [—,,j] tal que
J
1 1 L
H,\nl(tj) <Hy, (1), Vie ;:J : (3.3)

. . , . Jj—00
Observe que, fazendo j — oo, temos que t; — 0o, pois caso contrario, se t; —— ¢,

com 3" € [0, 00), entao por (3.3) teriamos
oy, (to) < Hy, (t), Vte(0,00),
ou seja, H ,{nl possuiria um minimo global.
Portanto, fazendo j — oo em (3.3), chegamos que
Hy, (t) > foo + Ay (gh)s, Yt € (0,00),
concluindo assim a prova da afirmagao 3.1.1.
Entao, temos que

lim Hy (t) > fi+ (lim A,,)(gh)s, t>0. (3.4)
nj—>00

n—oo
Consequentemente, por (3.4) e pelas hipoteses (m);, (n); satisfeita, segue

lim  Hy (t) > M Buo)(MT,m) Vt>0.

An—>+00

Observe que em ambas as situagoes, existe A* > 0 suficientemente grande tal que

H)l\(t) > )\LBR(QEO)(MJr,m), Vi>0, e A >\

Analogamente, mostra-se que existe p* > 0 tal que

Hi(t) > N Bpo)(MT,m), VE>0, e p>p

Suponha, por contradicao, que o sistema (Q»,) tenha solu¢ao nao-negativa (u, v) com

A=Xg>Nepu=pg>u.

Note que, considerando ov = min{ H, (u), H; (v)} obtemos que

o > Al,BR(xo)(M+>m)- (35)

Por outro lado, relembrando que M(x) = max{m(z), mo(z)} e

m(z)

= min{a(x),b(z),c(x),d(x)} temos que
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Afirmacao 3.1.2. Dada ¢ € C3°(Bgr(x0)), ¢ 20,
/ |VU|p_2VUV90+/ M (z)UP Yo 2/ am(z)UP Ly,
Br(zo) Br(z0) Brg(
onde U = min{u, v}.
De fato, seja
Qy = {z € Br(x);u < v}, Qy = {z € Br(xp);u > v}.
Assim, dada ¢ € C5°(Bg(z)), ¢ = 0

[ = / VUPVUV + / M+ @)Uy
Br(zo)

Br(zo)

v

/ |VulP~2VuVp +
Jo o o o

ml(x)up_1<p+/ IVu|P2VoVp + [ mo(z)vP”

o

J

g g

I Ip)
= Il —+ [2.

Defina p,, : R — R como sendo p, € C*(R),

pu(t) = { 0: se

1, se

IN IV
O3 |

~

, 1
e p,, < 0 sobre <O, —>.
n
Para cada x € RY, defina

1
qn(:c) :Pn((U—U)(x)) — { 0, se UZU‘FE,
1, se u<w

/ 1
e p,(u—wv) <0sobrev<u<v+—.
n

Observe que, ¢, € Wl’p(RN),

loc

(x)TH_o;; 0, se x €€y,
n 1, se x €y,

lgalloe < 1 e Vau(2) = p((u—0) (@) V(u—v).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que,

n—oo

I, = lim / 4V U2V uV o + my (2)uP ),
Br(zo)

I = lim (1 — ) (V[P 2VoV 4+ my(x)vP ).

"% J Br(xo)



Capitulo 3. Solucdes inteiras e positivas de sistema do tipo singular e superlinear 75

De V(gnp) = ¢:. Vo + ¢V, segue que
/ 0| VulP2VuVp +/ my(2)uP " (gup) = / |VulP~2VuV (gnp)—
Br(xo) Br(zo) Br(zo)

- / IVulP*VueVg, + / ma(z)u” (gap) =
Br(zo) Br(xo) (3.6)

:/B ( )( a(z) f1(u) + Xob(x) g1 (w)h1 (V) (gnp) —

- / VulP 2VupVa,.
Qn

onde Q,{z € Br(xg),v(z) <u(z) <v(x)+ %}

Analogamente, chegamos que

/ (1= qn)|[VoP VoV + / ma(z)o" (1 — g, =
Br(o)

Br(zo)

:/B( )(C(as)fz(v)+uod(as)92(v)h2(u))(1—qn)¢+ j Vo2V,
: (3.7)

Assim, sendo

/ (| VuP2VuVe + my(z)uf 1),

/ (1= ) (Vo 2VoVi + ma(z)o? 1)

Br(o)

e somando (3.6) e (3.7), temos

/B (@) () + Nab(a)gs () () ()
n / v) + od() g (v)ha(w) ) (1 — g,) o~

/ p (u—v)(|VulP2Vu — |[Vu|P2V0)V (u — v)p.
Q

n

Entao, como p (v —v) < 0 e (|Vul|P~2Vu — |[Vu|P72Vv)V(u — v) > 0 obtemos,

/B u) 4 Aob(2) g1 (w)hi (v)) (gaip)+

R

/B o) + Hod(2)g2 (0)ha () (1 — gu)e.

R
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Passando ao limite com n — oo, temos pela monotonicidade das funcgoes h;, ©: = 1,2,

que

Lil, > / (al@) fo () + Mob(2)gn (w)ha(0))o + / () folv) + pod(x)ga(0) o))

Qo

> | m@) (i) +dog @)+ | m(@)(fa(0) + poga(v)ha(v))e

= m(z)Hy, (uw)u?~ o + m(:c)Hgo(v)vp_lgz)}/ am(x)UP™ p+
(951 Qo 951

+ /am(m)Up_lcp:/ am(x)UP ™,
Qo Br(o)

concluindo a prova da afirmacdo. Logo, pelo Lema 1.5, a < A gy (M, m), con-
tradizendo (3.5).

Portanto, ndo existe solu¢do nao-negativa para o sistema (@) ,) quando (A, pu) >
(A", ).

3.2 Existéncia de solucao limitada que se anula no
infinito

Agora abordaremos a existéncia de solu¢ao positiva para o sistema (@) ,), com 1 <

p,q < N e mi,my,a,b,c,d: RY = [0,00) nio indenticamente nulas.

Denotaremos por w; e wy as solucoes dos problemas,

—A,w + ml(x)wp_l = M (x), RV,

(PMI)

w>0, RY: wx) P70,
e

—Agw +mo(z)wt™t = My(z), RY,
(QMQ)

w>0, RY; ,

respectivamente, onde M;(x) = max{a(x),b(z)} e My(x) = max{c(z),d(z)}, z € R".

Para demonstrarmos os resultados desta se¢ao considere as seguintes hipoteses,

(M) Os problemas (Py,) e (Qar,) tém solugdes em C'(RY),
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(M) my,ma,a,b,c,d € LS (RY),

loc

(F) fo > M(my,a)e f2 > Ai(mg,c),

e ainda uma das seguintes condicoes,

(Fo fo < lwills®, f5 < llwalls?,
(Floo foo < llwnllsc?s foo < llwzllc?.

Observagao 3.1.3. Assumindo a hipétese (M') temos a afirmagio (AVy) (ver Capitulo

1, Se¢ao 1.2), referente ao primeiro autovalor satisfeita.

Observacao 3.1.4. Note que, podemos supor que (F) e (F)o sejam vdlidas simultanea-
mente se tivermos A\i(my,a) < ||wi||5? e Ai(ma,c) < |Jwe||09. Caso contrdrio, admita
(F) e (F)o-

Assim, temos o resultado,

Teorema 3.2. Assuma (M), (M'), (F) e suponha que (F)o ou (F)s seja satisfeita.
Entdo, existem N, 1" > 0 e (ur,,va,) € CHRY)? solugio de (Qy,) desde que (0,0) <

(N, ) < (N, w™). Além disso, temos as sequintes estimativas para \* e p*:

1 1
o \f — Ght [Hun“ooRN fol} - G2 [ngHooRN — fg]} se (F)o vale.
1

o \'=

[leHooRN féo} epn = [HUJQHOORN fﬁo], se (F) s vale.

1
(gh)% (gh)%

E, em particular se em (F)o, (gh)§ = (gh)a =0, ou em (F)us, (gh)L, = (gh)%, = 0 entio
A= p* =00, ou seja, o problema (Q»,) tem solugao para todo (A, ) > (0,0).

Observagao 3.2.1. Ezemplo de fungées que satisfazem o problema (Qx,) e as hipdteses

do teorema 3.2:
fz(s) = S_aiv gl(s) = 8_67 hz(s) = S/Ba

com —(p—1)<a; <oo, —(¢—1) <ay <00, d,8>0ei=12. Neste caso, temos (F)

e (F) sendo satisfeitas.

Demonstracgao. Para cada 7 > 0, defina

fi(s), 0<s<m, fa(s), 0<s<m,
F(s) = F2(s) =
J;'lp(—l) S S22, {'211(—1) - ;ST
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gl(S)h1(7)7 0<s S T, 92(8)h2<7—>7 0<s S T,
1 _ 2 —
G (s) = gl(T)h1<T) Sp_l, s> 1 G (s) 92(7)}?(7) q_17 s
TP~ T

Para cada s, 7 > 0, considere
I}, (s) = sp_lﬁ}(s) + /\sp_la(s); A >0, (3.8)

2 —1732 —172/ \.
[-(8) =" F2(s) + ps'CC(s); pu =0,

) 21s) — sup S0

t>s tpil t>s tpil

sendo ﬁ:(s) = sup () ﬁz(s) = sup ) Zl( )=

t>s tpilj T t>s tqilj i

Veremos agora algumas propriedades das funcdes '} _ e FiT, usando suas definicoes.

Ressaltamos que as afirmagoes que se seguem estao demonstradas no Apéndice D.
Iy -(8) T.(s)

Sp—l ? Sq_l

D3(5) = fi(s) + Agi(s)ha(7),

sao nao-crescentes em s > 0.

Afirmagao 3.2.1. 1.

2. Se 0 < s <7 entao
2 .(s) = fa(s) + pga(s)ha(7).

. 3. (s) fi(t) 91(t)hi(7)
PO e T e AR T
2 _(s) fa(t) ga2(t)ha(T)
im T e\ JeNTEN T
(b 8 =gt = S0 et TSR T
D) filn) L gi(T)ha(7)
4. (a) tlgélo e +A ——
I7:(8) _ fa(r) | ga(7)ha(T)
. w,T o
(b) }LI& Sqfl - 7—qfl +’u 7—q71 :
Considere
52 52
J)\I,T(S) = s t ) J/zﬂ'(s) = s t : (39)
/—1dt /—1dt
o L, (07 o T (1)

Assim, usando a hipotese (M') e a Afirmagao 3.2.1, temos
Afirmagdo 3.2.2. 1. Jy ., J. € C'((0,00)).
2. T, (s) 2 T3, ()71, T2 () = T2 ()71, 5> 0.

, Aele) ()

’
S S

$a0 nao-crescentes em s > 0.
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(0 i) [ g L0y SN

o<t<rt tp— 0<t<7’ tp—l

L

(b) lim

s—0

Bl _ [ 201 )

o<t<r t9~ o<t<r  ti71

5. (a) lim U {flm +A91(7)h1(7)r_1,

§—00 S =1 =1

b) Tim Zer(®) _ [m) . gz(ﬂhgm}qll

s00 8§ 711 Ta-1

Defina agora,

1 [Tt 1 [Tt
Hy(t)== | ———dt H? :—/ dt.
02 T LA R0
Pelo comportamento das funcoes J/%,T e JiT obtemos,
1
Afirmacdo 3.2.3. 1. (a) lim Hy(7) = -, pare cada X > 0,
e [foo + Algh)L )71
1
(b) lim H2( ) = T , para cada p > 0.
e [f% + nlgh)3 ]t
1
2. (a) lim Hy(7) = I, para cada A > 0,
e [fo + Algh)o]»—
1
(b) hmH2( )= I, para cada p > 0.
. /5 + nlgh)gl =

3. (a) Hy é decrescente em \ > 0,

(b) Hi é decrescente em 1 > 0.

4. (a) Hy(1T) == A9 Hy (1), para cada T > 0,
(b) H (1) — G 25 H (1), para cada T > 0.

Dados A, i > 0 defina

Axp = {7 €(0,00)/Hy(7) > |lwillocer € Hi(T) > |lwa|ocen}-

Agora, vamos mostrar que para A, i > 0 suficientemente pequenos A, ,, # 0. Para isso,
analisaremos quando (F)y ou (F) for satisfeita, divindo em casos onde examinaremos

as variacbes do comportamento dos limites (gh)), (gh)’., i = 1,2. Observe que, ao

oo

considerarmos a hipotese (F')y estaremos interessados em (gh);, e respectivamente se

(F)s for assumida, trabalharemos com (gh)’_

Primeiramente, suponha (F').
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Caso 1: 0 < (gh)) < o0, i =1,2.
Sejam A* = 1/(gh)(lwilli b — f3) e 1" = 1/(gh)3([well o — f)- Assim, dados

oo, RN oo,RN
(0,0) < (A, p) < (A", "), observe que de Af.3.2.3.2 segue,
1
lim Hy(7) = > |wi]|eory € hH(l)Hi(T) > [|wa | oo rN -
T—>

1
e [fo + Algh)g]—
Consequentemente existem 7y, 75 > 0 suficientemente pequenos tais que

Hy(7) > lwiflocey  YO<T<m

H;(T) > [|wa | oo ¥ VO <7 < 7.

Logo, tomando 7 = min{7y, 2}, temos que,
Hy(7) > ||wi oo my H, (1) > [Jwollaopry, YO<7<T,
ou seja, Ay, # 0, para (0,0) < (A, p) < (A, 1%).
Caso 2: (gh)y = o0, i=1,2.
Note que, Ago # 0, pois de Af.3.2.3.2,

lim Hy (1) = — > |willry e UmHJ(T) = ———— > [Jwa|eo -
. (fo)r= e (fg)
Assim, tomando 7o € Ao como lim H} (7o) = Hy(7o0) € lim H (7o) = H{ (7o), da
A—0 u—0

Af.3.2.3.4, entao existem \*, u* > 0 tais que
Hyu(Too) > [[willoomy € Hp(7o0) > [[waloo v

Consequentemente, Ay- ,« # 0.

Logo, como H; e Hi sao decrescentes em relacao a A > 0 e u > 0, respectivamente,
segue que A, , # 0, para (0,0) < (A, ) < (A", u").
Caso 3: 0 < (gh); < oo e (gh): = oo. (Para o caso em que 0 < (gh)d < oo e

(gh); = oo, a analise é semelhante.)

Seja A = 1/(gh)L(|Jw]| 2y — f1). Entdo, dado 0 < A < \* temos que

oo, RN

. 1
lim H; (1) = — > [Jw1 e rn,

. [fo + Algh)gl

donde existe 7; > 0 suficientemente pequeno tal que H,(7) > [Jw;]|oor~, para todo 0 <
T <Tq.
Observe que, 1iII(1) H?(1) = Hi(7) > ||we]|sory, para cada 7 > 0. Logo, existe p* > 0
>
tal que le*(T) > |lwz|oory para algum 7o € (0,71), donde H2(7w) > |Jwzocry para
0 < p < p*. Portanto, Ay, # 0, para (0,0) < (A, p) < (A", u*).
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Se supormos que (F'), seja satisfeita, devemos proceder de forma analoga ao que foi

feito nos trés casos anteriores, por sua vez, trabalhando com 7 suficientemente grande.

Assim, dados (0,0) < (A, 1) < (A", 1*), defina

1/t [t
Pi(s)== [ ———=dt P’ :—/ ———dt,s >0 3.10
LRI =t A A R R
para algum 7T € A, .
Observe que,
(3.11)

Py(7) = Hy(7) > 1]l ooy Py(7) = Hy(7) > |wa|oc -

1. P; Pi $a0 nao-crescentes em A e i, respectivamente.

Afirmacgao 3.2.4.
[0, willocen] € Im(Py); [0, [welloomn] € Im(P).

2.
3. Py, Pi € C*((0,00)) sdo naio-decrescentes em s > 0.
4. (PH™ = € C*(Im(Py) \ {0}, (0,00)) ¢ néo-decrescente em s > 0,
(P)~h =4y € C*(Im(P3) \ {0}, (0,00)) € ndo-decrescente em s > 0.
o ThEa(s) oy Taz(a(s)
5. ¢1(3) - ¢1(S) 1/}2<S) - 1/}2(8) :

6. U, (s) <0, by (s) <0 para s > 0.

Para cada (0,0) < (A, ) < (A", ") defina
r € RY.

u(z) =y (wr(z)), () :=tha(wa(x)),

De wy, wy € CY(RN) e da Afirmacio 3.2.4 (2) e (4), temos que 7,7 € C*(RY).

Note que,
wi(@) < [lwilloory < Py (7).
Logo,
u(w) =i (wi(2)) < 0i(PA(F) =7, Vo eRY.
vz € RY.

Analogamente, v(z) < 7,
Para mostrar que (@,7) é uma supersolu¢ao de (P,) precisaremos das seguintes de-

sigualdades.
Afirmacio 3.2.5. wit; (wy) < 9 (wy), Wothy (w3) < hy(wy), Vo € RY.

Além disso, dada ¢, € C°(RY), ¢, > 0, temos que
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Afirmagao 3.2.6. (¢, (w1))P o € Wy P(RY) e (¢y(wa))? 1o € WU(RN).

Entao, sabendo que V(1) (w;)?"1¢) = (p — 1)y (w1)P =2 (wy) Vwrd + [0, (wy) P~ Vo

temos

/ ValP*vVuve + | my(z)a ¢ =
RN RN

= [ i wp e e ve [ meyteo

RN

= /R VTV V(g (w7 ) / (p = 1w (wn)"~ 4y (wn)| VP&

RN

+ [ ma(e) ()"

RN

Segue da afirmagao 3.2.4 itens (4) e (6), que

/ VuP?>v avVe+ [ my(z)u’ ¢ >
RN RN

> [ Ve e @iyt + [ mieel )
RN

RN

Assim, usando que w; € solugdo do problema (PA); e a defini¢ao de wll, dada em 3.2.4

(5) obtemos,

/ \VaP-2vave + / my(z)@ ' = | Mi(z)e(w)P e
RN RN

RN

- [ nio [P

Logo, pela afirmagio 3.2.2 (2), por u < 7, RY e afirmacdo 3.2.1 (2) temos

2o e 5 (¢ (wy))
/}RN VP 2VUV¢+/RNW1($)UP 1¢> n M, ()7~ ' ;1(101) 11 ¢ =
L Ths S

= [ M(a)Dy ;@ = |  M(2)[fi(@) + Agi(@)hi(7)]¢.

RN RN

Portanto da definicdo de My, 7 < 7, RY e monotonicidade de hq, temos que

/ \ValP2VaVe + my ()¢ > / [afi(@) + Abgi (W)h1 (V))¢, Vo € CP(RY), ¢ > 0.
RN RN
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De forma semelhante, mostra-se que
/ VT 2VOV e + ma(z)o? ¢ > / [cf2(0) + pdgs(D)ha()]g, Vo € C5°(RY), ¢ > 0.
RN RN

Além disso,
|z|—o00

u(z) = Pa(wa(x)) — 0,
e analogamente v(x) e 1(0) =0
Portanto, (@, ) é supersolucao de (Q ).

No que segue, vamos construir uma subsolugdo para (Q» ,) mostrando que os seguintes

problemas tém solucoes,
—Apu+my(z)uP~t = a(x) fi(u), RY,

| 0<u<7, RY;  w(x) == 0,

;

_Aqv + mZ(x)vqil = c(x)fQ(v), RN)

_ |z| =00
| 0<v <, RY: w(z) =50,
onde T e U sao as supersolugoes de (@) encontradas anteriormente.

Nossa estratégia é usar o método de sub-supersolucao para garantir a existéncia das
fungoes up e vp, solugdes dos problemas,
—Ayu+my(x)u’" = a(x) fi(w), Br,

(Pa,R)
u>0, Bg; wu(x)=0,0Bg

—Agv +ma(z)v? ! = c(x) f2(v), Bg,
(Pc,R)
v>0, Bg; v(x)=0,0Bg.

E posteriormente, ao fazermos R — oo, teremos essas fungoes convergindo para as

solugoes de (P,) e (P.). Observe que, de A\j(mq,a) = P}im A.gp(ma,a) e fo > A(my,a),
—00

segue que existe [y > 0 suficientemente grande tal que A1 g, (m1,a) < fy. Ou seja, existe

¢, > 0 suficientemente pequeno tal que

fi(s)

)\1,BR1 (mq,a) < pra

Vs € (O,El).
Assim, como Ay gy (m1,a) = M gp(mi,a), VR > Ry temos

f1(s) > Mpp(my,a)s?™', Vs (0,e) e R> Ry,
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Tome Cg = Cr(Bg, €1) > 0 tal que Cg||®1 gl|c.B, < min{e;, 7}, para R > Ry, sendo ® g
a autofuncao associada ao autovalor principal do problema (1.5) com V. =mq, p = a e
) = Bpr. Assim, dado ¢ € C5°(Bg), ¢ > 0 obtemos

/ |V(OR(I)LR)|p_2V(CRq>17R)V¢ +m1 (QT)(CR@LR)p_lqbdQT =
Br

B / Mg (my, a)a(z)(Cr®yr)P ¢dr,
Br

< / a(x)fl(C’R(I)LR)gbdx.
Br

Entao, Cr®y g ¢ uma subsolucao de (P, r) para R > R;. Analogamente, existem €y, Ry >
0 e Dr = Dg(Bg,€2) > 0 tal que Dg||P2 g|co B, < min{ey, 7}, para R > R,, sendo Py p
a autofuncao associada ao autovalor principal do problema (1.5) com V = mg, p =ce
() = Bp. Assim, analogamente mostra-se que Dr®s r é uma subsolugao de (P. ) para
R > R,.

Além disso, Cr®4 r satisfaz
/ IV (Crrp)P 2V (Crbyp) Ve +ma(Crdy )P bz <
Br

</ [afl(CRcI)l,R) +/\bgl(CRq)l,R)hl(DRq)2,R)]¢
Bpr

—p—1
—— —— ™| ¢
7Pl 7Pl }

:/ [GMTP—l+/\b91(CR<I>1,R)h1(DR(I)2,R)
Br

Assim, de Cr®y g, Dr®s g < T, obtemos

/ ’v<CR<D17R)‘piQV(CR(I)LR)V¢ +m1<CR(I317R)p71¢dI’ g
Bgr

[ fi(CrPir) 4 G1(CrP1,r)hi(T)_ _1}
< [ |alHEEOLR) ey ’ v
/BR (Crdrar (Crdrart ¢

< / WEY(CRy p) 7 +Ab§j(ch>LR)?p—1} ¢
Bp -

[ Fl—(CRCI)lR)
< M —p—1 AT N :| ‘
/B e

Ou seja,

Y . D3~ (Cr®yR)
|V(CR(I)17R)’p V(CR¢17R)V¢+m1(CR(I)17R)p ¢dl‘ < Ml(x)’i'p ’—71
Br Br (Cr®y R)P

(3.12)

0.
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Agora, note que, pelo Lema 1.2 e a condigao (M), os seguintes problemas tém solugoes,
—Ayw + my(z)w” = a(x), Brg,

w>0, Bg; w(x)=0, JOBp,

w>0, Bg; w(x)=0, OBg,

onde as fungoes envolvidas estao restritas a bola Br. Denotemos por wy; r € wyp as

solucdes dos problemas (Pl)g e (Q?)g, respectivamente.

Logo, estendendo essas fungoes como sendo zero fora da bola, mostra-se usando o

Teorema A.1 que,
wip Swipe < ... <wy, RY. (3.13)

Assim, em decorréncia de (3.13) obtemos

< lwilfoomy- (3.14)

w1, Rl0o,Br <
Logo, para (0,0) < (A, p) < (X%, p*), de (3.11) e (3.14) segue que Py e P satisfazem
Py(T) > |lwi,rllos, s PR(T) > ||ws,rlloc,5rs

para o mesmo 7 tomado anteriormente.

Assim, definindo

up(z) = i(wir(r)) e Ur(w)=1s(war(r)), =€ Bg,

analogamente & anéalise feita anteriormente mostra-se que

ﬂR(ZE) <T e @R<I') <T, X€E BR,
e satisfazem
o _ UR
/ ’VER’;D QVURV¢+ m1 / CL TP ! _p(—l )¢
Br Br Br Up

a(z)[fi1(ur) + Ag1(ugr)h1(T)]¢  (3.15)

\

Br

o
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Vo € C5°(Bgr), ¢ = 0. De forma semelhante, temos

rz_(v
[ v s [ mmite > [ oty
Br Br

Br

Vi € C5°(Br), ¢ = 0.

Além disso, dado x € 0Bpg, temos
Ug(z) = Y1(wir(x)) =¢1(0) =0, e Tr(x)=12(0)=0, =z € Bg.

Portanto, g e U sdo supersolucoes dos problemas (P, ) e (P r), respectivamente.

Agora, para compararmos as subsolugoes com as supersolu¢oes, observe primeiramente
que a fungao s — Ml(:v)?p_lf‘}\f(s)/sp_l —my(x)sP~" & ndo-crescente. Assim, de (3.12)

e (3.15), temos pelo Principio de Comparagao de Tolksdorf, a saber Teorema A.3,
CR(I)LR < ﬂR; ER- (316)

Da mesma forma, mostra-se que Dp®y r < Vg, Bp.

Observe que, definindo F; : Bg x [0, 00) x [0,00) — [0, 00) por
Fi(z,s,t) = a(@) f1(s) + Ab(x)g1(s)h1 (),

Fa(x,s,t) = c(x) f2(t) + pd(x)ga(t)ha(s),
temos que, F;(-,s,t) € L™(Bg), ¥(s,t) € [a1, as] X [by, ba], quaisquer que sejam a;, b; € R,
1 = 1,2, com a; < as, by < by, ja4 que as func¢oes envolvidas sao continuas, e portanto
limitadas em compactos. Além disso, como h;, © = 1,2 sao funcdes nao-decrescentes, segue
que Fy(z,s,t) e Fy(z,s,t) sio ndo-decrescentes em ¢ > 0 e em s > 0 respectivamente.
Logo, pelo Principio de Sub-Supersolucdo 1.12, existem solucdes up, vy € C*(Bg) de

(P..r) e (P.r), respectivamente, tais que
CrPir<upr<Ur e DrPop<vpr<Up Br, VRZ>Ry,

com Ry = max{R;, Ry}. Além disso, de (3.13) e da monotonicidade das fungoes 11 e ¥
segue que

CrP1r<upr<u e Dpboip<uvp<v, VRZ=R,
Afirmacao 3.2.7. Eziste Ly > 0 tal que (C®y 1,,CPo1,) < (up,vg), © € Br,, YR > Ly,

para alguma constante C' > 0.
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De fato, novamente pela hipotese (F), existem Ly > 0 e d; > 0 tais que Ay g, (m1,a) <

fi1(s)/sP~t, para s € (0,01). Logo, pela monotonicidade do autovalor principal temos que
Al,BR(ml,a)sp_l < fi(s), Vse€(0,01) e R> L.

Analogamente, existem Lg, 05 > 0 tais que
Mg (Mo, c)sT! < fo(s), Vs €(0,8) e R > Lo.

Assim, considerando Lo = max{Lj, Ly} e § = min{dy, d2}, escolhemos C' > 0 tal que
0< C||®17L0||007BL07OH®27LO||OO,BLO < min{0,7}.

E da mesma forma que mostramos (3.16), concluimos que

(O, 0) < (C(I)LL(J?C@?,LO) < (QR,QR) < (ﬂ,@), Vr € BL@; R > Lo.

Pelo Teorema de regularidade de Tolksdorf, dada By, CC By,, existem ay,_1 €
(0,1) e C,—1 > 0, ambos independentes de R, tais que

[Vug(@)] < Crya

\Vug(z) — Vugp(y)| < Cro—i1]z — y|* o1, 2,y € Br,—1,

e segue, da compacidade da imersdao C'*%0-1 (B, ;) < C'(Bp,_1), que existe uma sub-
sequéncia {gRLO_l} C {up} em C*to-1(By, ) tal que URy, , = u ' em CY(Br, 1),

quando Rp,—1 — oo.

Observe que, para qualquer ¢ € C5°(Br,-1), temos

|, P, ) o= [ a@)ilun,, eds
Lo-1

Bry—1

e pelas convergéncias, quando Rp,—1 — 00,

J A T e R
Brg-1 0 0 Brgy-1
[ ! et [ @y
Brg-1 0 Brg-1
e
[ a i, e [ a) it pds
Bry—1 Brg-1
logo,

[ et @) e = [ ala) i eds,
Lo—1

Bry-1
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Vo € C5°(Br,-1).- Repetindo este argumento para as bolas Br .y CC Bryixt1, k= 1 e
R > Ly + k + 1, obtemos uma subsequéncia {QRL()M} C {QRLOHH} em CH*Lot*(Bp 1)

tal que up, . — u"™* em CY(Bp, k), quando Ry, — o0 e

/ [VuPotF P2y otk oy () (WP ppda = / a(z) fi (") pdz,
BrLy+k

BrLg+k

Vo € C3°(Bry+k)- Isto é, para cada Ly , k > 1 e R > Ly + k + 1, obtemos

Lo—1 15
gRLOA Q(R"'I)Lgfl Q(R+2)L0—l Q(R+3)L071 e T U em C (BLO_l)
Lo 1/
URy, Y(r+1)p, Y(r+2)p, YUR+3)p, - - Lg . em Cl (ELO)
o+
QRL0+1 2—L(R'i'l)LOJrl Q(R+2)LO+1 H(R+3)LO+1 e T U em C (BLO'H)
Lo+k INa5)
QRLO+I€ Q(R+1)L0+k Q(R+2)L0+k Q(R+3)L0+k e T U em C (BL0+k)
com
_ ., Lo+k
{QRL0+I€+1} g {uRLO-Hc} € gLo+k+1|BL0+k - u 9 pa‘ra qualquer k > 1

Defina uy : RV — (0, 00) para cada k > 1, por
() = Wriky Lok (T), © € BLO+ k) e () =0,z € RY\ Brys,

eu:RY —[0,00) por

u(r) = lim w(x), v € RY.

Disto segue que u € C*(RY), 0 < C®p(z) < u(x) < u(z), para © € By, , para cada
L >0,isto é, u>0emRY, u(r) — 0 quando |z| — oo e, para cada ¢ € C;°(RY), temos
/ lulP~?up + my (z)ul " da :/ a(x) fr(uw)ede. (3.17)
RN RN
De fato, dada ¢ € C5°(RY), existe K > 0 tal que supp(p) C Bg . Dai, para qualquer
jzK,
[ et muog e = [ ato)f ede.

By, By,

Mostrando-se as convergéncias necessarias, temos que

/Bk |lu|P~2up 4+ my (2)uPtde :/ a(2) f1 (w) oz

By,
donde se obtém (3.17).

Assim, mostra-se que u e v sao solugoes de (P,) e (P.), respectivamente, ou seja, (u,v)

¢ uma subsolucao de (P) e,

(0,0) < (u,v) < (w,v), VaeRY.
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Portanto, pelo Teorema 1.10, existe (u,v) € (u,u) X (v,7) solugao estritamente positiva

de (P,). Observe ainda que, do comportamento de % e ¥ no infinito segue que,

u(z 0 e oz



Apéndice

Resultados Auxiliares

Enunciaremos agora alguns lemas e teoremas que nos auxiliaram em provas de resul-

tados apresentados na tese.

Para mostrarmos a positividade das solugoes no Capitulo 2 trabalhamos com um anel
apropriado apartir da fronteira, gerando novos problemas nos quais foram possiveis o uso
de principios de comparagao e maximo, além de resultados de regularidade. Sendo o

altimo usado em outros momentos na tese.

Antes de apresenta-los observem que os autores, Melian e Lis em [33] denotam o oper-
ador Lyu = —Ayu + a(x)|u[’"*u e consideram que L, satisfaz o Principio de Comparagio
Fraco se Lyu; < Lyus em €2 e u; < up sobre 02, com u; € Wl’p(Q), ¢ = 1,2 implicar
que u; < up em ). E L, satisfaz o Principio do Maximo Forte, se toda solucao fraca
u € WH(Q) de Lyu = h(z), Q, u >0, dQ com h > 0 ndo identicamente nula, verifica-se
u(zx) >0, Q.

Teorema A.1. /33, p. 63] Uma condi¢ao necessdria e suficiente para L,, com a € L*(2),

satisfazer o principio de comparagao fraco é que a = a(z) seja nao-negativo em ).

Teorema A.2. [33, p. 52| Assuma que §2 C RY ¢ um dominio limitado reqular e a €

L>(Q). Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. L, satisfaz o Principio do Mdzimo Forte.

2. )\LQ(CL, 1) > (.

Sendo que, A;q(a, 1) é o primeiro autovalor de L, definido variacionalmente como

Aa(a,1) = inf {/ \VulP + alulPdz [ u € Wol’p(Q),/ luPdx = 1} ,
Q Q

o qual é positivo se a é uma funcao nao-negativa.
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Enunciaremos também o Principio de Comparacao de Tolksdorf, o qual pede mono-

tonicidade na funcao.

Teorema A.3. [55, Lema 3.1] Sejam Q um dominio limitado em RY e f: QxR — R

uma funcgao Caratheodory tal que a—(m, s) existe e € nao-negativa para cada s € R, q.t.p.
s
em €. Se u,v € W' (Q) satisfaz

—Apju+ f(x,u) < —Ayw+ f(z,v), em€Q,
u <, em 0f),
entao u < v em €.

E também o Principio de Comparacao Forte de Damascelli,

Teorema A.4. [18, Coroldrio 1.1] Suponha que u,v € C*(Q) satisfaz

—Apu < —Ay, u<v, em .

Defina S = {z € Q/u(x) =v(z)}. Se S é discreto ou compacto em 2, entao S € vazio.

Considere o seguinte problema,

—Apu = f(z,u, Vu), £,
(A1)
u=¢o, ON.

Lema A.5. (Lieberman [45, Teorema 1]) Sejam a, X\, A, My constantes positivas, com
a <1, QcCRY um conjunto aberto, conexo, limitado e reqular, sejam k e ® contantes
ndao-negativas. Suponha que a funcdo f, definida em Q x [—My, My] x RY, satisfaca a

sequinte condicao,
|f($a 2777)| < A(l + |77|)m+27 ‘v’(x, 2777) € Qx [_M0>M0] x RY.

Assuma que, ¢ € CH*(0) com ||p|lia < ® e u uma solucio fraca do problema (A.1),
com ||u|loc < My. Entao, existe f = B(a, A/J\,m,N) > 0 tal que

(a) ue CH (),
(b) llullp < C = Cla, A/A,m, My, N, @, ().

Para demonstrarmos os teoremas de sub-supersolucao do primeiro capitulo foi preciso
o seguinte resultado. Relembremos que 2 satisfaz a condi¢ao uniforme externa da esfera

se para todo z € 9§ existe um nimero r, > 0 tal que B,, N Q = {z}.
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Lema A.6. (Lazer and McKenna [41, Teorema 4.2]) Seja @ um dominio aberto limitado
de RY que satisfaz a condicao uniforme externa da esfera, entdo existe wma sequéncia
{Qn}oo_, de conjuntos abertos tais que Q, C Qr1 C Q, U Q.. = Q, e a fronteira 08,

m=1
¢ uma subvariedade reqular (C*) de dimensao N — 1 para m > 1.

Nos resultados de nao existéncia usamos fortemente a desigualdade,

Lema A.7. (Simon [52], pg 210) Dados a,b € R, existe M, > 0 tal que

Mp|a'_b|pv sep = 27
(JaP~2a — [bP~2b,a — b) > _—
- 1<p<?2.
"al+ppze 0P

E, uma consequéncia direta desse lema é o seguinte resultado,

Lema A.8. [Lema 2.1, [40]] Sejam {u,}nen uma sequéncia em WP(Q) e u € WHP(Q)
tais que

u, —u fracamente em W'P(Q),
u, — u  fortemente em LP(S2).

Se,
/ (IVu,[P*Vu, — [VulP?Vu) V(u, —u)dz — 0,  quando n — oo,
Q

entdo u, converge fortemente para u em WP(Q).

Usaremos também a versao da Identidade de Picone,

Teorema A.9. (Allegretto e Huang [2, Teorema 1.1]) Sejam v > 0, u > 0 diferencidveis.

Denote por
uP~!

pp—1

Vu| Vo2V,

ub?
L(u,v) = |Vul’ + (p = 1) Vo]’ —p

p
R(u,v) = |VulP =V (u__l) |Vo[P~2 V.
P

Entao, L(u,v) = R(u,v). Além disso, L(u,v) > 0 e L(u,v) =0 q.t.p. em ) se, e somente
se, V(u/v) =0 q.t.p. em ), isto é, u = kv para alguma constante k em cada componente

de ).

Ademais, daremos o enunciado de uma das versdes do famoso Teorema do Passo da
Montanha. Antes, porém precisamos introduzir uma condi¢cao de compacidade que é

fundamental para garantirmos a existéncia de pontos criticos.

Definicao A.10. Seja E um espaco de Banach. Denotemos por C*(E,R) o conjunto dos

funcionais que sao Fréchet diferencidveis com derivada continua sobre E.
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1. Dizemos que (z,) € E é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ € R, (PS),,
n—00 .. /(Z ) n—o00

se (z) satisfaz: (i) I(z,) — c e (i) I — 0.
2. I satisfaz a condi¢ao (PS). se toda sequéncia (PS)., tem uma subsequéncia conver-

gente.

Notemos que esta definicao nos da uma espécie de compacidade sobre o funcional I.
De fato, a condi¢ao de Palais-Smale implica que K, = {u € E : I(u) = ce I'(u) = 0},
isto é, o conjunto de pontos criticos de I, tendo ¢ como valor critico, é compacto para
qualquer ¢ € R. De posse desta definicao temos o seguinte resultado, devido a Ambrosetti
e Rabinowitz [4]:

Lema A.11 (Teorema do Passo da Montanha). Seja I € C'(E,R) sobre um espago de

Banach E. Assuma que existem constantes 6,0 > 0 tais que

I(u) 26  para todo u € E com ||ul|g = o,

I(0)=0 e I(v) <0 para algum vy € E com ||vol|lg > o-

Sejam I := {g € C([0,1], F);¢9(0) = 0,9(1) = vo} e ¢ := inf max I[g(t)] = . FEntao,
g€l t€0,1]

eriste uma sequéncia (PS). associada ao funcional 1.
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Apéndice B

Teoremas de Sub-supersolucao em
dominio limitado

Reservamos este apéndice para tratarmos de um Teorema de Sub-Supersolucao para
sistemas em dominio limitado com o operador L, e a fronteira sendo funcgoes, o qual
foi utilizado em dois pontos importantes desta tese. Primeiramente como um Teorema
auxiliar em uma demonstracao apresentada no Capitulo 1, a saber Teorema 1.10; e poste-
riormente na prova de existéncia da primeira solucao, que foi obtida via sub-supersolucao

no Capitulo 2, Teorema 2.3.

Para isso, devemos introduzir algumas defini¢coes e resultados que embasarao esta
abordagem. Considere o seguinte problema,
—Ayu = f(z,u), £,
(B.1)
u=g, os,

onde Q@ C RY & um dominio limitado, g € W'(Q) e f: Q x R — R satisfaz a condicao
de Carathéodory.

Definigido B.1. Uma fungio u € WP(Q) é uma solugdo (subsolucdo, supersolucdo)
de (B.1), se f(.,u) € L, (Q) e

/ VUV = / fewe  (<2)
Q Q

u:g7 aQ (§7Z)7
Vo € C5°(2) com ¢ >0, em €.

Observacao B.1.1. A condicao de fronteira € no sentido do traco, por exemplo,

u<o, 00 (u—o)"eW,?(Q).
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Assuma daqui para frente que as condig¢oes de fronteira sao no sentido do traco. Assim,

em relagdo a essa defini¢do, temos o seguinte resultado devido a Takeshi Kura [40].

Lema B.2. [Teorema 3.1, pag. 8, [40]] Suponha que exista uma fun¢io K € L7 () tal
que

|, )] < [K ()| +r(|t]), (B2)

qgt.p. x € Q, VYVt € R, onde r : [0,00) — [0,00) € uma fun¢ao nao-decrescente tal que
r(l¢]) € LP(Q) para toda ¢ € LP(Q). Sejam w e T uma subsolugio e uma supersolu¢io

de (B.1), respectivamente, tal que u < q.t.p. em §.
Entao, o problema (B.1) tem uma solugao u tal que u < u <u, q.t.p. Q.
Ainda seguem de [40], que,

Lema B.3. [Lema 3.3, pag.12, [40]] Suponha que as hipdteses do Lema B.2 sejam satis-

feitas. Se u é uma solugao de (B.1) tal que u < u < W q.t.p. 2, entdo temos a estimativa,
[ullwrr < C,
onde C' € uma constante independente de u.

Agora, considere o sistema,

—Apu+my(z)u?™t = h(z,u,v), Q,
—Av + my(x)v?™! = g(x,u,v), Q, (B.3)

w(z) = o(z),v(r) =~(z), 0%,
onde  C RY & um dominio limitado; g,h : @ x R x R — R satisfazem a condicao de
Carathéodory e v € WH(Q), o € WHP(Q).

Neste caso, admitiremos as definicoes.
Definicdo B.4. O par (u,v) € WH(Q) x WH(Q) ¢ chamado subsolugdo de (B.3) se
h(z,u,v) € L' (), g(z,u,v) € LY(Q) e

/IVQI”_QV@VSOJr/ml(:v)up‘l@S/h(x,z_w)so
Q Q Q

/ [Vul'? VoV + / ma(z)vi ey < /g(ﬂc,g, V)
Q Q Q

u<o, v<vy, 09,
Vo € C5°(2) com ¢ >0, em €.

Similarmente, definiremos supersolug¢do de (B.3) revertendo todas as desigualdades

acima.
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Teorema B.5. Sejam m; € L™(Q), i = 1,2 fungdes nao-negativas e h, g € L, (Q), satis-

loc

fazendo h(x,s,t) e g(z,s,t) sao nao-decrescentes em t e em s, respectivamente. Assuma

que, existem funcoes Ky € LV (Q), Ky € LY (Q) tais que
|h(@, s,t)| < Ki(x) + 71(]s]), 9(z,5,1)] < Ka(z) 4 r2([t]), (B.4)

qgt.p. © € Q, Y(s,t) € [u,u] x [v,7], onde 1,79 : [0,00) — [0,00) sdo fungées nao-
decrescentes tais que r1(|p|) € LP(Q), Yo € LP(Q) e ry(|e]) € LY(Q), Vo € LI(Q).
Suponha que, evistam (u,v), (u,v) € WHP(Q) x WH(Q) sub e supersolugies de (B.3),
respectivamente, com (u,v) < (w,v), Q. Entao, existe pelo menos uma solug¢ao (u,v) €
WP(Q) x WH(Q) de (B.3) entre (u,v) e (u,7).

E, por uma questao de organizagao, primeiramente faremos a prova do seguinte resul-
tado o qual se resume em redefinirmos funcoes e problemas que gerarao a subsolucao de

que trata o Lema.

Lema B.6. Suponha que as hipdteses do Teorema B.5 sejam satisfeitas. Assuma que,

(w,v) seja uma subsolugao de (B.3) satisfazendo
(w2) < @7) < (@7), 9 (5.5)

Entao, existem uma subsolu¢ao (u*,v*) de (B.3) e M > 0 independente de (u*,v™), com

(u*,v*) satisfazendo
(w,v) < (u*,v") < (w,0), Q, e |@W,v)|wirxwra < M. (B.6)

Além disso, u™ e v* sdao tais que

—Apu* +my(z) ()Pt = h(z,ut,0),  Q,
(B.7)
u*(z) = o(x), o,

(B.8)
v*(z) = v(x), oN.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado foi motivado pelo Teorema 4.1 em [44].

Seja (u,v) subsolucao de (B.3) tal que (B.5) seja valido.
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Defina as funcgoes 7L,§: QxR xR — R por

(

h(z,u,v), ses<u, t>T1,
h(z,u,t), ses<wu, v<t<7,
h(z,u,v), ses<u, t<u,
N h(z,s,0), seu<s<u, t>T7,
h(z,s,t):=<¢ h(z,s,t), seu<s<u, v<t<, (B.9)
h(z,s,v), seu<s<u, t<u,
h(z,u,v), ses>u, t>71,
h(z,u,t), ses>u, v<t<7,
h(z,w,v), ses>u, t<uv,

e g de forma semelhante.

Trabalharemos com os problemas,

—Apu A+ my(z)uP ! = h(z,u, ), €,
(B.10)
u(r) = o(x), 09,

(B.11)
u(w) = (), o0.

Nosso objetivo é usar o Lema B.2, para obter soluges dos problemas (B.10) e (B.11),
que por sua vez, também serao solugoes de (B.7) e (B.8), devido & defini¢ao das fungoes
he g.

Note que, como (@, v) é subsolugao e (u, 7) supersolugao de (B.3), satisfazem a desigual-
dade (B.5) e por hipotese h(x, s,t) e g(x, s,t) sao mondtonas em t e em s, respectivamente,

segue que

/|V17]p2V17Vg0d:c+/m1(:c)ﬂp1<pdx§/h(x,ﬁ,'ﬁ)¢:/h(x,ﬂ,5)¢,
Q 0 Q

Q

h@%@wz/h@m@%
Q

/|Vﬂ]p2VﬂVg0dx+/m1(:c)ﬂp1<pdx2/h(x,ﬂ,6)902/
Q 0 Q

Q

para toda ¢ € C5°(2), ¢ > 0. Além disso,

u<o<u, 09,

consequentemente, u e u sao sub e supersolugoes de (B.10). Analogamente, mostra-se que

v e U sao sub e supersolugoes de (B.11).

Agora, vamos verificar a hipotese (B.2). Observe que,

\h(z, 5,)| < ki(z) 4+ ri(]s]), q.t.p. Q,Vs € R,
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pois se s € [u, u] usamos a hipotese (B.4) e nos casos em que s ¢ [u,u] temos

h(x,s,0) = h(x,3,1),

onde 5 = u(z) ou s = u(z) e t = v(z) ou t = v(x), ou seja, novamente podemos usar
(B.4). Assim, Vs € R,

[, 5,0) = ma(2)s"™ | < k(@) + ra(]s]) + [l o5,
onde para ¢ € LP(Q), temos 71(|¢]) + [|[m1lo|@lP™t € LP(Q). Analogamente, mostra-se

para a funcao g(z,u,t), q.t.p. = € Q, Vt € R.

Logo, pelo Lema B.2, existem u* € W'?(Q) solucdo de (B.10) e v* € W(Q) solucio
de (B.11), com

ou seja,

Entao, novamente pela definicao de he g, e pelas desigualdades anteriores, temos
que u* e v* satisfazem também (B.7) e (B.8), respectivamente. Portanto (u*,v") é uma

subsolugao de (B.3), usando a monotonicidade das fun¢oes h e g.

Além disso, pelo Lema B.3, existem C7,Cy > 0 independentes de u* e v*, tais que
[ lwr () < Ch, [0" lwra@) < Co,
consequentemente

1@”, v) wroxwra = [ullwre + [[07[lwre < G+ Cy = Cs.

Agora, vamos a demonstracao do Teorema B.5.

Demonstragao. Usaremos o Lema de Zorn para a demonstracao deste teorema, para isso
devemos considerar um conjunto parcialmente ordenado com a relacao de ordem usual.
Seja

N = {(u,v) € [u,u] x [v, V] subsolugao de (B.3) / 3 (u,v) subsolugao de (B.3) satisfazendo
(u,7) < (8,7) < (u,v) < (7,5)}.

Agora, nosso objetivo é mostrar que todo subconjunto totalmente ordenado de N tenha
cota superior. Seja S C N totalmente ordenado. Observe que, se tomarmos (uy,v;) € N,

pelo Lema B.6, existe (ug,v2) subsolucao de (B.3) tal que

(u,v) < (ur,v1) < (u2,v2) < (w,7), €,
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consequentemente, (uz,ve) € N.

Assim, podemos considerar S = {(un, v,) }nen de modo que,
(w,v) < (ur,v1) < (ug,v2) <. < (wy,05) < (Ui, v541) <0 < (W,0), Q.
Dessa forma, temos que
(U (), vp () =3 (u(x),v(x)), q.t.p. = € Q.
Pelo Lema B.6, como (u,,v,) € N, entao existe M > 0 tal que
[ (s vn) W semwrr < M,

onde M independe de n.

Portanto, como W'P(Q) x W4(Q) & um espaco reflexivo, existe uma subsequéncia,

que ainda denotaremos por {(u,,v,)}nen, tal que

(U, vy) — (u,v) em WP(Q) x WH(Q).

Pelas imersdes compactas W (Q) — LP(Q), Wh4(Q) — L4(9) temos também,

(Un,vy) — (u,v) em LP(Q) x LI(Q).

Note que, (un,v,) foi obtido pelo Lema B.6, como sendo u,, solu¢ao do problema (B.7)

com U = U,_1 e v, solugao de (P3) com v = v,_1, assim

/ (IVun [PV, — [VulP*Vu) V(u, — u) =
Q
= / |V, P2 Vu,V(u, — u) — |VulP2VuV (u, — u)
0

= /Qh(x,un, Up—1)(Up — u) — /le(x)ufl_l(un —u) — /Q IVulP2VuV (u, — u).

Entao, pela hipotese de crescimento da funcao h, segue que

/ (VU [PV, — [VulP*Vu) V(u, — u) =
Q
< [ 1K@l = ul 4 71l = ul+ [ a(o)l o, =+
Q Q
+/ |VulP2VuV (u, — u)
Q

_ /
<Nl ot lun = ull o+ ()l g [un = ull e + lImallool[@ll s llun = wllzo+

+/ \VulP2VuV (u, —u) =3 0.
0
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Sendo que, / IVulP~2VuV (u, — u) =3 0, pela convergéncia fraca u,, — u em W"P(Q).
Q

Entao, pelo Lema A.8, temos u, % u em Wl’p(ﬂ). Analogamente, mostra-se que

v, =3 v em WH(Q).
Observe que, como (uy,,v,) € subsolugao de (B.3), da continuidade e limitacao das
fungoes h e g, e da convergéncia forte da sequéncia {(u,, v,) }nen, temos pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue que (u,v) é também subsolugao de (B.3), com
(w,v) < (u,v) < (@,v),

ja que {(un,v,)tnen satisfaz essa desigualdade, ou seja, (u,v) é uma cota superior de S
em N.

Portanto, pelo Lema de Zorn, N tem um elemento maximal (U, V). Afirmamos que
(U, V') & uma solucao de (B.3).

De fato, analogo ao que foi feito anteriormente, como (U, V) € N, entao (U,V) é
subsolugao de (B.3) entre (u,v) e (u,v). Entao, pelo Lema B.6, existe (u*,v") subsolucao
de (B.3) satisfazendo

(,v) < (U,V) < (u,0%) < (7, 7) (B.12)

e solugao dos problemas (B.7) e (B.8) com (u,v) = (U,V), ou seja,
—Apu* +my(z) ()P = h(z,ut, V), Q,

u*(z) = o(x), 09,

v*(z) = y(x), 012.

Note que, (u*,v*) € N, assim, como (U, V) é maximal em N, segue por (B.12) que
(U, V) = (u*,v"). Portanto, (U, V) é solucao de (B.3).
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Apéndice C

Resultados técnicos para a positividade
de solucoes

Afirmacao C.0.8. I?;aoxf(tgol,tgoz) < C, com C independente de \ e .

Demonstracao. Observe que,

tonten = (o, o= (551 [ oyt e

P g . b1+ 1 g
Y p
( / b(ﬂf)(%)““(@z)”“) s ((a Sy f(w)wl) '+
N Q v \ Q v
a 51
(fy + 1> q q __ v+ 1 52+1> Ba+1 ( )
(e o= (357 [ ewersn) e (oo o)

entdo I(ter,tes) = hy(t) + h,(t), onde
ha(t) = At? — Byt ™ — Ot*™ 2 — \Dt,
hu(t) = Agt? — Bot™ ™™ — uDat.
Temos que, A;, B;,C7 > 0 e nao sabemos o sinal de D;, para i = 1,2. Assim,

ha(t), h(t) 23 0,

ha(t) < AytP — Byit" ™ — ADyt

— (AP B — AD ] S oo,
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hu(t) = 12 Agt9™1 7% — By — uDyt %] 2% —cc.

pois By >p—1e By >q—1.

Entao,
0, quando t — 0,

ha(t), h(t) — { —00, quando t — oo.

Afirmacao C.0.9. max ha(t) < Ci e H[l(?X] hu(t) < Cy para todo A € (0, \o) e pu € (0, o),
te|0,to

onde C1,Cy > 0 sdo constantes independentes de \ e pi e (Mo, po) foi tomado no Capitulo
2.

De fato, por A < Ay note que

ha(t) < Apt? — Bttt — O™+ o || Dy ||t
< AP — Bt )\ || Dy ||t

Assim,

ax ha(t) < max ko(t), (C.2)

onde k?g(t) = Altp — Blt61+1 + )\0||D1||t

Observe,

0, quando t — 0,
Fo(t) — { —00, quando t — oo.

Além disso,
ko(t) = AyptP™t — By(By + D)tP' + \o|| D4
Vamos analisar a monotonicidade de kq(t). Observe que,

ko(t) > 0 <= fo(t) >0,

onde fo(t) = Aypt’™" — Bi(By + D)t + Ao|| Dy e

Xol|D1]l, quando t — 0,
—00, quando t — oo.

fo(t) — {

E mais,

, Alp(p—l)]ﬂl—lzﬂrl__
) >0 = t< [Bl(ﬁl—i—l)ﬁl =,

logo, fo(t) é crescente para todo 0 < t < .

Portanto, 3t, >t > 0 tal que fo(t.) =0, e fo(t) > 0, VO < t < t,. Consequentemente,

ko(t) é crescente V0 < t < t, e t, é ponto de méaximo de k.
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Observe, primeiramente que de fy(t,) = 0, entdo Aypt?~' — By (B, +1)t? + Xo|| D1 || = 0,
donde | .
At = By (Bl—Jr) It — —Xo|| Dt
p b

e assim, substituindo em (C.2), temos que

1-— -1
max hy(t) < max ko(t) = ko(ts) = By (M) I N (p_) | D1 [t
t>0 t>0 p p

e repetindo os mesmos argumentos para a funcao h, concluimos a prova da Afirmacao

C.0.9. Consequentemente, como

I(tpr1,tpa) = ha(t) + hy(t),

entao a declaracao inicial C.0.8 esta satisfeita.
]

A seguir demonstraremos propriedades (Afirmagao 2.2.3) relacionadas as seguintes

sequéncias,
* *p* * ~ . y —+ 1
Th =p , nk+1 :le57 T]k :’r]k — T}k —|—p7 le :nk q* _|_ (Oé + 1)7
* *q* * n ~ a—+1
0 =q", Ok+1 :ekgv 0; =0, — 0r +q, O =05 — T (v+ 1),

Afirmagao C.0.10. (i) 7 e 0y sao crescentes,
(ii) Ny Gk k—>_o>o o0,
(ili) nk—ﬁk>069k—§k>0.

Demonstragao. (i) Provaremos por inducao. Observe que,

* oy * '7+1
m =Mm—-—m+tp=p —[771 = +(a+1)| +p

+1
=p" (1—77)—(04—1—1)—1—]9.

Assim, por (Hiz), nj > p. Consequentemente,

* *

D p *
7722771E>p?:p =m =12 > N.
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Agora, suponha que, np > n,_1, para algum k € N. Logo,

* *

D _ p
Myl = Mp— = (M — Tk +p) —
p p

*

et

+1 *
SRR A EN

Portanto, por inducao, 1 é uma sequéncia crescente.

(ii) Na prova do item anterior mostramos que,

+1 *
M = {771@—1 (1—77> —(04+1)+p} %

Assim, continuando recursivamente a substituir os valores de 7, chegamos que

(3 B o) 022 G

1
e podemos escrever da seguinte forma,

N

Il
=)

k—2
me=me" T+ & (C.3)
i=0
* 1 *
onde ¢ = 2 <1— ’Yt ) e{zp—(p—(a—i-l)),
p q p
Logo, por (Hi1),
k1 5k_2 —1 5o
N =€ 771‘|‘€€_—1—>+OO.

(iii) Novamente pelo item (i), temos que 7 é uma sequéncia crescente, entao

*

P ~
M < M1 = ;(nk — Tk + D),

donde,
Me — Tk > ]%Uk - P (C.4)
Além disso, também no primeiro item da afirmacao, mostramos que 7, > p*. Assim,
da monotonicidade da sequéncia temos 7 > p*, Vk € N. Logo %'f?k —p > 0, consequente-
mente, nx — Mg > 0.
]

Agora, mostraremos que a desigualdade (2.81), usada na prova da positividade de

solucoes é satisfeita.
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*

Relembremos que Ej, = n,In(Ly) e a = b e a desigualdade em questao é a seguinte,

Epp1 <7+ aky,

onde 7, = p”* In(Lny).

De fato, estamos no caso em que max{||al[X*, L*, || f[I7* M} = L. Assim,

o)
[ & o Mk+1
e~ 07 () a2 1 0t
E+1 (M — M + 1) 7k ? max{||allxt, Lt || fllor, My}
i N Mk+1
P -1 k

Note que, %nkﬂ =p‘e n—]:nkﬂ = nkp—. E além disso, pela Afirmacao 2.2.3, (iii),
b

M k
segue
1 1 1
—  _<1— <1
Me — Nk + 1 (ke — e+ 1) 7 P”

*

* g p
Tt 1) (%) <

1 T]* % Nk+1
:[(m—ﬁwl)"i (f) ] <y -
Logo, substituindo em (C.5), temos que
L < L L 2 (L (L)
k1 ST Ly (Low)? (LiF) 7

donde .
Mes1In(Lgy1) < p*In(Lay) + %Uk In(Ly),

ou seja,
By <11+ aky.
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Afirmacoes do Lema 3.2

Na demonstracao do Lema 3.2 foram introduzidas varias fungoes que nos auxiliaram

na obtencao de uma certa monotonicidade.

Note que essas func¢oes foram definidas aos pares, uma vez que estao relacionadas as
equacoes do sistema, logo tém comportamentos semelhantes. Neste apéndice, provaremos

as afirmagcoes feitas no Teorema 3.2, referentes a uma dessas funcoes.

Demonstracao da Afirmacao 3.2.1

D-(s) Th-(s)

1) , sao nao-crescentes em s > 0.
Spfl sqfl

Pela definigao (3.8), temos que,

I} (s ~
1) By 4 2), D1)
s
1
t
onde 3} (s) = sup i ), com vy = F,(
t>s (7
()

)

é nao-crescente em s > 0.

Logo, como 72 (sy) < AL(s1), para s; < sy, segue que o
2) T},(s) > fi(s) + Agi(s)hi(7), desde que 0 < 5 < 7.

De fato, observe que de (3.8) segue

Dho(s) = 7 Fls) + A7 8(s)

1 1
2 Sp—l F‘r (S) + /\sp—lé‘T(s>‘

sp—1 sp—1

Assim, se 0 < s < 7 entdo pelas defini¢des de F' e ¢}, temos

D3(5) = fi(s) + Agi ()l (7).
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I, (s) — sup fi(t) LA sup gl(t)hl(’r).

3) 11*{% sp~1 0<t<r tp—t 0<t<r tp—t
Note que, por (D.1), temos
Fl S Fl 1 t
lim —2 (5) u T()—i—)\s CT—()
50 sP—1 >0 1P >0 tP~1
Assim, como
t t)h
flsl), 0<t<, —91( )71(7—), 0<t<T,
e _| v ci_ ) O
N G 7] A o
, t =T, —_— t =T,
TPl TPl
segue,
I't (s t t)h
L) RO a@m)
s—0 sl o<t<r tP1 o<t<r P71
't (s h
4) i Ar(8) _ hi(n) +)\91(T) 1(7)_
t—oo gP~1 Tp—1 Tp—1

Observe que,

. F}\ T(S) . =1 =1
fim === = lim (F7(s) + AC-(s))
OO
— tll;[{.]o ( tp—l + A tp—l .

Logo, por (D.2), concluimos a afirmagao.

Demonstracao da Afirmacao 3.2.2

1)‘];,7' € Cl(<07 OO))'
Pela definigao (3.9), temos que,

s t
25/ ; —dt — 5* ; >
d d 2 o I} _(t)#T Il _(s)7 T
dpgod | T Lo
ds ™ ds / t s "
os) [t
? B0 [ rL (1) ]

Assim, como as funcgoes incluidas na derivada sao continuas, segue que JiT €

C'((0, 00)).
2) L3 (s) = [O3 ()77, s > 0.
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Pt
Observe que, da Afirmagao 3.2.1 (1), obtemos que ) é nao-decrescente, o que
AT
o t L~
implica que ——— também é nao-decrescente.
L
Portanto,
52 52 1
Tar(8) = > — T}, (s)7 .
————dt 1 (i
/0 T, (T I
U O
3) = é nao-crescente em s > 0.
Temos que,
S t , -
S / ——dt — i —
d (Ji,T(S)) B o D, T )7 |1
— —_ 2 -
ds s /s " 5
—dt
! o I} (8)7T i
52 52
L7 T (7
= 7 s + 1’ 2 = 0,
p—1
dt
()
Jae(s)
consequentemente, — é nao-crescente para s > 0.
Iy (s / Hhi(r)] 7T
4) lim —’\’T( ) = | sup A(t) + A sup —91( Jhn(7) ,
50 S 0<t<t 1 0<t<r tr—1

Note que, da Afirmagao 3.2.1 (3), segue que

) . s :
im——— = lim— = lim
5—0 S s—)O/ t Sﬁo;
——dt 1 1
o T} (t)7t [y (s)
1
fi(t) gL (7) 7
= A —_
LT?ET NN T
_1
5) iy 2ol _ [Rl1) o)}
5—00 S Tp-1 71

De fato, pela Afirmagcao 3.2.2 (2), temos que

B B
L) Bl _ L)
s s '
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Por outro lado, dado 8 € (0, 1) arbitrariamente, segue que

Hals) s _ s
° / %dt / %dt
o T T
1 (D.4)
_ s D3 (Bs)r T 1
S s - 1—
5 1 (S - 53) BS ﬁ

[5-(Bs)7=

Assim, passando (D.3) e (D.4) ao limite com s — oo, temos pela Afirmacao 3.2.1 (3)

que,
1
-1 J!
[LINPILTIC] By U
Tp—1 71 s—00 S
(D.5)
_1
< [0 ednEnt L
Tp—1 Tp-1 1-— 6
Portanto, fazendo 5 — 0 em (D.5), temos o resultado.
Demonstracao da Afirmacao 3.2.3
— 1
1) lim H,(7) = ;
e [f3 + Algh) &7
Dado 8 € (0,1) arbitrariamente, pela Afirmacgao 3.2.2 (3) temos
1 [t 1 /7t
H: == —dt > ———dt
A7 T/o L) T /T Jr-(t)
, (D.6)
1 1-— T t
ST ES.y S
7 J5.(67) BT Jo Iy (t)
Agora, usando a Afirmacao 3.2.1 (1) em (D.6), segue que
1— pr
Hi(r) > 5)/ —"
FTJer T4 ()7
1-p) B 2
= 1 57— - 6 T
oL | (D7)
(1—p)*p*r

- 1

(B3 )r ENB2r) + M@t Ch ()|
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consequentemente,

i) = LRI

Fipn) 28 ()|

(1-8)

1
Fl(t |
t>p%1 = t>p%1 =

Assim, passando (D.7) ao limite com 7 — oo, e relembrando (D.2), obtemos

(1-8)

lim Hy(T
) 91(7)’11(7)]”‘1

T—00
{lim M + A lim

700 TP—1 T—00 T

WV

p—1

a-p
[fL + Agh)L]7

Por outro lado, novamente pelas Afirmagoes 3.2.2 (3) e 3.2.1 (1), ou seja, pela mono-
t

tonicidade dos quocientes e —, temos que

S0 [ @]

1 [ t

Hy(r) < = T 7= lim — —dt

T (1) T o T (#)
< 1 T
< —— T

T F%“T(T)ril (D.10)
. T

FL(t) ¢l
TSP e AP

Assim, passando (D.10) ao limite com 7 — 00, segue

1
lim H,(7) <

. (D.11)
e [foe + Agh)& )77

Portanto, por (D.9) e (D.11), fazendo 8 — 0, concluimos

1
lim Hy(7) = —.
e [/ + Agh)i]»—

1
2) lim H(7) = :
500 N [fL + A(gh)y)7T
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De fato, dado 5 € (0, 1), por (D.7), temos que
(1)

Hy(r) > i

[sup i(tl)—i-)\ sup w] .

t>p27 40 t>p2r tp—1

[sup fl_(t)—i—)\ sup gl(t)hl(T)]pl.

tr=1

B2r<t<T Brr<t<T

Assim, passando (D.12) ao limite com 7 — 0, obtemos

lim > { _5)2 —.
=0 A+ Mg

Novamente usando a demonstracao anterior, desigualdade (D.10),
1
1
g1(t)hy(T) |71
b 1(£)ha )]

t>T1 P t>T1 tp—l

Hy(7) <

G gl<t>h1<f>]p*’

|:T<t<'r tr—t TALT tp—1

consequentemente, fazendo 7 — 0, obtemos,

lim H; (1) < (1-B) —.
. [fo + Algh)gl™—

Portanto, fazendo 8 — 0, o resultado segue de (D.14) e (D.15).

3) H,(7) é decrescente em \ > 0, para cada 7 > 0.

De fato, dado \; < Ag, da definicao de Fiﬁ, a saber (3.8), temos que

Fiw(t) <T},.(t), paracadat >0,

consequentemente,
52 52
JiLT(S) = S t < S t = J)\12,T(8)7
/ _ / L
o L0 Jo T, (i
assim,
H; (7) 1/T ! dt>1/T L H, (1) da7>0
T)=— —_— — ———dt = T), paracada T .
M T Jo Jim(t) T Jo Jiw(t) A2

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)
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4) Hy (1) 220, H}(7), para cada 7 > 0.

Observe que,

1 1

1 vt A—0
= = —
Fi(t) + A0} <t>]

t
L ()]

Logo,

T () 225 gL ),

consequentemente pela definicao de H; temos,

Demonstracao da Afirmacao 3.2.4

1) P} ¢ ndo-crescente em \.

Seja Ay < A2. Entdo, pela denificdo das funcoes T'} ,, J3 e Py, dadas em (3.8), (3.9)

e (3.10), respectivamente, temos que

t B 1 v
SO EXt) + MG |
i 1 17 t
2 ~ =~ = 1 )
FL(t) + XaC(t) | [7(1)
assim,
s t s t
/ ——dt > / et
o I} L(t)rT o I, =(1)
ou seja,
Ji1,?(s) < ‘])\127?(8)‘
Portanto,

P)}l (S> > P):\lQ (S) °

2) e 3) [0, |lwill=)] C Im(Py) e Py € C*((0,00)) & nao-decrescente em s > 0.
Observe que, para s > 0,

(PO = 25777 > O

logo, Py (s) é ndo-decrescente em s > 0.
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Além disso, temos que

(P)})”(S) _ TJA,T(‘(S%)J_}\ SZ()‘?);T(S)) :

consequentemente, da Afirmacio 3.2.2 (1), segue que Py € C*((0,0))
Note ainda que,

(D.16)

Py(0)=0 e Py(7)> wi,

dai, como Pj é continua, temos que [0, ||w1]|oe] € Im(Py)

4), 5) e 6) Y € 02(Im(PA1) {0}, (0,00)) é nao-decrescente em s > 0 e satisfaz
Yy (s) = Zﬂizﬁ%ﬁﬁ_l_ Yy (s) <
1 1/11( ) » 1

Temos que,

Py =1 [ n17)
(o = / —dt. D.17
T Jo J,{,?(t)

Assim, derivando (D.17) obtemos

we
e

ou seja,

sy = A

D.18
U1(s) (D-18)
E derivando (D.18) temos,

¢1l(5) 7(&,;)’(%(8))1/}18%(8) -

Tz (1) s
(¥1(s))?

(11(s))? [(Ji,?)/<w1<5))w1(5) - Jif(wl(S))]

_ ) ¥1(s) ¢ (¢1(3))4

2 (s)) i - 1
_ s / MA07T Th ()7
(4 (5))?

2
P1(s) ¢
/ it
o T
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consequentemente,
2
. s i(s) ne
w0 = (o | o TLosT
! / —dt 0 37
o T
(¥1(s))* /W f dt]
- 1 TN :
MLs)m oo Tl )
Logo,
" ?'@Z)/S 1(s) t 'QZ) S 2
by (s) = L - [/ ———dt — 1( 1l ))L . (D.19)
/wm A M S ¥ S UL P T O
S s WOES
: t .
Assim, como ——— é nao-decrescente, temos que
Iy (1)

¥y (s) <

s [ C10) N CO) ] o
(/wl(s) — t dt) FA,?(¢1(5))p_1 F,\f(%(S))"_l

1

(07
ou seja,
¥ (s) <0.
Além disso, desde que as fungoes envolvidas em (D.18) e (D.19) sejam continuas, temos
que ¥y € C*(Im(Py) \ {0}, (0,00)).

E, por (D.18), ¥y(s) > 0, consequentemente, ¥, é nio-decrescente.

Demonstracao da Afirmacao 3.2.5

withy (wr) < ¢ (wn)
Mostraremos primeiramente que,

JL(t)

TPy (1) <t Vt>0. (D.20)

~
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De fato, usando a Afirmacao 3.2.2-(3), temos

rpBe) o (L[ Ae9,) A0
; 0 t

t T S
thel)
S Tmr "
Assim, . ) .
: ~ ThA((PA() T A()

Logo, multiplicando (D.21) por Py+(t) e usando (D.20) temos
P (PA#(1) <t =pu(PA(1), V> 0. (D.22)

Pela Afirmacdo 3.2.4 - (2), wy(x) € Im(P}), Vo € @, ou seja, dado z € Q, 3t, > 0 tal
que Py (t,) = wi ().
Logo, por (D.22),

wy (wr) < Y (wr), Q.

Demonstracao da Afirmacao 3.2.6

(1 (w)] o € WoP (), Vo € g ()
De fato, como w; € CH(Q) N C(Q), wy >0, Q e wy; = 0, O segue que

0 < wy(x) < ||w oo, para cada x € Q. (D.23)

Além disso, como ¥y € C2(Im(PH\{0}) e [0, |lw1]|] € Im(P}, segue que 1] é continua

no compacto [0, [|wy]|], logo existe C; > 0 constante tal que
WO < Cr, Ve [0, lw]. (D.24)
Assim, dado x € Q, por (D.23) e (D.24) temos que
AP <o

consequentemente,

[y (w)P~'¢ € L=(Q).
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Além disso,
V(@ (w)P o) = (@ (w)" e + [y (wi )] v ¢

Observe que usando o raciocinio anterior, para concluirmos a afirmacao resta mostrar

que 7 (¢ (w1)P~ N € LP(Q). Assim, note que
0V (U1 (wi)P™) = 6(p — 1)y (wn)* 7y (wn) Ve (D.25)

Temos duas situacoes a considerar,
1)yp=>=2
Pelo argumento anterior, temos que ¢(p — 1)1, (wy )P =24 (wy) € L=(Q).

Assim, como Vw; € LP(Q2) segue que
S(p — 1) (w1)P >y (wy) Yy € LP(Q).

2°)1l<p<2
Pela continuidade de 1, em [0, |lwy||] temos que, 3C5 > 0 tal que

W1 > Ca, emt € [0, ],

consequentemente,

[y (wy)] > Cy, Yz €Q.
De forma analoga, como v, (t) é continua em [0, ||w;]|], existe Cs > 0 tal que
[0 (8)] > s, emt €0, [lunll],

donde
|4y (wy)| > Co, Yz e Q.

Logo, ¢ 7 (¥} (w1)"™") € LP(Q).
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