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Abstract

Let K be an infinite integral domain and M,,(K) be the algebra of all n x n
matrices over K. This thesis aims for the following goals:

Find a basis for the Z-graded identities of M,,(K);
Find a basis for the Z,-graded identities of M, (K);

Find a basis for the graded identities for elementary grading in M, (K)
when the neutral component and diagonal components coincide;

Describe the matrix units-graded identities of M, (K);

Describe the Z,-graded central polynomials of M,(K) when p is a prime
number;

Describe the Z-graded central polynomials of M, (K).

Except for the fourth item, all results listed above have known version when K
is an infinite field; see [2],[3],[8], and [38].

Let K be a finite field of characteristic p > 2 and let £ be the unitary
Grassmann algebra generated by an infinite dimensional vector space V over K.
In the second part of this thesis, we found a basis of the Zs-graded polynomial
identities for any non-trivial Zs-grading such that a basis of V' is homogeneous
in this grading.



Resumo

Sejam K um dominio de integridade infinito e M,,(K) a dlgebra das matrizes
n x n sobre K. Os objetivos da primeira parte desta tese serao:

Encontrar uma base para as identidades Z-graduadas de M, (K);
Encontrar uma base para as identidades Z,-graduadas de M, (K);

Encontrar uma base para as identidades graduadas de M,,(K) com uma
graduagao elementar cuja componente neutra coincide com a subalgebra
das matrizes diagonais;

Descrever as identidades graduadas de M, (K) equipada com uma gra-
duagao induzida das matrizes elementares;

Descrever os polinémios centrais Z,-graduados de M, (K) quando p é um
nimero primo;

Descrever os polindmios centrais Z-graduados de M, (K).

Com excegdo do quarto item, todos os resultados listados acima tém versoes
conhecidas quando K é um corpo infinito; veja: [2],[3],[8] e [38].

Sejam K um corpo finito de caracteristica p > 2 e F a algebra de Grass-
mann unitaria gerada por um espago vetorial de dimensao infinita V' sobre K.
Na segunda parte desta tese, nés descreveremos as identidades polinomiais Zo-
graduadas de E para qualquer graduacao em que uma base de V' é homogénea
com relacao a essa graduacgao.
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Introducao

Ao longo deste texto, K denotard um dominio de integridade de carac-
teristica charK e cardinalidade |K|.

Os K-médulos serao K-mddulos & esquerda e as dlgebras (associativas) serdo
sobre K (K-dlgebras). G indicard um grupo arbitrdrio e e o seu elemento
neutro. O grupo de permutagoes de {1,...,n} serd denotado por S, e H, C S,
o subgrupo gerado pelo ciclo (1...n). O sinal de uma permutagéo o € S,, serd
denotado por sgn(o).

A Aalgebra das matrizes n x n sobre K serd denotada por M, (K) e
E;; € M,(K) denotard a matriz elementar que possui 1 na posicao (ij) e 0
nas demais. A dlgebra de Grassmann unitdria gerada por {ei,...,en,...}
sera atribuida por E e a algebra livre unitaria livremente gerada por X =
{z1,...,Tp,...} serd denotada por K(X).

O comutador de x; com x5 serd denotado por [r1, 23] := z129 — 2oy In-
dutivamente, o comutador de x1,za,x3,...,2Z, é definido por [z1,...,2,] =
[[3317 o 7xn—1]; xn]-

Um ideal bilateral (respectivamente um K-submédulo) I ¢ K(X) é dito
um 7T-ideal (respectivamente um T-espago) quando este é fechado sob todos os
endomorfismos de K(X).

Seja S = {fi(z1,...,2,) € K(X)|i € I} um conjunto de polinémios. O
T-ideal gerado por S, o qual denota-se por (S)r, é o K-mddulo gerado pelos
seguintes elementos:

9(o(fi)h,

em que f; € S; g,h € K(X) e ¢ é6 um endomorfismo de K(X). O T-espago
gerado por S, o qual denota-se por (S)7, é o K-médulo gerado pelos seguintes
elementos:

em que f; € S e ¢ é um endomorfismo de K({X).

Um polinémio f(z1,...,x,) € K(X) é dito uma identidade polinomial or-
dindria de uma K-dlgebra A quando f(ay,...,a,) = 0 para quaisquer aq, ...,
ap, € A. Um polindmio f(x1,---,2,) é dito um polindmio central ordindrio
de A quando o termo independente de f é nulo e [f, z,41] é uma identidade
polinomial ordinéria desta algebra; quando f n&o é uma identidade polinomial
de A, diz-se que f é um polindémio central ordindrio nao trivial de A.

O polinémio x1x2 — Toxr; é uma identidade de uma K-algebra comutativa;
o polinémio z¢ — z; ¢ uma identidade de um corpo finito com ¢ elementos; o
polinémio [z1,x3]? é um polindmio central de My(K).
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Dada uma K-algebra A, ndo é dificil ver que o conjunto das identidades
polinomiais (respectivamente polinémios centrais) dela, T'(A) (respectivamente
C(A)), é um T-ideal (respectivamente um T-espago). Reciprocamente, pode se
provar que se I é um T-ideal, entdo I = T(@) Um conjunto S C K(X)
é uma base para as identidades (respectivamente polinémios centrais) de A
quando T'(A) = (S)r (respectivamente C'(A4) = (S)T). Quando uma algebra A
admite um conjunto finito S, tal que T(A) = (S)r, dizemos que as identidades
de A tém a propriedade de base finita. Caso contrario, dizemos que elas nao
tém a propriedade de base finita.

Specht (1950,[39]) conjecturou que as identidades de toda K-élgebra, em que
K é um corpo de caracteristica zero, tém a propriedade de base finita.

A conjectura de Specht foi um dos propulsores da teoria das algebras com
identidades polinomiais. Na tentativa de resolvé-la, a base de identidades de
algumas algebras sobre um corpo de caracteristica zero foi determinada, com
destaque para a algebra de Grassmann unitaria de dimensao infinita e a algebra
de matrizes 2x2. Razmyslov (1972, [34]) descreveu uma base para as identidades
de M5(K) com nove polinémios e no ano seguinte, Regev e Krakowski (1973,
[31]) mostraram que:

T(E) = <[$1,$2,$3]>T-

J4 no inicio da década de 1980, Drensky (1981,[15]) obteve uma base minimal
para as identidades de M»(K), a saber:

T(Ma(K)) = ([[x1,22]% 21), 2 55, 597U(0)To(1)- - - - To(a))T-

Quase 40 anos depois da pergunta feita por Specht, A. Kemer (1987,[29])
respondeu afirmativamente a conjectura desse autor. Uma ferramenta impor-
tante usada por Kemer foi as dlgebras graduadas. Apds o trabalho de Kemer,
as atengbes se voltaram para uma outra questdo: seria a conjectura de Spe-
cht verdadeira para corpos de caracteristica positiva? Em 1999 apareceram os
primeiros contra-exemplos para esta pergunta (veja [6], [24] e [37]).

Mesmo apds o trabalho de Kemer, o interesse pelo estudo das identidades
de matrizes e da algebra de Grassmann continuou.

Giambruno e Koshlukov (2001,[22]) apresentaram uma base para as identida-
des da algebra de Grassmann sobre um corpo infinito de char K = p > 2. A base
obtida por estes dois algebristas foi a mesma descrita por Regev e Krakowski.
Bekh-Ochir e S. Rankin (2011, [5]) descreveram uma base para as identidades
da &lgebra de Grassmann sobre um corpo K de charK =p > 2 e com |K|=g¢q
elementos. Esse base é composta de dois polindmios, um deles era o polindmio
[xl, T2, xg] e o outro estava relacionado com o fato do corpo ser finito: xlfq — x’f.

Koshlukov (2001,[30]) descreveu uma base para as identidades (base com-
posta de quatro identidades) de Ms(K) quando K ¢é um corpo infinito de
charK > 2. Quando K é um corpo infinito de charK = 2, a descricao de
T(M>(K)) ainda é uma questao néo resolvida. Ainda néo se sabe, se T'(M(K))
admite, ou nado, uma base finita.

Outro fato que merece consideragao é sobre T(M,(K)) quando n > 3.
Pelo resultado de Kemer, que demonstrou a conjectura de Specht, sabe-se que
T (M, (K)) admite uma base finita quando K é um corpo de charK = 0. En-
tretanto, mesmo com as técnicas atuais, ainda nao é possivel descrever comple-
tamente as identidades de M, (K).
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Uma K-algebra A é dita G-graduada quando existem K-submdédulos
{Agy}geq, tais que:

1) Cada A, é um K-médulo com as operagdes induzidas de A;

)
2) A= deG Ag;
)
)

3) Se |G| > 1, A N (X geq—ny Ag) = {0} para todo h € G;
4) Ay.Ap C Ay para quaisquer g, h € G.

Quando as propriedades 1),2) e 3) sdo satisfeitas, escrevemos A = P 5 Ay-
A decomposigao (Ay)gec € dita uma G-graduacao em A. Esta graduacao é cha-
mada trivial quando A, = A. Um elemento a € A é dito homogéneo quando
a € UgeG Ag. Quando a # 0 € Ay, dizemos que a é um elemento homogéneo
de G-grau g; notaremos o G-grau de a por a(a) = ¢g. Um ideal bilateral (repec-
tivamente K-submddulo) I é chamado um ideal bilateral G-graduado (respec-
tivamente K-médulo G-graduado) quando I = @geq (I N Ay).

O suporte de A, com respeito a G-graduacao {A,}geq, ¢ 0 seguinte subcon-
junto de G:

Suppc(A) = {g € G|A, # {0}}.

Consideremos uma familia {X,|g € G} de conjuntos enumeraveis dois a
dois disjuntos e X = UgeG Xgy. Uma varidvel z € X, é definida como tendo
G-grau g, o G-grau de 1 é definido por e e o G-grau de um monémio m =
Xy ... x; 6 definido por a(m) = a(z;,)..... a(x;,). Deste modo, K(X) é uma
algebra G-graduada. Um endomorfismo ¢ de K(X) é chamado G-graduado
(ou simplesmente graduado) quando ¢(K(X),) C K(X), para todo g € G.
Um ideal bilateral graduado (repectivamente um K-submddulo) I ¢ K(X) é
chamado um Tg-ideal (respectivamente um Tg-espago) quando ¢(I) C I para
todo endomorfismo G-graduado ¢ de K(X). Um polindmio f(x1,...,%m) €
dito uma identidade G-graduada de A quando f(ai,...,a,) = 0 para todo
a; € Ay@,),t = 1,...,m. Um polinémio f(x1,...,2,) é dito um polinémio
central de A quando o seu termo independente é nulo e [f, Znt1] (Tp41 € X) é
uma identidade G-graduada dessa.

O conjunto das identidades (respectivamente polindmios centrais) de A serd
denotado por T¢(A) (respectivamente Ci(A)). Como no caso ordindrio, nao é
dificil ver que Tz(A) (respectivamente Cg(A)) é um Tg-ideal (respectivamente
um 7T;-espago).

Sejam G um grupo e g = (¢1,-..,9n) € G™ uma n-upla de elementos de G.
Uma graduacao em M, (K) é dita elementar quando existe uma n-upla g, tal
que para quaisquer ¢,j € {1,...,n}, a matriz E;; € (Mn(K))gi—lgj (neste caso,
dizemos que M, (K) estd equipada com a graduagao elementar induzida por g).
Além disto, nesta situagdo, M, (K). coincide com a subdlgebra das matrizes
diagonais se, e somente se, os elementos de g sao distintos.

Dois exemplos importantes deste tipo de graduagao sao:

o Z,-graduagao candnica de M, (K): G=Z, eg=(1,...,n);
o Z-graduacao canoénica de M, (K): G=Zeg=(1,...,n).
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Nesta introdugao, M, (K) estard graduada por Z, ou Z,, apenas de modo
canonico.

Di Vincenzo (1992,[14]) descreveu as identidades Zs-graduadas das matrizes
Ms(K) quando K é um corpo de caracteristica zero. Anos mais tarde, no final da
década de 1990, Vasilovsky descreveu as identidades Z-graduadas (1998,[41]) e
Zn-graduadas (1999,[40]) de M,,(K). Drensky e Bahturin (2002,[4]) estenderam
o resultado de Vasilovsky para o caso em que M, (K) estd munida de uma
graduacdo elementar induzida por g (na situagdo em que os seus termos sao
distintos). Esses trés tltimos trabalhos sdo inovadores, pois sdo vélidos para
matrizes quadradas de ordem arbitraria e nao simplesmente para matrizes dois
por dois.

Sérgio Azevedo (2003,[2],[3]) apresentou dois trabalhos estendendo os resul-
tados de Vasilovsky ([40],[41]) e Diogo Silva (2013,[38]) os resultados de Drensky
e Bahturin quando K é corpo infinito. Uma ferramenta importante, utilizada
por Sérgio e Diogo nos seus trabalhos, foi a dlgebra das matrizes genéricas. O
modelo genérico proposto por Diogo serd visto na primeira metade deste traba-
lho.

Em 1957, Kaplansky ([27]) apresentou uma série de problemas em teoria
dos anéis. Um desses problemas era sobre a existéncia de polindmios centrais
nao triviais para M, (K) quando n > 3 e K é um corpo. As duas primeiras
respostas afirmativas a esta pergunta foram dadas por Formanek (1972, [21]) e
Razmyslov (1973, [35]).

Outro problema interessante é a descri¢ao dos polinémios centrais de M,, (K).
Okhitin (1988, [33]) descreveu os polinémios centrais de My(K) quando K é
um corpo de caracteristica zero. Colombo e Koshlukov (2004, [12]) estenderam,
parcialmente, o resultado de Okhitin [33] para corpos infinitos de charK # 2.

Com relagao aos polinémios centrais graduados de M,,(K), a principal con-
tribuigao foi dada por Brandao Janior (2008, [8]), que descreveu os polinémios
centrais Z-graduados de M, (K) quando K é um corpo infinito, os polinémios
centrais Z,-graduados de M,(K), quando charK = p > 2 e os polindémios cen-
trais Z,-graduados de M, (K) quando charK { n.

Recentemente, Aljadeff e Karasik (2013, [1]) descreveram os polinémios cen-
trais G-graduados de M, (K) (G um grupo de ordem n e K um corpo de carac-
teristica zero) quando ela estd munida de uma graduagao elementar cuja com-
ponente neutra coincide com a subdlgebra das matrizes diagonais. De forma in-
dependente, Fonseca (2013, [20]) descreveu os polinémios centrais G-graduados
de M,,(K) (K um corpo de caracteristica zero) na mesma situagao anterior, mas
com G arbitrério.

Brandao Junior e et alli (2009, [7]) seguiram outra andlise no trabalho de-
les; 14 foram descritos as identidades e os polinémios centrais Zs-graduados de
M>5(K) quando K é um dominio de integridade infinito. Este trabalho motivou
uma pergunta interessante: seria possivel estender os resultados de Vasilovsky,
Drensky, Bahturin e Brandao Junior para um dominio de integridade infinito?

Seja K um corpo de charK # 2. E conhecido que uma K-dlgebra A admite
uma Zs-graduacao nao trivial se, e somente se, existe uma automorfismo de A
de ordem 2.

Consideremos os seguintes automorfismos de E de ordem 2:

¢01E—>E
e;— —e,t=1,2....n,...
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G : B — F
e; — e, se i é par
e; — —e;, se i é impar

61'*—)761',2‘:1,...,]%‘
6i0—>€i,7;:]€+1,...,

¢k:E—>E
61*—)61‘71':17...,]{3
61'*—>7€Z',’L':k+1,...,

Cada um desses quatro automorfismos induz uma Zs,-graduagao nao trivial
em E:

e Induzida por ¢g: Ecqn. Nessa graduagao, {e1,...,en,...} C (Eean)i;

e Induzida por ¢doo: Foo. Nessa graduagao, {ea,...,€2,,...} C (Ex)o €
{61, €3, ..., 11y } C (Eoo)l;

e Induzida por ¢y+: Ej+. Nessa graduagao, {e1,...,ex} C (Eg+)1 €
{€rt1,€rn42,-..5} C (Er=)o;

e Induzida por ¢y: Ej. Nessa graduagdo, {e1,...,ex} C (Fg)o €
{€k+17 ek:+27 ceey } - (Ek)l

Nos ultimos quinze anos, houve importantes trabalhos descrevendo as iden-
tidades graduadas da algebra de Grassmann.

Giambruno, Mishchenko e Zaicev (2001,[22]) descreveram as identidades Zo-
graduadas de E (sobre um corpo de caracteristica zero) munida da graduagao
induzida por ¢g. Anos mais tarde, Di Vincenzo e da Silva (2009,[13]) descreve-
ram as identidades Zs-graduadas de E (sobre um corpo de caracteristica zero)
quando ela estd munida de uma graduagao induzida por ¢, ou por ¢, ou por
Pr -

Centrone (2011,[10]) descreveu as identidades Zq-graduadas de E, sobre um
corpo infinito K de charK = p > 2, com uma graduagao induzida por ¢g, ou
Poo, OU D=, OU P

Até o trabalho de Centrone, nada foi feito no sentido de descrever as identi-
dades Zs-graduadas de E quando ela esta sobre um corpo finito K de charK =
p> 2.

Nos trabalhos de Centrone [10] e da Silva-Di Vincenzo [13], a hipdtese do
corpo ser infinito é importante. Quando K ¢ infinito, é conhecido o seguinte
resultado: se A é uma &lgebra unitdria Zs-graduada sobre K, entao T»(A) é con-
sequéncia de seus polinémios Y-préprios. Esses polinomios foram usados nos
trabalhos deles para descrever as identidades graduadas da algebra de Grass-
mann.

Esta tese estd dividida em duas partes: a primeira parte é formada pelos
resultados sobre algebras matriciais e a segunda parte pelo resultado sobre a
algebra de Grassmann. O artigo com os resultados da primeira parte foi sub-
metido & revista Communications in Algebra [18] e da segunda parte a revista
Finite Fields and their Applications [19].

Abaixo, serd listado os resultados referentes & primeira parte.
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Teorema 2.27. Seja K um dominio de integridade infinito. As identidades Z-
graduadas de M, (K) (M, (K) equipada com sua Z-graduacdo candnica) seqguem
de:

® 1Ty — X2l quando a(z1) = a(xs) = 0;
® I1ToT3 — T3ToLq quando alzr) = a(zg) = —a(xs) #0;
1 quando la(z1)] > n.

Teorema 2.29. Seja K um dominio de integridade infinito. As identidades
polinomiais Zy,-graduadas de M, (K) (M,(K) equipada com sua Z,-gradua¢io
candnica) seqguem de:

® 1Ty — T2 quando a(zy) = a(zg) = 0;

® T1ToT3 — T3T2T1 quando a(zy) = a(zs) = —a(zs) £ 0.

Definicao. Sejam K um dominio de integridade infinito, G um grupo e g =
(91,---,9n) € G™ uma n-upla de elementos distintos de G. Consideremos
M, (K) munida da graduacao elementar induzida por g. Um mondémio m =
Xy . 2y € K(X) € dito do Tipo 1 quando o G-grau de qualquer uma das suas
subpalavras é um elemento de Suppe(Mn(K)).

No préximo teorema, tem-se: s = [Suppc(Mn(K))|. A representa o nimero
[s + (s + DZioi (s = 1)) + 1.

Teorema 2.38. Sejam K um dominio de integridade infinito, G um grupo
arbitrdario e § = (g1,...,9n) € G™ uma n-upla de elementos distintos de G.
Consideremos M, (K) equipada da graduagdo elementar induzida por g. As
identidades graduadas de M, (K) sequem de:

o I1Ty — Taly quando a(x1) = axs
® I1ToT3 — T3ToX1 quando alr) =«
o quando M, (K)a(zr) = {0};

e [dentidades monomiais multilineares do Tipo 1 cujo grau é menor ou igual a\.

Veja, agora, algumas informagoes técnicas.

Definicao. Uma sequéncia (y1,...,7n) de elementos de Z, é chamada uma
sequéncia completa quando as sequintes condicoes sao satisfeitas:

T =0;

{71/71 +’72,...7fyl+..._|_,yn}:Zn.
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O conceito de sequéncia completa foi introduzido por Brandao Jinior em
sua tese de doutorado (defini¢ao 3.2, pagina 40, de [9]).

Definigao. Sejam p > 2 um nimero primo el € ]ﬁ Denotamos por Vi o
conjunto formado pelos sequintes monémios:

.. 2l em que {a(z1), -+, a(x)} C Zy — {0}.
Seja p = 2. Denotamos por Vi o conjunto formado pelos monémios x3 e x2z3,

em que a(x1) = a(xg) = 1.

Teorema 2.64. Sejam K um dominio de integridade infinito e p um niumero
primo. Os polindmios centrais Zy-graduados de M, (K) (My(K) equipada com
sua Zp-graduacdo candnica) seqguem de:

o 21 (129 — 21 )20 quando alzy) =
o 21 (z129w3 — T3T2X1 )20 quando a(zy) =

e Os monomios do conjunto Vi;

° Z To(1) - To(p), em que (a(z1),...,a(zy)) € uma sequéncia completa de Zy.
o€H,

Além disso, 21,20 € J;cp Xi.
P

Teorema 2.68. Seja K um dominio de integridade infinito. Os polinémios cen-
trais Z-graduados de M, (K) (M, (K) equipada com sua Z-graduagao candnica)
sequem de:

o 21 (T122 — T271) 22 quando afz)) = a(z) = 0;
o 21(z122x3 — T3L21) %2 quando a(z1) = a(xs) = —a(xy) # 0;
o z1(x1)20 quando la(z1)] > n;
® Z To(1) - To(n), em que (a(x1),...,a(xy,)) € uma sequéncia completa de Zy,.

oceH,

Além disso, 21,22 € J;cy Xi- No dltimo polinomio listado acima, assumimos
que |a(z;)| < n para todo i € .

Na segunda parte desta tese, serao apresentados os seguintes teoremas refe-
rentes a algebra de Grassmann.

Para simplificar, Y = {y1,...,Yn,... } denotard as varidveis pares e Z =
{z1,...,2n,...} denotard as varidveis impares.

Teorema 3.34. Seja K um corpo finito de charK = p > 2 com |K| = ¢
elementos. As identidades Zs-graduadas de E (com graduagao induzida por ¢g)
sequem de:
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1, Y2), (Y1, 22, 2122 + 2021 € yfq - yf-

Teorema 3.35. Seja K um corpo finito de charK = p > 2 com |K| = ¢
elementos. As identidades Zo-graduadas de E (com graduagio induzida por
Do) sSeguem de:

D Dq D
[$1,$2’$3]7751 ey — Y-

Teorema 3.41. Seja K um corpo de charK =p > 2 e com |K| = q elementos.

As identidades Zs-graduadas de E (com graduagdo induzida por ¢i-) sequem
de:

p ., Pq p
[T1, T2, X3], 21 - .- Zh41, 21 €Y" — Y1 -

Sejam T = (i1,...,4) e T = (j1,...,j:) duas sequéncias estritamente cres-
centes,tais que t é par, [+t = m, e m = {i1,...,4,J1,...,Jt}. Considere os
polinémios: fr(z1,...,2m) = Ziy - - 2i,[Zj1s Zja) - - - [Zje_1s % ); Gm(Z15- -y 2m) =

el

> (=2)77 fr(z,...,2m) pParam > 2 e g1(z) = 2.
|T| é par

Teorema 3.59. Seja K um corpo de charK = p > 2 com |K| = q elementos.
As identidades Zo-graduadas de E (com graduagdo induzida por ¢y ) sequem de:

e [y1,v2] ... Yk, Yk+1] quando k é impar;

o [y1,92] - [Yr—1, U] [Yk+1, 2] quando k € par e x € X —{y1,...,Yrt1};

L4 [(ﬂl,.’EQ,CL’g],’

® gi—i+2(21,. -y Zk—1+2)[Y1,92] - - - [Yi—1,y1] quando 0 < I < k el é um
niumero par;

® gr—1+2(21, s 2k—112) [Ze—143, Y1][y2, y3] - - [vi—1, wi] quando 1 <1<k el
€ um numero impar ;

o [gr—1+2(21,- -y 2k—142),Y1] - - - [Yi—1,y1] quando 1 <1 <k el é um nimero
impar;

[ ] Zf ;

o 1" -yl



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns fatos conhecidos de médulos e algebras,
identidades e identidades graduadas.

Assumiremos que sao conhecidos fatos bésicos de dlgebra linear (defini¢ao
de espaco vetorial, definicao de base de um espago vetorial e dimensao de espaco
vetorial; veja por exemplo [25] e [26]); de teoria dos anéis (definigdo e propri-
edades bésicas de um anel, subanel, dominio de integridade e corpo, anel de
polindmios em uma indeterminada e com coeficientes em um anel, ideal de um
anel e anel quociente, corpo de fracoes de um dominio de integridade e corpos
finitos); teoria dos grupos (definigdo e propriedades bésicas de um grupo, sub-
grupo, grupo abeliano, conceito de grupo simétrico e de grupo abeliano livre)
[veja por exemplo [25] e [26]].

Ao longo deste texto, K serd um dominio de integridade e 1x (ou 1) o
seu elemento neutro multiplicativo, G um grupo e e o seu elemento neutro.
A cardinalidade de um conjunto S serd simbolizada por |S|. Denotaremos a
algebra das matrizes n x n sobre K por M, (K) e por E;; € M,(K) a matriz
bésica cuja entrada na posicdo (ij) é 1 e as entradas nas demais sdo nulas.

Denotaremos o conjunto dos inteiros nao negativos por N, n = {1,...,n} e o
anel dos polinémios (com coeficientes em K') nas indeterminadas 1, ..., Z,, por
Kz, ..., Zm].

1.1 K-moddulos e K-algebras

Definicao 1.1. Um grupo abeliano M ¢é dito um K-modulo a esquerda quando
existe uma aplicagao:

w: K xM—M
(k,m) — k.m

que goza das sequintes propriedades para todos ky,ke € K e m,my,mo € M :

(k‘l -+ kg)m = kl.m + k2.m;

kl.(ml + mg) =ki.mq + k1.mo;

kl.kg(ml) = kl.(l{ig.m1>,’

o lx.m=m.
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Daqui para frente, o termo K-médulo denominara um K-médulo a esquerda.

Definicao 1.2. Sejam M um K-mddulo e S C M um conjunto nao vazio. O
K-mdédulo gerado por S é definido como:

spang{S} = {kymi + - + knmylki, ..., k, € K;mq,...,m, € S}

Definicao 1.3. Uma K-dlgebra (linear) A é um K-mddulo provido de uma
multiplicacao . : A X A — A com as sequintes propriedades:

o A terna (A, +,.) é um anel;
e a(x.y) = (ax)y = x(ay) para quaisquer a € K e x,y € A.

Dizemos que um K-mddulo S C A é uma subdlgebra quando (S,+,.) é uma
K-dlgebra. Um K-mddulo I C A é dito um ideal (bilateral) quando I é uma
subdlgebra e a.x,x.a € I para quaisquer a € A e x € I. A ¢é dita unitdria
(respectivamente comutativa ou associativa) quando (A, +,.) é um anel unitdrio
(respectivamente um anel comutativo ou um anel associativo).

z

Definicao 1.4. Seja A uma K-dlgebra. Dizemos que B = {b|l € I} C A ¢
uma base linear para A (como K-mddulo) quando as seguintes condi¢des sdo
satisfeitas:

1) A = spang{B};

2) Para qualquer {b;,, ..., b, } C B, 375, Ni;bi; = 0 implicar que Ni, = ... =
i, = 0.

Tais K-mddulos sao denominados K-mddulos livres.

Definicao 1.5. Sejam A e B duas K-dlgebras. Uma aplicacio ¢ : A — B €
dita um homomorfismo (de K-dlgebras) quando:

o d(z+y) = ¢(z) + ¢(y) para quaisquer x,y € A;
o o(r.x) =ro(x) para quaisquer r € K e x € A;
o O(z.y) = ¢(x)o(y) para quaisquer x,y € A;

e Caso A e B sejam K -dlgebras unitdrias, adicionamos a condigdo ¢p(14,) =
1a,.

Observagao 1.6. Quando A = B, dizemos que ¢ é um endomorfismo de A.
Um endomorfismo bijetivo de A € chamado automorfismo de A. Dizemos que
A e B sdo isomorfas quando existe um homomorfismo p: A — B bijetivo.

Um exemplo de homomorfismo é a projecdo candnica de Z em Z,,:
w:l — Ly
ar—a, em que a ¢ o resto da divisao de a por n

Nesta tese, a menos que se diga algo ao contrario, todas as algebras associ-
ativas serao unitarias.
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Exemplo 1.7 (Algebra associativa livre e comutadores).

Seja X = {x1,...,%n,...} um conjunto enumerdvel de varidveis. A dlgebra
de polinomios nas varidveis associativas (nao comutativas) de X (a qual deno-
tamos por K(X)) é denominada de dlgebra associativa livre (livremente gerada
por X ). Esta dlgebra possui a sequinte propriedade universal: para toda K-
dlgebra associativa B, qualquer aplicacao o : X — B pode ser estendida a um
dnico homomorfismo @ : K(X) — B.

Denotaremos por Comut(X) := {[zs, - ,x5,] :n > 2, x5, € X}

Dizemos que f € K(X) é um polinémio com termo independente nulo
quando f(0) = 0.

Definicao 1.8. Um polinomio f(x1,...,x,) € K(X) (com termo independente
nulo) é dito multi-homogéneo quando cada uma das suas varidveis aparece o
mesmo niumero de vezes em todos os seus mondmios. Dizemos que f (com
termo independente nulo) é um polindmio multilinear quando cada uma das
suas varidveis aparece uma unica vez em todos 0s seus monomios.

Definigao 1.9. Sejam A um K-dlgebra e S C A um subconjunto nao vazio.
A subdlgebra gerada por S (denotamos por (S)) é o K-mddulo gerado pelos
elementos da forma:

((((asy-0iy)-Gig) - - )i, ), €M qUE 4y s ... 05, €S en>1.

Exemplo 1.10 (Algebra de Grassmann de dimensao infinita). Sejam K um
corpo de charK # 2 e V um K-espago vetorial com base {e1,...,en,...}. A
dalgebra de Grassmann de dimensao infinita (unitdria) gerada por {ey, ... en, ...}
€ definida por:

E:=(1g,e1,...,6n,...|e;e; = —€je;).

O conjunto B={e;,..... i i1 < -+ <ig;k >0} € uma base linear para E.
A dlgebra de Grassmann de dimensao infinita (nao unitdria) é definida por:

F* = <€17 B M |€i€j = _€j€i>-

Definicao 1.11. Seja K um corpo. Uma K-dlgebra linear (A,+,.) é dita uma
algebra de Lie quando as sequintes propriedades sao satisfeitas para quaisquer
a,b,c€ A:

o (Anticomutatividade) a.a = 0;
e (Identidade de Jacobi) (a.b).c + (b.c).a + (c.a).b = 0.

Exemplo 1.12. Sejam K um corpo e (A,+,.) uma K-dlgebra associativa. A
dlgebra linear (A), 4,[,]) com a operagdo:

[a,b] := a.b —b.a para todos a,b € A
€ uma dlgebra de Lie. Denominamo-la como dlgebra de Lie associada a A.

Exemplo 1.13. Sejam K um corpo e X = {x1,2Z2,...,Zp,... } um conjunto
enumerdvel de varidveis. A dlgebra de Lie Lx(X) D X chama-se dlgebra de
Lie livre, com conjunto de geradores livres X, se para cada dlgebra de Lie L,
qualquer aplicacao o : X — L pode ser estendida a um unico homomorfismo
a:Lg(X)— L.
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Definigao 1.14. Sejam K um corpo e L uma K-dlgebra de Lie. Dizemos
que A7) € uma envolvente de L quando existe um homomorfismo injetivo ¢
L — A). Uma dlgebra associativa U(L) é chamada uma envolvente universal
de L quando U(L)(_) € uma dlgebra envolvente de L e a seguinte propriedade
universal € satisfeita: para toda dlgebra associativa B, qualquer homomorfismo
de dlgebras de Lie ¢ : L — B pode ser estendido a um dnico homomorfismo
de dlgebras associativas ¢ : U(L) — B.

Teorema 1.15 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt). Seja K um corpo. Toda
K-dlgebra de Lie (L,+,%) com uma base ordenada {e;|i € I} possui uma
envolvente universal (a qual é dnica a menos de isomorfismo). Além disso,
B:={e;y...eilin < <lipyir € [Lk=0,1,2,...} € uma base para U(L).

Demonstracdo. Para uma demonstracao, citamos, por exemplo, Teorema 1.3.2,
paginas 11-14, de [16]. O

Teorema 1.16 (Teorema de Witt). Seja K um corpo. A subdlgebra L(X)
gerada por X C K(X)(7) éisomorfa a Ly (X). Além disso, U(L(X)) = K(X).

Demonstra¢ao. Para uma demonstracao, citamos, por exemplo, Teorema 1.3.5,
pégina 14, de [16]. O

1.2 Algebras graduadas

Dizemos que uma K-algebra A é G-graduada quando existem subconjuntos
A a, tais que:
{Ag}ge q

1) Cada A, é um K-médulo com as operagdes induzidas de A;

A= dec Ag;

)

2)

3) Se |G| > 1, A N (X geq—ny Ag) = {0} para todo h € G;
)

4) Ay .Ap C Agp para quaisquer g, h € G.

Quando as condicdes 1),2) e 3) sdo satisfeitas, escrevemos A = @ s Ay
Dizemos que {Ay}gece forma uma G-graduacao em A. A G-graduacao {Ag}gecq
¢ trivial quando A, = A. Um elemento a € Uyseg A, é chamado de homogéneo.
Quando a # 0 € A, dizemos que ele é um elemento homogéneo de G-grau g e
denotamos o seu G-grau por a(a) = g. Uma subdlgebra (respectivamente um
ideal) B C A é G-graduada quando B = P (A4, N B).

Um homomorfismo entre duas algebras G-graduadas ¢ : A — B é chamado
G-graduado quando ¢(A,) C B, para todo g € G.

Fixemos uma G-graduacdo em A. O suporte de A, com respeito a esta
G-graduagéo, e o qual denotamos por Suppg(A), é o seguinte subconjunto de

G:

Suppc(A) := {g € G|A, # {0}}.
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1.2.1 Algebra de matrizes e graduagoes elementares

A dlgebra de matrizes M, (K) pode ser graduada por Z, (Z,-graduagio
canodnica) e por Z (Z-graduagao candnica) como segue:

(M, (K)); := spang{E;;|j —i =1}

(M (K)) =: spang{E;;|j —i =1} quando [l| <mn;
(M, (K)); :== {0} quando || > n.

Definicao 1.17. Uma G-graduagao em M, (K) € dita elementar quando eziste
uma n-upla § = (g1,...,9m) € G™, tal que para quaisquer i,5 € {1,...,n}, a
matriz E;j € (M, (K))gflgj' Neste caso, dizemos que M, (K) estd equipada com
a graduacao elementar induzida por g.

Quando M, (K) estd equipada com a graduagao induzida por uma n-upla g =
(915, 9n), Mp(K), = spang{E11,...,Enn} (M,(K), coincide a subélgebra
das matrizes diagonais) se, e somente se, g tem elementos distintos.

Notemos que a Z-graduagao canoénica (respectivamente a Z,-graduagao
canonica) é a graduacdo elementar induzida por (1,...,n) (respectivamente a
graduagao elementar induzida por (1,...,7)).

Nesta tese, consideraremos (apenas) M, (K) equipada com a graduagéio ele-
mentar induzida por g = (g1, ..., g,) € G", em que g é uma n-upla de elementos
distintos de G. Além disto, M, (K) serd graduada por Z e por Z, somente do
modo canonico.

1.2.2 Algebra de Grassmann e Zs-graduacgoes

Nesta segao, descreveremos as Zo-graduagdes (nao trivial) de E (a menos
de isomorfismo Zs-graduado) na situacao em que {ei,...,en,... } ¢ homogéneo
com relagao a ela.

Lema 1.18. Seja K um corpo de charK # 2. Uma dlgebra A possui uma
Zo-graduagao nao trivial se, e so se, existe um automorfismo de A de ordem 2.

Demonstracdo. Inicialmente, suponhamos que exista um automorfismo de A
de ordem 2. Consideremos, entao, um automorfismo ¢ : A — A de ordem
2. Percebamos que a = 271(a + ¢(a)) + 27 (a — ¢(a)) e {a € A]27(a +
#(a)) = 27Ya — ¢(a))} = {0}. Sendo assim, nao ¢ dificil verificarmos que
({27 a+ ¢(a))|a € A}, {27 (a — ¢(a))|a € A}) é uma Zy-graduagio nao trivial
em A.

Por outro lado, suponhamos que A possua uma Zs-graduacgao nao trivial
(Ap, A1). Afirmamos, entdo, que a aplicagao:

p:A— A

ag +ay — ag — aj

é um automorfismo de A de ordem 2. De fato, notemos que ¢ tem ordem 2.
Além disso, ¢ é bijetiva, pois ¢(ag — a1) = ag + a1 e Ag N Ay = {0}. O

Apresentaremos, agora, quatro automorfismos de ordem 2 de E:

¢()2E—>E
e;— —e,it=12....n,...
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G0 : B — F
e; — e, se i é par
e; — —e;, se i é impar

tp- : E— E
ei——ei=1,...,k
ei—ent=k+1,...,

b E— E
e;—ent=1,...,k
ei— —eni=k+1,...,

Cada um desses quatro automorfismos induz uma Zs-graduagao nao trivial
em F:

e Induzida por ¢g: Ecqn ou (Ep). Nessa graduagdo, V C (Eean)i;

e Induzida por ¢oo: Foo. Nessa graduacgio, {es,...,€2,,...} C (Ex)o €
{61363; s €on41y - } C (Eoo)la

e Induzida por ¢p«: Ej~. Nessa graduacdo, {e1,...,ex} C (Ep+)1 €
{ek+17 €k42,-- -, } C (Ek* )0;

e Induzida por ¢y: Ej. Nessa graduacao, {e1,...,ex} C (Ex)o €
{ers1,ert2,---,} C (Er)1-

Nesta tese, a algebra de Grassmann estarda munida de uma Zs-graduagao
induzida por um dos quatro automorfismos citados.

1.3 Identidades polinomiais e polindmios cen-
trais

Definicao 1.19. Um polinémio f(z1,...,x,) € K(X) é chamado uma identi-
dade polinomial (ordindria) de uma K -dlgebra A quando:

flay,...,a,) =0 para quaisquer ay,...,a, € A.
Sao exemplos de dlgebras com identidades polinomiais:
e Uma K-dlgebra comutativa, pois satisfaz a identidade x1x2 — x2x1;

e Um corpo finito K com ¢ elementos, pois satisfaz a identidade ¥ — z1;

A 4lgebra de Grassmann, pois satisfaz o polinémio [x1, xa, Z3];

A dlgebra My (K), pois satisfaz o polinomio [[z1, z2]?, x3].

Defini¢ao 1.20. Um ideal I C K(X) é dito um T-ideal quando ¢(I) C I para
todo ¢ € End(K(X)).

Definicao 1.21. Seja S = {f;,i € J} C K(X) (J é um conjunto de indices)
nao vazio. O T-ideal gerado por S é definido por:

(S)r = spanx{go(fi)h|p € End(K(X)); fi € S;9,h € K(X)}.
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Dizemos que g é uma consequéncia (ou que seque) de S quando g € (S).

Denotamos o conjunto das identidades de uma K-dlgebra A por T'(A). No-
temos que T'(A) é um T-ideal.

Definicao 1.22. Um polinémio f(x1,...,z,) € K(X) (com termo indepen-
dente nulo) é chamado wm polinémio central (ordindrio) de uma K -dlgebra A
quando:

frni1 —xpi1 f € T(A).

O conjunto formado pelos polindmios centrais de A é denotado por C(A). Di-
zemos que f € C(A) é um polinémio central ndo trivial de A quando f ¢ T(A).

Vejamos alguns exemplos.

e x; é um polinémio central de uma algebra comutativa;
e [x1,22]? é um polindémio central ndo trivial de My (K);
e [21,x3] é um polindémio central nao trivial de E.

Dada uma K-algebra A, nao é dificil ver que C(A4) é um K-médulo fechado
sob todos os endomorfismos de K(X).

Definicao 1.23. Os K-mddulos de K{X) fechados sob todos os endomorfismos
sao denominados de T-espagos. O T-espago gerado por S ={f;,i € J} C K(X)
(J é um conjunto de indices) é definido por:

(S)T = spanx{6(fi)l¢ € End(K(X)); fi € S}.

Dizemos que g é uma consequéncia (ou que seque) de S quando g € (S)T.

Como podemos notar, se A é uma K-dlgebra, entao C'(A) é T-espago. Além
disso, nao é dificil verificarmos que C(A) é uma subélgebra.
Existam exemplos de T-espagos que nao subédlgebras (veja Exemplo 1.45, de

[9))-

1.4 Identidades polinomiais graduadas e polino-
mios centrais graduados

Sejam G um grupo, X, = {zf,...,29,...} (g€ G)e X = UgeGXg uma
colecao de varidveis associativas, tais que XyN X, = {} quando g # h. Dizemos
que z € X tem G-grau g quando € X,. Definimos o G-grau de 1 por e e de
um mondmio m = x;, ...x;, por a(m) := alx;)...a(x;, ). Com isto, temos

que K(X) é uma K-élgebra G-graduada cujas componentes homogéneas sao:
K(X)4 = spang{m ¢é um monémio de K(X);a(m)=g}seg#e
K({X). := spang{m é um monoémio de K(X);a(m) = e} + spang{1}.

Um endomorfismo ¢ de K(X) é chamado G-graduado quando ¢(K(X),)
estd contido em K (X), para todo g € G.
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Definigao 1.24. Seja A uma K -dlgebra G-graduada. Um polinémio G-graduado
flx1,...,x,) € dito uma identidade G-graduada de A quando:

flai,...,a,) =0 para quaisquer ay € Ay(z,);---,an € A

a(xzn) -

Notemos que se A é uma algebra G-graduada, entao o conjunto das iden-
tidades polinomiais graduadas de A (respectivamente polindmios centrais G-
graduados de A), o qual denotamos por Tg(A) (respectivamente Cg(A)), é
um ideal graduado (respectivamente K-submdédulo) fechado sob todos os endo-
morfismos graduados de K(X). Ideais graduados de K(X) (respectivamente
K-submédulos de K (X)) fechado sob todos os endomorfismos graduados de
K({X) sao denominados de Tg-ideais (respectivamente Tg-espagos). Tg-ideais
ou Tg-espagos gerados por um conjunto de polinémios graduados S = {f;,i €
J} C K(X), em que J é um conjunto de indices sdo definidos de modo analogo
aqueles apresentados na ultima secdo. A tunica alteracdo é que, neste caso,
iremos substituir endomorfismos por endomorfismos graduados.

Definigao 1.25. Seja A uma K -dlgebra G-graduada. Um polinémio G-graduado
flz1,...,2n) (com termo independente nulo) € dito um polinémio central G-
graduado de A quando:

frns1 — xni1f € Te(A), xp41 € X.
Exemplo 1.26. Sdo exemplos de identidades Zo-graduadas de My(K):
X129 — Tawy quando a(xy) = a(xg) = 0;
T1Taxs = T3xox1 quando a(xr) = a(z) = a(zs) = 1.

Jd os polinémios x2, 2323, com a(x1) = a(xy) = 1, sdo polinémios centrais

Zo-graduados (nao triviais) de My(K).

Exemplo 1.27. Sao ezemplos de identidades Zo-graduadas da dlgebra de Gras-
smann (com graduacao induzida por ¢g):

T1T9 — xow1 quando a(xy) = a(xg) = 0;
X129 — Tawy quando axy) =1 alxs) =0;
X129 + Towy quando alxy) = a(zg) = 1.
O polinémio x1, com a(x1) = 0, € um polindmio central nao trivial para Eeqp, .
Por ultimo, enunciaremos dois fatos bem conhecidos:

Proposigao 1.28. Sejam A uma K -dlgebra G-graduada com uma base linear B
(formada por elementos homogéneos) e f(x1,...,T,) um polinémio multilinear.
Entao f € Ta(A) se, e somente se,

f(a1,...,a,) =0 para quaisquer ay € Ag@y N B, ..., Agz,) N B.

Proposigao 1.29. Sejam A uma dlgebra G-graduada com uma base linear B
(formada por elementos homogéneos) e f(x1,...,x,) um polindmio multilinear.
Entao f € Ca(A) se, e somente se,

flay,...,;an).Gny1 — ang1.f(a1,...,a,) = 0 para quaisquer
a) € Aa(ml) NB,...,an € Aa(mn) NBeayt1 € (Ug Ag) NB.
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1.5 Matrizes genéricas

Nesta segao, K serd um dominio de integridade infinito fixo e Frac(K) o
seu corpo de fragoes.

Sejam Y, ;) = {yl,(p’q), Y2,(pyq) s+ + s Yn(poq)s - - - } um conjunto enumerdvel de
variaveis comutativas, ¥ = e M,(Q) a &lgebra de matrizes
sobre 1 = K[Y].

U(p7q)€ﬁ><ﬁ (p,9)

Defini¢ao 1.30. Uma matriz genérica de M, (Q) é um elemento do sequinte
tipo:

A= Z(p,q)eﬁxﬁ Yi(p.a) Epg: © € N—{0}.

A subdlgebra de M, (Q) (a qual denotamos por R) gerada pelas matrizes genéricas
€ denominada de dlgebra das matrizes genéricas.

Observagao 1.31. A dlgebra das matrizes genéricas goza da segquinte proprie-
dade universal: qualquer aplicagdo ¢ : Ui {4} = M, (K) pode ser estendida
a um dnico homomorfismo ¢ : R — M, (K).

Proposigao 1.32. Se f(z1,...,2m) € T(R), entio f € T(M,(K)).

Demonstragao. Sejam By, -+ , By, € M, (K). Provaremos que f(B1, -+ ,By) =
0. Para isto, consideremos a seguinte aplicagao:

¢ U2 {Ai} = M, (K)
AiHBi,izl,...,m
A= 0i=m+1,...

Pela propriedade universal da dlgebra das matrizes genéricas, ¢ pode ser
estendida a um tnico homomorfismo ¢ : R — M, (K). Dai, segue que 0 =
o(f(x1,...,2m)) = f(B1,...,By) como desejado. O

Lema 1.33. Se f(z1) € Klx1] um polindmio nao nulo, entio existe a; € K,
tal que f(aq) # 0.

Demonstracao. Por hipétese, K é um dominio de integridade infinito. Supo-
nhamos, por absurdo, que f(«) = 0 para todo o € K. Sendo assim, existe uma
sequéncia {«;} elementos de K distintos, tal que f se anula nela. Ora, vendo f
como um polindémio com coeficientes em Frac(K), terfamos que (z—a;) | f para
todo elemento da sequéncia {«;}, o que implica que f = 0; contradi¢ao. O

Mais geralmente, por um argumento indutivo no ntimero de variaveis de f,
temos:

Lema 1.34. Seja f(x1,...,2m) € K[21,..., 2] um polinémio ndo nulo. Exis-
tem aq, ..., € K, tais que faq,...,am) #0.

Exemplo 1.35. Notemos que, se K € um anel infinito arbitrdrio, podem ezistir
polinomios em uma indeterminada com infinitas raizes. Tomemos, por exemplo,
o anel infinito Zs[z] e o anel de polinémios Z4[x][y]. O polinémio y* tem uma

infinidade de raizes, das quais citamos: 2x,2x%,...,2z"™, . ...

Proposicao 1.36. Se f € T(M,(K)), entao f € T(R). Consequentemente
T(Mn(K)) = T(R).
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Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que exista um polindémio nas varidveis
Tiyeeos Tm f(T1, . 2m) € T(My(K)) —T(R). Desta forma, existirdo matrizes
genéricas Ay, ..., Ay, € R, tais que f(Aq,...,An) #0.

Isto implica que a matriz f(A41,...,4,,) tem uma posi¢ao (ij) cuja entrada
é ndo nula. Para simplificar, suponhamos que essa entrada seja g(y1, ..., Yr).
Com base no Lema 1.34, existem «q,...,q, € K, tais que g(a1,...,a,) # 0.

Desta forma, a partir de uma aplicagao conveniente ¢ : U2 {Ai} = M, (K),
temos que E;d(f(A1, ..., Am))E;; = g(oa, ..., a,).E;j # {0}
Ora, mas isto é uma contradigdo, pois f € T (M, (K)). O

Corolério 1.37. C(R) = C(M,(K)).

As Proposigoes 1.32 e 1.36 sao bem conhecidas. Um dos matematicos res-
ponséveis pela divulgagao da algebra das matrizes genéricas e de suas aplicagoes
foi o matematico italiano Claudio Procesi. Em seu livro intitulado Rings with
Polynomial Identities [32], podemos encontrar a demonstragao dessas duas pro-
posicoes e de outros fatos relacionados a Pl-teoria.
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Capitulo 2

Identidades Graduadas da
Algebra de Matrizes

2.1 O modelo genérico de Silva

Neste capitulo, K denotard um dominio de integridade infinito fixo. O nosso
propdsito nesta segao serd apresentar o modelo genérico de Silva que foi descrito
em [38].

Para cada h € G, seja Y, = {y,’fm\l < k < n;i > 1} uma familia enumerdvel
de varidveis comutativas e seja M, (Q) a dlgebra formada pelas matrizes n X n
sobre = K[Y], em que Y = |J, . Yn. Esta dlgebra pode, de modo similar
a M, (K), ser equipada a graduagdo elementar induzida por g = (g1,...,9n)-
Em outras palavras, M, (£2) (2 é um dominio de integridade infinito) estd equi-
pada com a graduacao elementar induzida por g quando F;; € Mn<Q)gi—1gj.
Denotaremos por Gy, o conjunto {g1,...,9n}.

Definigao 2.1. Seja h um elemento de G. O conjunto de todos os indices k € 1,

tais que gph € G,, € denotado por Ly. O indice determinado por Gk = grh €

; k
definido como s5.

Definicao 2.2. Seja h = (hy,...,hy) € G™. Definimos por Ly, (o conjunto de
todos indices associados com a m-upla (h,..., hy)) o subconjunto de i cujos
elementos satisfazem a propriedade:

grhi...h; € G, para todoi € m.

Associada a h, definimos, de forma indutiva, a sequéncia (s¥,.. .,sf;l_ﬂ)
(sequéncia associada a h determinada por k) por:

1)sk = k;
2)5{“:gs;c =grh1...h—1 VIie{2,....om+1}.

Uma matriz genérica de G-grau h é um elemento homogéneo de M, (£2) do
seguinte tipo:

h_ k
Al = ZkeLh yh,iEk,sg-
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A subélgebra G-graduada de M,,(Q2) gerada pelas matrizes genéricas é chamada
de algebra das matrizes genéricas. Denotaremos esta algebra por R.

Defini¢ao 2.3. Seja m = x;, ...z, € K(X). Denotamos por h(m) a l-upla
(a('xh)? ceey a('ril)) € Gl'

O préximo lema é um importante resultado computacional. Sua prova é uma
consequéncia imediata da tabua de multiplicagdo das matrizes elementares.

Lema 2.4. (Silva. Lema 3.5, de[38]) Se L € o conjunto dos indices associados
a g-upla (hi,...,hy) de G e s, = (sf,..., $Z+1) denota a sequéncia associada
a L determinada por k € L, entdo:
h h
Aill .. AZ.: — ZkeL wkEs’f,s’;+17
k sk

k
em que wy = y,* 52 a
q k= YnyinYnsis - thviq.

Definicao 2.5. Sejam f(x1,...,2,) um polindmio e as matrizes genéricas
A1 € Ro@y)s--An € Roa,)- Denotaremos por f(Ai,...,A,) o resultado
da substituicdo pelas matrizes genéricas correspondentes.

A prova do préximo lema é similar a da Proposicao 1.36.
Lema 2.6. Seja K um dominio de integridade infinito. Entao:
Ta(Mn(K)) = Ta(R).

Corolario 2.7. (Silva. Coroldrio 3.7, de [38]) Sejam my,ms € K(X) dois
mondmios, tais que h(my) = h(msg). FEntdo m; € Tg(M,(K)) se, e sd se,
ma € TG(Mn(K))

Demonstragdo. Por hip6tese, h(my) = h(ms). Logo, pelo Lema 2.4, segue que
my € Tg(R) se, e somente se, ma € T(R).
Aplicando o Lema 2.6, obtemos o resultado. [

Outra consequéncia imediata do Lema 2.6 é o seguinte lema:

Lema 2.8. Seja K um dominio de integridade infinito. Entio Ca(Mu(K)) é
igual a Ce(R).

Lema 2.9. Seja K um dominio de integridade infinito. Se f € Ta(M,(K)),
entao todas as componentes multi-homogéneas de [ pertencem a Ta(M,(K)).

Demonstragdo. Seja f(x1,...,Ty,) uma identidade G-graduada de M, (K). Es-
crevamos f como a soma de suas diferentes componentes multi-homogéneas:

l

f(xlwnﬂﬁm):Zfi($17.~~,$m)~ (2.1)

i=1

Podemos supor, sem perda de generalidade, que os monémios de cada po-
linémio f;(i =1,...,1) nao sdo identidades graduadas de M, (K).

Se [ =1, a prova é 6bvia. Suponhamos que [ > 2 e consideremos ki, ko € 1.

Suponhamos que, na posigao (p,q) € n X n, as matrizes fi, (A1,...,4,) e
feo(A1,..., Ap) tenham uma entrada ndo nula.
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Sejam f,if’q) = 2?:1 Ai M, f,gf’q) = Ziil ~;N; os polinémios que aparecem
na posi¢ao (p,q) de fi, e fr,, respectivamente. As letras gregas denotam ele-
mentos de K — {0} e as letras latinas sdo monoémios. Notemos que M; # N;

para todos i € I3 e j € ly. Deste fato, segue que f € Te(R) se, e s6 se,
fi € Ta(R) para todo i € l. Logo, todas as componentes multi-homogéneas de
f sdo identidades de M, (K). O

Adaptando a prova do Lema 2.9, podemos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 2.10. Seja f um polinémio central G-graduado de M, (K). Entao todas
as componentes multi-homogéneas de f sao elementos de Cq(M,(K)).

Uma importante consequéncia da prova do Lema 2.9 é a seguinte:

Lema 2.11. Sejam m(z1,...,2q) = @4, ... T, e n(x1,...,24) dois mondémios,
tais que as matrizes n(Ax, ..., Aq) e m(Ay, ..., Ay) tém, em alguma posicio, a
mesma entrada nao nula. Entdao:

€ um polinomio multi-homogéneo.

2.2 Algumas identidades graduadas de M, (K) e
monomios do Tipo 1

Algumas identidades graduadas de M, (K) serdo descritas no préximo lema.

Lema 2.12. Sejam K um dominio de integridade infinito, G um grupo e
7= (91,---,9n) € G™ uma n-upla de elementos distintos. Sao identidades
G-graduadas de M, (K):

T1Z9 — Tow1 quando a(xr) = alzs) = €; (2.2)

1203 — 23222 quando o(zy) = afxs) = (a(xz)) ! #e; (2.3)

x1 quando My (K)q(z,) = {0} (2.4)

Demonstragao. De acordo com a hipétese, (¢1,...,9n) € G™ é uma n-upla de

elementos distintos. Dessa forma, a componente neutra de M,,(K) corresponde a
subdlgebra das matrizes diagonais. Dai, concluimos que o polindémio xxo—x2x1,
em que a(x1) = a(ry) = e, é uma identidade polinomial graduada de M, (K).

Notemos que o segundo polinémio é multilinear. Assim, basta avalid-lo em
matrizes elementares. Suponhamos, sem perda de generalidade, que
Mn(K)a(ml)u Mn(K)a(zg) 7& {O} Sejam Ei1j1 € Mn(K)a(zl)7 Ei2j2 € Mn(K)a(zg)7
Eisj; € Mp(K)q(ay) € consideremos o produto E;, j, Ei,j, Eisj, -
Se Ei1j1Ei2j2Ei3j3 75 O, entao jl = iQ e jg = i3. Além diSSO7 Eilleizszisjs =
Ei j, € My(K)a(,). Por hipétese, a(z1) = a(z2)™! = afzs). Logo j» =
i1 = i3 e i = j3 porque M, (K). é a subdlgebra das matrizes diagonais.
Logo Eij,Ei,j,Eij, = Eij, = Eij Ei,j,Eij,. Suponhamos, agora, que
Ei j Ei,j,Ei,j, ¢ a matriz nula. Provaremos que Ej,j;, F;,;, F; j, também é
a matriz nula. Suponhamos, por contradigao, que o ultimo produto de matri-
zes elementares é nao nulo. Repetindo as ideias do ultimo caso, teriamos que
Ei j Eiyj, Bigjy = Eiyj, 0 que é uma contradigao.

A terceira identidade é imediata. O
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Notemos que a identidade zzxoz1 = 12273, a(x1) = a(x2) = alzs) = e, é
uma consequéncia de (2.2). Além disso, quando M, (K)a(z,) 0 My (K)a(ey) =
{0}, temos que essa identidade é consequéncia da terceira identidade listada
acima.

Defini¢ao 2.13. Denotaremos o Tg-ideal gerado pelas identidades (1), (2),(3)
por J e o Tg-ideal gerado pelas identidades (1), (2) por J;.

Quando n = 1, temos que as identidades de M;(K) = K seguem de z129 =
zox1 (a(z1) = a(zz) = e) e 2y = 0, Mi(K)qy(m,) = {0}. Desta forma, daqui
para frente, suporemos que n > 2.

)

Definicao 2.14. Seja m = x4, ... x;,. Um monomio G-graduado n € K(X) é
chamado uma subpalavra de m quando existem j € {0,1,...,q} el € N, tais
que j+1<q e:

n:xij...xij“.

Além disso, o monémio n € chamado uma subpalavra prépria de m quando n €
uma subpalavra de m e n # m.

Definicao 2.15. Seja m = x;, ...x;,. Este monémio é dito do Tipo 1 quando
o G-grau de cada uma das suas subpalavras é um elemento de Suppe (M, (K)).

Exemplo 2.16 (Exemplo 4.7, de [4]). Consideremos o grupo abeliano livre
G gerado por gi,...,96 € g = (91,9194, 919495, 92, 9295, 929596, 93> 93949596) €
G8. A dlgebra Mg(K), munida de uma graduacdio elementar induzida por g,
possui uma identidade monomial do Tipo 1, a saber x1xa, em que a(x1) = g4
e a(xs) = gsgs. De fato, notemos que Mg(K)g4 = spank{F12}, Mg(K)9596 =
spang{Es} e Ms(K),, . .. = spang{Ers}. Com isto, temos que a(x1), az2),
a(rize) € Suppg(Mg(qK)). Por outro lado, x129 € T (Ms(K)), pois E12.Ess =
0.

Lema 2.17. Sejam m um monémio multilinear do Tipo 1 e T 0 mondémio ob-
tido de m pelo descarte das suas varidveis de G-grau e. Entao m € Tq (M, (K))
se, e somente se, M € Te(My(K)).

Demonstragdo. De inicio, notemos que > . | E;; € M,(K),. Sendo assim, é
claro que se m € Tg(M,(K)), entdo m € Tg(M,(K)). Reciprocamente, note-
mos que existe um homomorfismo G-graduado ¢ de K(X), tal que ¢(m) = m.
Assim, se m € Tg(M,(K)), temos que m € Tg(M,(K)). O

Lema 2.18. Sejam = x;, ... 2, € Ta(My(K)). Se m nao € um monémio do
Tipo 1, entdo m € consequéncia de uma identidade do sequinte tipo:

1 =0 em que Mn(K)a(ml) ={0}.

Como m nao € um mondémio do Tipo 1, existe uma subpalavra n de m, tal que
a(n) ¢ Suppe(Mn(K)). Assim, My(K),,) =0 en € consequéncia de uma
identidade do tipo x1 com My (K)a(z,) = {0}; dai, concluimos que m também
0 €.

Definigao 2.19. Sejam m = x;, ...x;, e k,l € Z, tais que 1 < k <[ < q.
Definimos o monomio obtido de m pelo descarte das k — 1 primeiras varidveis
e pelas dltimas g — 1 varidveis por m*!
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O lema a seguir serd usado para demonstrar o primeiro lema da préxima
Secao.

Lema 2.20. (Silva. Lema 4.5, de [38]) Sejam M(z1,...,xq) e N(z1,...,2q)
dois monémios de K(X) que comegcam com a mesma varidvel. Sejam m(zx1,. .., xq)
e n(z1,...,xq) dois mondmios obtidos de M e N (respectivamente) pelo des-
carte da primeira varidvel. Se existem matrizes A1, ..., Aq, tais que as matrizes
M(A1,...,A)) e N(Aq,..., Ay) tém, na mesma posi¢io, a mesma entrada nao
nula, entdo as matrizes m(Aq, ..., Aq) en(Ax, ..., Ay) também tém, na mesma
posicao, a mesma entrada nao nula.

Demonstragao. E uma consequéncia imediata do Lema 2.4. O

2.3 Dois lemas técnicos

O préximo lema segue algumas ideias de (Lema 6, [2]), (Lema 5, [3]) e (Lema
4, [40]). Em (Lema 4.6,[38]), hd uma prova do lema abaixo. Contudo, a préxima
prova é original.

Lema 2.21. Sejam m(z1,...,24) e n(x1,...,x4) dois monémios, tais que as
matrizes n(Ax, ..., Ay) e m(Ay,...,A,) tém, em alguma posi¢do, a mesma en-
trada nao nula. Entao:

m(z1, T2, ..., 2q) = n(z1,x2,...,24) mod Ji (respectivamente mod J).

Demonstracdo. Seja m = x;, ...x;,.. De acordo com o Lema 2.11, m —n é um
polinémio multi-homogéneo. Sejam m; e n; dois mondémios multilineares com
as mesmas varidveis, tais que h(my) = h(m) e h(ny) = h(n). Para provarmos o
Lema, é suficiente verificarmos que:

mi1 =ny mod Jiy.

Suponhamos que m; = x7...z,.. Sendo assim, existe o € S,, tal que n; =
LTo(1) - Lo(r)-
Por hipétese, existe uma posi¢ao (i,5) € n x n, tal que:

Euml(Al, ey Aq)Ejl = Eunl(Al, e ;Aq)Ejl # 0

Suponhamos que, na posicao (¢, j), a entrada de m1(Ai, ..., 44) seja 0 mondémio
¢ q = _ .
Yolw)1 ** * Yalw,),rr O AUE G2, ¢r €T C q1 = i Logo:
E o« E, a =F q E Qo (r =F;;
s cee kg g (1) o (r) ije
D80 (ay) a(zr) To()%a(a ) Qo (r) Sa(ay (yy)

Dessa forma, existem matrizes elementares E;, j, € My (K)azy)s -
E;,j, € Myp(K)qa(z,) com a seguinte propriedade:

Eiljl e Eirjr = Eia(l)jo(l) e Eio‘(T)jcr(r) 75 0.

Dai, segue que: iy = (1), jr = Jo(r) € @(m1) = a(ng) = gi_lgj.

Nos préximos passos, nés usaremos indu¢ao em r, o grau dos monomios 71
emy.

Se r =1, a prova é ébvia. A prova serd feita por inducao em r.
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Caso 1: Suponhamos que (1) = 1. Neste caso, os monémios m; e n; comegam
com a mesma varidvel. Sejam ms e ny dois mondmios obtidos de m; e
n1, respectivamente, pelo descarte da primeira varidvel. Pelo Lema 2.20,
segue-se que mg(As,...,Ay) e na(Aq, ..., 4,) tém na mesma posigao a
mesma entrada nao nula. Por hipdtese de inducao, temos que my = ngy
moédulo J;. Consequentemente, my = n; médulo J;.

Caso 2: Suponhamos que o(1) > 1 e seja t o menor inteiro positivo, tal que
o7l (t+1) < o7}(1) < o7 1(t). Definamos por k1 = o~ (t + 1), ko :=
o~ 1(1) e k3 = o~ 1(t). Notemos que o(k1) =t + 1, o(ks) = 1, o(k3) = t,
lo(c41) = Jo(c) € tetr1 = Je Para todo ¢ € r— 1. E claro que:

_ _ [Lki=1] [ki,k2—1] [k2,k3] [ks+1,7]
ny = 1‘0(1) N {EU(T) =1 ny ny U5 .

Além disso:

Lki—1]y _ -1 _ o _ -1 )
a(n; )= YigyJiocty—1) = Jix Jiceyy = Jiy Jirgrs

[k‘l,szl] _ -1 _ -1 _ -1 .
Oé(’l’Ll ) - gia(kl)gjﬂ(kz—l) - git+1gio(k2) - git+1gi17

[k2,ks]ly _ -1 _ -1 _ -1
a(nl ) = gi(,(@)gja(k:,) =9i; 9ic = 9iy Giva-

Desta forma, pelas identidades (2.2) e (2.3), concluimos que:

ko, k ky,ka—1 1,k1—1 ks+1
ny En[l 2 3]n[l 12 ]n[l’ ! }n[l st mod Ji.

Portanto n; é congruente com um mondémio ms que comeca com a mesma
variavel de my. Assim:

Elimg(Al, ey Aq)Ejl = Eh"l’bl(Al, . ;Aq)Ejl 7& O

Com base no primeiro caso, temos que ms = my1 mod Ji. Assim, m; =
ny mod Ji.
O

O préximo lema usard um argumento que foi aplicado nos artigos (Ultimo
teorema, [40]), (Ultimo teorema, [2]), (Ultimo teorema, [3]) e (Teorema 5.3,
[38]).

Lema 2.22. Seja K um dominio de integridade infinito. Sejam G um grupo e
7=1(91,---,9n) € G™ uma n-upla de elementos distintos de G. Consideremos
M, (K) equipada da graduacao elementar induzida porg. Se M, (K) ndo satisfaz
uma identidade monomial do Tipo 1, entdo:

Demonstra¢ao. Suponhamos, por contradicdo, que exista um polind6mio nas
varidveis xy,...,x¢ f(a1,...,2) = 22:1 Am; € Ta(M,(K)) — J, em que
A € K—{0} e m; é um mondémio. De acordo com o Lema 2.9, nés podemos su-
por que f é um polindmio multi-homogéneo. Além disso, podemos admitir que
cada m; ndo é consequéncia de (2.4) , isto porque, se g +m € Tg(M,(K)) — J
é um polinémio multi-homogéneo, em que m é uma identidade monomial que é
consequéncia de (2.4), entdo g € T (M, (K))—J. O inteiro I pode ser escolhido
como o menor inteiro do seguinte conjunto:
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B={qeN| Zgzl yini(x1, ..., x) € Ta(Mu(K)) — J;v, € K — {0}
para todo i € g}.

Como f € T (M, (K)), entao:
f(Ar,. Ay =0.

Notemos que m;(A1,...,A;) #0 i €{1,...,1}, porque M, (K) nao satisfaz
uma identidade monomial do Tipo 1. Assim, concluimos que [ > 2.
Como f(A1,...,A:) =0, temos que:

7A1m1(A1, e ,At) = Zi:Z )\imi(Al, e ,At).

Assim, existe k € {2,...,1}, tal que m1(A1,...,A;) e mg(Ay,...,A;) tém,
em alguma posicao, a mesma entrada nao nula. Assim, pelo Lema 2.21, segue
que m; = my mod J. Nao é dificil vermos que h = f + Ap(my1 — my) =
M+ Xe)mg + -+ Amimp—1 + Agrimpar + -+ Amy € Ta(M,(K)) — J.

Ora, mas [ é o menor inteiro positivo do conjunto B; contradigao. O

2.4 Identidades Z-graduadas de M, (K)

Nesta secao, iremos descrever as identidades Z-graduadas de M, (K) equi-
pada com sua Z-graduagao canodnica. Como ja foi comentado no capitulo ante-
rior, esta é a graduacdo elementar induzida pela n-upla (1,2,...,n) € Z". O
suporte dessa graduagdo é o conjunto {a € Z||a| < n}.

Na prova dos cinco préximos lemas, usaremos algumas ideias de [41].

Lema 2.23. Seja m = x1...x; wm monémio multilinear do Tipo 1, tal que
|a(m)] =n —1. Entdo m ¢ Ty (M, (K)).

Demonstracdo. A prova serd dividida em dois casos.

Caso 1: Suponhamos que a(m) = n—1. Notemos que a(z1)+- - -+a(x;) = n—1.
Como m é um monoémio do Tipo 1, segue que 0 < «afx1) + -+ - + a(x,)
é menor ou igual a n — 1,r = 1,...,l. Consideremos as seguintes ma-
trizes elementares: FEj oz)41 € Mn(K)a@)s Pa(er)+1,a@)+al@)+1 €
My (K)a(zs)s -+ B1a@)++a@@_1)m € Mn(K)a,). Portanto, o pro-
duto dessas matrizes elementares Fi oz )41--- - - Erfa@)++al@_)m =
By,

Caso 2: Suponhamos que a(m) = —n + 1. Notemos que a(z1) + -+ -+ a(z;) =
—n + 1. Como m é um monoémio do Tipo 1, segue que —n + 1 é menor
ou igual a(x1) + -+ a(x,) < 0,r =1,...,l. Consideremos as seguintes
matrizes elementares: Ey, o(z,)4n € Mn(K)a(a1)s Ea(z)+n,a(z1)+a(zs)+n €
Mn(K)Q(IQ), ceey En+a(ml)+,,.+a(m171)71 € Mn(K)a(mZ)' Portanto,
En,a(zl)Jrn ----- En+a(x1)+-~+a(acl,1),1 = En1.

O

Lema 2.24. Seja m = x1...2;x;41 .. .2 um monomio multilinear do Tipo 1
que contém uma subpalavra propria de Z-grau —m + 1 ou n — 1. Entao m nao
pertence a Ty (M, (K)).
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Demonstrag¢ao. Com efeito, suporemos, sem perda de generalidade, que
a(xy...z;) =n—1. De acordo com o Lema 2.23, existem matrizes elementares
Ellkl S Mn(K>a(I1), ey Eliki S Mn(K)a(aci)a tais que:

El1k1 B g = FEqp.

il

Visto que m é um monoémio do Tipo 1, temos que —n+1 < @(xiqy ... Tiyr) <0
parar =1,...,0 —i. Além disto:

E1k1 cee ElinEn,a(:ciJrl)+n~En+oz(xi+1),n+a($i+1)+a(9c,;+2)- Tt
En+a(m,;+1)+---+a(ml,1),n+o¢(mi+1)+~--+a(zl,1)+a(ml) # 0.

O

Lema 2.25. Seja Ey; € M, (K) uma matriz elementar de Z-grau j. Entdo
Ey € My, 11(K) também tem Z-grau j.

Lema 2.26. Se m = x1...x; € um monémio multilinear do Tipo 1, entao
m & Ty (M (K)).

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que m nao tem
variaveis de Z-grau 0.

Se |a(m)| = n — 1 ou m tem uma subpalavra prépria de Z-grau n — 1 ou
—n + 1, a prova segue dos Lemas 2.23 e 2.24. Suponhamos, por inducao, que o
resultado seja vélido para M;(K) com [ = n—1 e m néo possua uma subpalavra
m, tal que |a(m)| =n — 1.

Pela hipétese de indugao, existem matrizes elementares F;, j, € My 1(K)a(z:),

LBy € Mn—l(K)a(xl) (1 SOy ooy, J1see s 1 S0 — 1), tais que:
Eiyjy - Bij, = Eiyjy.-

Aplicando o Lema 2.25, segue o resultado. O

Teorema 2.27. Seja K um dominio de integridade infinito. As identidades Z-
graduadas de M, (K) (M, (K) equipada com sua Z-graduag¢do candnica) sequem
de:

® X1l — X201 quando a(z1) = axy) = 0;
® T1X2%3 — X3T2X] quando a(z) = alxs) = —alxs) # 0;
ex1  quando  [a(m) > n.

Demonstracdo. A principio, lembremos que:
Suppz(M(K))={-n+1,...,0,...,n—1}.

De acordo com o Lema 2.22, é suficiente provarmos que M, (K) nao satisfaz
uma identidade monomial do Tipo 1. Suponhamos, por absurdo, que exista
uma identidade monomial do Tipo 1 m = a;, ...x;, € Ta(M,(K)). Seja my
um mondmio multilinear tal que h(my) = h(m). Pelo Coroldrio 2.7, temos que
m € Ty (M, (K)) se, e s6 se, my € Tg(M,(K)).

Por outro lado, com base no Lema 2.26, M,,(K) nao satisfaz uma identidade
(monomial) multilinear do Tipo 1 o que é um absurdo. O
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2.5 Identidades Z,-graduadas de M, (K)

Nesta segao, descreveremos as identidades Z,-graduadas de M,,(K) quando
esta algebra est4 munida de sua Z,-graduagao canonica. Lembremos que essa é a
graduagio elementar induzida pela n-upla (1,...,7) € (Z,)" eque 7 : Z — Z,
denota a projecao canodnica de Z em Z,. Observemos que o suporte dessa
graduagao é o conjunto Z,.

Lema 2.28. Sem = x1 ...x; € um mondmio multilinear, entdom ¢ Ty, (M, (K)).

Demonstracdo. Seja m = 1 ...x; um mondémio multilinear. Se [ = 1, a prova
¢ ébvia, porque existe uma matriz elementar Ej, j, € (My,(K))a(a,)-

Suponhamos, por inducao, que o resultado seja vélido para k =1 — 1. Logo,
existem matrizes elementares Ei,j, € (M (K))a(zs)s-- > Eiji € (Mn(K))a(a)
e:

121"
—a(@)nis € Mn(K)a(a) €
: Eizjz = Efrfl(

2J2 11

Para finalizar, notemos que Erl(

Eﬂ'*l(gfa(zl))ﬂﬁ,iinﬂé . ia—a(z1))Nn,g

O

Teorema 2.29. Seja K um dominio de integridade infinito. As identidades
Z-graduadas de M, (K) (M,(K) equipada com sua Z,-graduagdo candnica)
sequem de:

a(za) = 0;

® I1Tol3 — T3TaX] quando a(zy) = a(zs) = —axz) #0.

® T Ty — ToT quando a(z)

Demonstragao. Sabemos que M, (K) nao possui uma identidade monomial mul-
tilinear (Lema 2.28). Pelo Corolario 2.7, temos que m nao possui uma identidade
monomial.

E claro que J; C Ty, (M, (K)). Suponhamos, por contradicio, que J; ¢
Ty, (M, (K)). Desta forma, existe um polinémio multi-homogéneo f(z1,...,z) =
Zé=1 Aimy; € Ty, (M, (K))—J; (em quel > 2). Podemos supor que ! é o menor
elemento do conjunto definido abaixo:

B={qeN|Y!  vini(z1,...,2¢) € Ty, (M, (K)) — J1;7 € K — {0}
para todo i € q}.

Ja que f € Ty, (M, (K)), temos que f(A1,...,4;) =0, e assim, existe um
mondmio m; (i > 1), tal que m;(Ay,...,Ar) emy(Ayg, ..., Ar) tém numa mesma
posicao, a mesma entrada nao nula. Logo, pelo Lema 2.21, m; =m; mod Ji.

Notemos que g = f — X\ij(m; —mq) € Ty, (M, (K)) — J;. Mas g tem menos
de [ somandos, o que é uma contradigao. O
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2.6 Caracterizagao das identidades monomiais
do Tipo 1 de M,(K)

Nesta se¢ao, M, (K) estard munida de uma graduacao elementar em que a
componente neutra coincide com a subdlgebra das matrizes diagonais.
Denotaremos por s = |Suppa (M, (K))| e A = [s+1][(s+1)(> i, (s—1)")+1].

Definicao 2.30. Denotamos por & o conjunto das sequéncias de elementos
de Suppa(M,(K)) cujo comprimento é menor ou igual a s. Denotamos por

A={(g1,.-.,9n) €Slo1.-... gn = €}.
Notemos que |S| = Y7, s°.

Definicao 2.31. Dizemos que um monémio m = x;, ...x;, € do Tipo 2 quando
existem k € N— {0}, p1,p2 €1, tais que 1 <p; <p1+k <ps <ps+k<le:

o afzi, iy ) =T, Ty, ) = (T, T, ) =€

° h(mim . mimM) = h(mim ce -Tip2+k)'

Definicao 2.32. Um mondémio m = x;, ...x; € chamado do Tipo-3 quando
este nao tem uma subpalavra prépria (ndo vazia) de G-grau e. Caso contrdrio,
dizemos que m € um monémio de Tipo-4.

Corolario 2.33. Seja m = z;, ... xz;, um monémio do Tipo 1 sem varidveis de
G-grau e. Sel > s, entao m é um monémio do Tipo 4.

Demonstragio. Seja B(t) := a(m!) uma funcao definida em 1. Por hipétese,
I > s. Consequentemente, pelo Principio da Casa dos Pombos, existem

1 <t; < tg <1, tais que f(t1) = B(t2). Notemos que 1 + 1 < {2, porque m nao
tem varigveis de G-grau e. Assim mlt 1] satisfaz a tese do corolério. O

Lema 2.34. Seja S um multiconjunto formado por elementos de (3_;_, (s — 1)).

Se |S| > (s+1)(X7_ (s = 1)") + 1, entdo existe i € (3>.;_,(s — 1)%) que ocorre,
pelo menos, s+ 2 vezes em S.

Demonstracao. Este lema é uma consequéncia imediata do Principio da Casa
dos Pombos. O

Lema 2.35. Seja m um monomio multilinear do Tipo 1 sem varidveis de G-
grau e. Se o grau de m € maior ou igual a [s + 1][(s + 1)(>;_ (s — 1)) + 1],
entao este monomio € do Tipo 2.

Demonstra¢ao. Seja m um mondémio multilinear do Tipo 1 sem varidveis de
G-grau e e cujo grau ordindrio é maior ou igual a (s + 1)2(37_, s) + (s + 1).
Denotemos por a o nimero (s +1)(3°7_; s°) + 1.

Sejam:

my = mbst gy = 226401y = pplla—D(s+D+1a.(s+1)]
De acordo com o Corolario 2.33, para cada m;, existe pelo menos uma subpalavra

(ndo vazia) de G-grau e e com grau menor ou igual a s.
Seja v : {m1,...,my} — A uma relagdo com a seguinte regra:
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(91, ,gn) € 7(m;) se, e s6 se, existe uma subpalavra de m; de grau n, m; 1,
tal que h(m;1) = (g1, , gn)-

Pelo Lema 2.34, existem subpalavras (nao vazias) m;, 1,...,M;,_,, 1 pertencentes
a {v(mi,),...,v(m4,)} de my,, ..., m; ., respectivamente, tais que:

i <o <lgype h(mihl) == h(mis+271)'
Por uma aplicacao conveniente do principio da casa dos pombos, existem j, k €
{1,...,5 4+ 2} com j < k, tais que a subpalavra de m (m;, s, 1), entre m;, 1 e
mi, 1, tem G-grau e. Isto demonstra que m;; 1m;; i, 1M1 € um mondmio do
Tipo 2. Logo, m também é um mondémio do Tipo 2. O

Definicao 2.36. Sejam G um grupo e G = (g1,...,9n) € G™ uma n-upla de
elementos distintos de G. Consideremos M, (K) equipada com a graduagdo
elementar induzida por g. Denotamos por U o Tg-ideal gerado pelas sequintes
identidades de M, (K):

® 1Ty — Tox quando a(zy)
® I1ToT3 — T3ToXq quando alzy) =
o1 quando M, (K) () = {0};

o Identidades monomiais multilineares do Tipo 1 cujo grau € menor ou igual a A (4).

O préximo lema usard alguns argumentos de (Proposigao 4.2, [4]).

Lema 2.37. Seja m = z1...x4 um mondémio multilinear de K(X), em que
g > A+ 1. Sem é uma identidade monomial do Tipo 1 de M, (K), entdo m
€ consequéncia das identidades multilineares do Tipo 1 cujo grau € menor ou
igual a A.

Demonstragdo. Seja m = x;...r, uma identidade multilinear do Tipo 1 de
M, (K), tal que ¢ > A+ 1. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
a(x;) # e para todo i € q (pelo Lema 2.17). Suponhamos que ¢ = A+ 1. De
acordo com o Lema 2.35, existem p1,po,a € N, tais que:

I1<pi<pit+a<pz<pzta<g
(Tp, -+ Tpyta) = A(Tpyat1 - Tpy—1) = UTp, -+ - Tpyta) = €
h(xl)l ce 'rpl"l“l) = h(xpz s xl)z-‘ra)'

Se Zp, ... Tp,4+a é uma identidade monomial graduada de M, (K), entdo m
pertence a (Tp, ... Tpyta)Te- Sendo assim, podemos supor que p, ... Tp,+q A0
pertence a Tg (M, (K)).

Consideremos o monémio m = mlP1—Umlprtatld Qe 7 ¢ uma identidade
monomial de M,,(K), entdao m é consequéncia de m que é um mondémio do Tipo
1.

Suponhamos, por contradi¢do, que m néo é uma identidade polinomial gra-
duada de M, (K). Assumamos, sem perda de generalidade, que p; + a + 1
é menor que ps € ¢ > pa + a + 1. Dessa forma, existirdo matrizes elemen-
tares By, € Mn(K)a(m), - 7Elp1—1kp1—1 € Mn(K)a(wm,l)a Elp1+a+1kp1+a+1 €
Mn(K)a(xpl+a+1)> s 7Elp2+a,kp2+a € Mn(K)a(xpz)a ) Elqkq € Mn(K)a(:cq)a tais
que:
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Ellkl' ce 'Elpl—lkpl—l'Elp1+a+1k'p1+a,+1' M .Elqkq # 0.

Notemos que kp,—1 = lp,1a+1 = kpo—1 = lp, = kpy+a-
Consideremos a seguinte substituicao em m:

x;=FEL YV ieqg—{p1,...,p1 +a};

X =FE VjG{O,l,...,a}.

p1+ikpy+i po+ikpoti

; 2 ol DY
E claro que (Elm kpy-t7" 'Elp2+a’9p2+a) - (Elpz py* Elp2+akp2+a)

Sendo assim, temos que

(Btyky, 1) (B, ) (B ik arns " Bl ik 1) (B 1) (Bl i1ky) =
Ellkl' - E E; .- .Elqkq.

:El

palps*

p1*1kr’1*1 P1+a+1kp1+a+1' :

Contudo, pela ultima igualdade recaimos em uma contradigao, porque que m €

Por inducao em ¢, concluimos o resultado. O
Lema 2.38. Sejam G um grupo ¢ § = (g1,--.,9n) uma n-upla de elementos

distintos de G. Consideremos My, (K) munida da graduagao elementar induzida
por g. Se m € uma identidade monomial do Tipo 1 para M,(K), entdo m é
consequéncia de (4).

Demonstracao. Este fato é consequéncia imediata do Corolédrio 2.7 e do Lema
2.37. O

Teorema 2.39. Sejam K um dominio de integridade infinito, G um grupo e
7=1(91,---,9n) uma n-upla de elementos distintos de G. Consideremos M, (K)
equipada com a graduacao elementar induzida por §. As identidades graduadas

de M, (K) seqguem de:

® 1Ty — Lo quando a(zy)
® I1ToT3 — T3TLoX] quando alzy) =
I quando M, (K) () = {0}

e [dentidades monomiais multilineares do Tipo 1 cujo grau é menor ou igual a \.

Demonstrag¢ao. Suponhamos, por contradi¢do, que Tg(M,(K)) 2 U, em que
U foi apresentado na Definicdo 2.36. Desta forma, existe um polindmio multi-
homogéneo f(z1,...,2m) = 22:1 Aim; € Ta(My(K)) — U. Pelo Lema 2.38,
temos que todas as identidades monomiais de M, (K) estdo contidas em U.
Desta forma, podemos assumir que cada m; nao é uma identidade monomial.
Podemos supor que | > 2 é o menor inteiro do andlogo do conjunto B que foi
definido na demonstracao do Lema 2.22.

Mimetizando os argumentos da parte final da prova do Lema 2.22, segue o
resultado. O
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2.7 Identidades M FE,-graduadas de M, (K)

Lembremos que um semigrupo (SG,.) é um conjunto néo vazio munido de
uma operacao “.” associativa.

A Algebra M, (K) é graduada naturalmente por MFE,, o semigrupo das
matrizes elementares de classe n.

Definicao 2.40. O semigrupo das matrizes elementares de classe n,
ME, ={(i,j) € n x n} U{0}, € definido pela seguinte tdbua de multiplicagdo:

o 0.(i,5) = (i,7).0 = 0;
o (i,75)(k,1) = (i,1) quando j = k;
e (i,7)(k,l) =0 quando j # k.

Definicao 2.41. Denotaremos por K(X)* a dlgebra associativa livre ME,,-
graduada nao unitdria gerada livremente por X. Denotaremos as varidveis de
ME,-grau 0 e (i,7) dadas por xo,zij,Yis, Zij, respectivamente.

O proéximo lema é uma consequéncia imediata da tabela de multiplicacdo de
matrizes elementares:

Lema 2.42. Os seguintes polinémios sio identidades M E,, -graduadas de M, (K):

TjiYi; — YiiT;  emque  J € (2.5)
TijYjiZij — ZijYjiTij em que 1<i,j5<n i#j; (2.6)
Zo- (2.7

O préximo teorema foi uma contribuicao de Bahturin e Drensky.

Teorema 2.43. (Bahturin e Drensky. Teorema 4.9, de [4]) Seja K um corpo
de caracteristica zero. Entdo as identidades M E,,-graduadas de M, (K) sequem
de:

Ljj¥55 — YjjLsj em que JEen;
TijYjiZij — ZijY5i%ij em que 1<i,j<n; i#j

Zo-

Nesta secao, nds estenderemos este resultado para dominios de integridade
infinitos. Denotaremos por Jyrg, o Targ, -ideal gerado por (2.5), (2.6) e (2.7).

Sejam h € ME, — {0} e W}, = {w,(ll), . ,win), ...} um conjunto infinito
de varidveis comutativas. Sejam W = U, — (o) Wn € & = K[W] o anel de
polinémios nas indeterminadas de W. A élgebra M,,(£2), assim como M, (K),
pode ser graduada por M E,, de forma natural.

Definicao 2.44. Uma matriz genérica de M,(Q) de ME,-grau (i,j) é um
elemento homogéneo do sequinte tipo:

Agf)j) ::wéf)j)Eij, emquel<i,j<neke{l,2,....n,...,}.

A subdlgebra M E,, -graduada gerada pelas matrizes genéricas de M, (Q) é cha-
mada de dlgebra das matrizes genéricas e a denotamos por R.



CAPITULO 2. IDENTIDADES DE MATRIZES 24

A seguir, listaremos alguns resultados que sao, respectivamente, versoes si-
milares dos Lemas 2.6, 2.9, 2.20 e 2.21.

e Seja K um dominio de integridade infinito. Entdo Ty p, (M,(K)) =
Tye, (R).

e Tyg, (M, (K)) é um Ty g, -ideal multi-homogéneo.

e Sejam M (x1,...,x4) e N(z1,...,2,) dois monémios de K (X ) que come-
cam com a mesma varigvel e sejam m(z1, ..., zq), n(x1, ..., 24) dois mono-

mios obtidos de M e N (respectivamente) pelo descarte da primeira varidvel.
(1) (q) AW (@) )

i)~ Aliggg)r PRI QU MIAG 5y, AG 5

Se existem matrizes genéricas A

e N(A&)jl), . ,Agg)j )) tém, em uma mesma posicao, a mesma entrada
nao nula, entdo as matrizes m(AE;)jl), ey AEg)j )) e n(A&)jl), ceey AE?)j ))

também tém, na mesma posi¢gao, a mesma entrada nao nula.
e Sejam M;, My monomios de K(X)*. Se Ml(Agfll)jl), . "AEfQ)j ) e
9. qa>Jq
Mg(AEfll)jl), .. .,AEZ")], )) tém, em alguma posigdo, uma mesma entrada
) Jq
nao nula, entao My = Ms mod Jyg, .

A prova do préximo lema é imediata.

Lema 2.45. Seja m € K(X)" wma identidade monomial M E, -graduada de
M, (K). Entao m é consequéncia da identidade x.

Teorema 2.46. Seja K um dominio de integridade infinito. Entao as identi-
dades M E,,-graduadas de M, (K) sequem de:

o Ty = YTy emque €T
® TiiYjiZij — ZijYji%ij em que 1<i4,5<n i#j;

® Tp.

Demonstragdo. Suponhamos, por contradigdo, que Jyp, & Tug, (My(K)).
Assim, existe um polindémio multi-homogéneo f(x1,...,x¢) =

22:1 Am; € Typ, (M (K)) — Jyg,. Podemos supor que cada m; nao é con-
sequéncia de (2.8) e, além disso, escolher [ o menor possivel. Haja vista que

f € Tup, (M,(K)), temos que f(A1,...,A:) = 0. Portanto —Aymq(Ay,..., As) =
Zé:g Aimi(Ala AR At)

Dai, concluimos que existe um monémio mj;,com j € {2,...,1}, tal que
my(Ar, ..., Ar) em;(Aq, ..., A) tém, em uma mesma posicao, a mesma entrada
nao nula.

Mimetizando os argumentos da parte final da prova do Lema 2.22, segue o
resultado. O

2.8 Polinémios Centrais Z,~-graduados de M, (K)

Nesta secao, p denotard um nimero primo. O nosso objetivo sera descrever
os polinémios centrais Z,-graduados de M, (K) equipada com sua Z,-graduacao
canonica. Nesta segdo, usaremos algumas ideias dos artigos [8] e [18].

Relembremos que H,, é o subrgrupo gerado pelo ciclo (1...n) € S,,.
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Definicao 2.47. Uma sequéncia (V1,...,7n) de elementos de Z,, €é chamada
uma sequéncia completa quando as sequintes condicoes sao satisfeitas:
A+ =0
ottt =2

Lema 2.48. Uma sequéncia (y1,...,7n) C (Z,)™ é uma sequéncia completa de
Z,, se, e somente se as sequintes condicdes sao satisfeitas:

Lo+t =0;

2. Existem matrizes elementares E; ;, € My (K)y,,..., E; . € My(K),,,
tats que
i1+1 = Jji para todo | € n—1en= {i1, -y int-

Demonstragao. Basta provarmos que a condi¢do 2) é equivalente a {v1,71 +

72,371++7n}:Zn
Inicialmente, notemos que i; = j,. Consequentemente:

{_il +.j17 _il +j27 sy _il +.7n} - Zn
Por outro lado, seja (hy,...,h,) uma sequéncia completa de Z,. Notemos
que h; # e para todo ¢ € n. Além disso, se 1 <i < j <n,entdo h;+---+h; #
e. Sejam Ej; ;, € hi,...,E; ; € h, matrizes elementares de M,(K). Entao
Eijy oo E;. i, € M,(K)e — {0} se, esése, i1 = jn, 1 =tix1 VIiEn—1e
n={i1,...,in}. O

Lema 2.49. (Branddo Junior. Proposicao 1, de [8]) O polinémio Z,,-graduado

Yver, To(l) - Ta(n)s

em que (a(x1),...,a(x,)) € uma sequéncia completa, é um polinémio central
ndo trivial de M, (K).

Demonstra¢do. Como f é um polindomio multilinear, basta calculé-lo em matri-
zes elementares. De acordo com a hipétese, (a(z1),...,a(z,)) é uma sequéncia
completa de Z,,. Assim, pelo Lema 2.48, existem Ej, ;, € My, (K)q(qy)s---» Ei,j, €
M, (K)a(a,), tais que:

f(EiljU s ’Einjn) = Z?:l Ei;.

Por outro lado, se Ey, j, ... E;, j, = 0,emque E;, j, € Mp(K) @), -+ Binj, €
Mn(K)a(z,)s entdo B, i o - Ei, ) i0m = 0 para todo o € H,y,.
Sendo assim, f(Eiljl ye ;Ei"j,,) = Z?:l Eii ou f(EiljU . 7Ei”j") =0. O

O resultado abaixo foi provado por Brandao Junior (veja Lema 7, de [8])
Contudo, a prova a seguir é original.

Lema 2.50. Sejam = x1 ...x4 € K(X), tal que a(m) =0 e a(z;) = h; para todo i
k

~ . ke s .
pertencente a q. Seja .73’211 10 Ypo 4 UMG entrada ndo nula de m(Ai, ..., Ay). Se
s q»
eziste uma subsequéncia (sfl,...,sfn) C (sk,.. .,s(lj), em que 1 < i; < -+ <
in<gqe {sfl,... ,sfn} =n, entdo existem monémios my,...,my, € K(X), tais

que (a(my),...,a(my,)) € uma sequéncia completa de Z,, e m = myms ... My,.
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Demonstragdo. De fato, existem matrizes elementares Ej ., € My (K)a(zy),---»
Ej.1, € My(K)q(z,), tais que:

FE.

in. B

Jala =

E

Jilgs
em que j; = sft para todo t € g. Notemos que j1 = Iy, porque m € K(X)g. E
claro que ¢ > n, pois n = {sfl, e 7sfn .

No6s podemos supor, sem perda de generalidade, que j; = sft para todo
te{l,2,...,n}

Consideremos:
m; = Iy, i:1,...,n—1;
My = Tny, . .. Tyq.
Notemos que:
E, | E;

B =F

Jili Hjala - - Jnlq Jilq-
Logo, {j1,---,jnt =1, lt = js41 para todo t € n—1e J1 =14
Consequentemente, pelo Lema 2.48, segue que my, ..., m, satisfazem a tese
desse lema. 0

Observagao 2.51. No enunciado do Lema 2.50, m é um mondmio multilinear.
Se m fosse um mondmio arbitrdrio, bastaria tomar um monémio multilinear m,
tal que h(m) = h(m) e aplicarmos o Lema 2.50 a esse mondmio multilinear.

Pelo Lema 2.50, existem monomios my, ..., My, tais que m =my..... m, €
(a(m),...,a(My)) € uma sequéncia completa de Z,. Desse fato, concluimos
que existem monomios ma, . .., My, tais que m = mq..... my e (a(my),...,a(my))

€ uma sequéncia completa de Z,,.

Defini¢ao 2.52. Sejam G = Z,,j € Zy, g = (1,2,...,n) ¢ y’,ﬁz €Y. Daqui
para frente, convencionaremos que:

y{hi = yr; quando k =m~1(j) N7.
Lema 2.53. Sejam p > 2 um primo e 1 € K(X), tais que a(x1) # 0. Entdo
2t e Oy (My(K)).

Demonstragao. De acordo com o Lema 2.4:

(A?(QJI))p _ ita(z1) i+(P*1)a(I1)E”,_

b
i=1 Yo (@)1 Ya(z1)1 Yool
Assim:

i ito(z) i+(p—a(z1) _
ya(xl),lya(zl),l o Jda(zr),l -
J Jta(z) Jj+(p—1a(z1)
ya(ml),lya(zl),l o Jda(zr),l
para todo i,j € p, porque o grupo gerado por «(z1) é Z,. Portanto z§ é um
polinémio central nao trivial de M, (K). O

Definicao 2.54. Sejam p > 2 um numero primo el € p/—\l Denotamos por
V1 o conjunto formado pelos sequintes monémios:

zy...x], em que {a(x1),- - ,a(x)} C Zy — {0}.
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Seja p = 2. Denotamos por Vi o conjunto formado pelos monémios x2 e w322,

em que a(z1) = a(xs) = 1.

O resultado abaixo foi provado por Brandao Junior (veja Lema 8, de [8]).
Entretanto, a préoxima prova é original.

Lema 2.55. Sejam p > 2 um numero primo el € p/f\l Sem=al .. .o} €V,
entao m € Cz,(M,(K)).

Demonstragdo. Inicialmente, notemos que Cz,(M,(K)) é uma subélgebra de
K(X). Sendo assim, pelo Lema 2.53, temos que os monomios citados na hipdtese

sdo monomios centrais Z,-graduados de M, (K). O
No Exemplo 1.26, vimos que monomios z% e 323, em que a(z1) = a(z2) = 1,
sd@o mondmios centrais (ndo triviais) Zs-graduados de Ma(K).

Defini¢ao 2.56. Sejam By = {a1,...,a;} CZy, e j € Zy,. Definimos:
Bi+j:={a1+7j,...,a; +j}.
Lema 2.57. Sejam p um nimero primo e A= {as,...,a;} & Z,. Entdo:
A4+i#£A+j
para quaisquer i,j € Z, distintos.
Demonstra¢do. Suponhamos que existam i, j € Z, distintos, tais que:
A=A+ (j—1).
Desta maneira, existe uma permutacao o € Sj, tal que:
(a1 +(G—1),...;a+ (J — 1) = (@Goq)s- - - Ao@))-

Concluimos assim que a,;) —ar =j—1i V t€ 1.

Consequentemente, para todon € Net € {1,...,l}, temos que Qgn+1(y) —
Agn(r) = Jj — 4, 0 que implica que agn () = az +n(j — ).

Sendo assim, para todo ¢ GZA, temos que agr(y) = az.

Desta forma, a ordem de o é p. Isto é uma contradi¢do, porque p 1. O

Lema 2.58. Sejam z1, 22,25 € K(X)1. Entao
o 272222 = (212322)% mod Ty,(My(K)).

Demonstragdo. De fato, notemos que 272322 =

212325 mod  Tz,(Mz(K))
devido & identidade 129 = zox; ,a(x1) = a(x2) = 0. Aplicando a identi-
dade m120w3 = w3727, (21) = —a(z2) = a(zrz) # 0,

)

temos que 272323 =
(212322)% mod Ty,(Ms(K)). O

Lema 2.59. Sejam p > 2 um nidmero primo e x1,x2 € K(X);, em que i # 0.
Entio (z122)P = ahxl mod Ty (My(K)).

Demonstragdao. Sejam A1 € Ry,) € A2 € Ry(s,) duas matrizes genéricas.
Pelo Lema 2.4, é claro que todas as posi¢oes na diagonal principal de (A;As)P
(respectivamente A5 AT) tém entradas nao nulas.

De acordo com o Lema 2.21, basta provarmos que E11(A4; A3)P = Fy1(ALAD).
De fato:
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_ i ito(z1) _
En(A1A)P = En (307, Yo(z1)1Ya(er),2 Ezﬂfl(z_;'_ga(ml))ﬂﬁ)p =
(TTs 0oy ¥aio s VE1) = (T a8 ) (T oy ) Br =
(1—1z 1yo¢(9c1) 2)(1_[1 1ya(’£1) )Ell = (AQ)p(Al)pEll = A ApEll'

Logo, (z122)P = aba mod Ty, (My(K)) como requerido. O

Lema 2.60. Sejam x1,...,z, € K(X); em = x?'kl cooxkke tal que k... kg,
pertencentes a N—{0}. Eziste m; € (V)12 tal que m—my = 0 mod Ty, (Ma(K)).

Demonstracao. Basta aplicarmos o Lema, 2.58. L]

Lema 2.61. Sejam p > 2 uwm nidmero primo e x1,...,2, € K(X);, i # 0.

Consideremos m = a2 . aP* em que ki,...,k, € N —{0}. Entdo existe
my € (Vi)™ tal que m —mq = 0 mod Ty, (M,(K)).

Demonstracao. Basta aplicarmos o Lema 2.59. O

Lema 2.62. Sejam =y, ...7;, € Oz (M,(K)). Entdo existe my € (Vi)™
tal que m —my =0 mod Tz,(M,(K)).

Demonstra¢do. Notemos que pelo menos uma varidvel de m tem Zp-grau di-
ferente de 0. Por hipétese, m € Oz, (My,(K)). Logo pelo Lema 2.4, temos
que:

ital(z,) ito(xig ez, 1)
ya(ml)mya(w»z)ﬂz “Ya(ei, )i
] jralzi,) jra(zig+oxi,_ )
a(ac”) i1 ya(xzz) Zl2 e ya(xir)vg" 1 ’ (28)

para quaisquer ¢,j € p.

Sejam wy,,...,x;, todas as varidveis distintas de m e k; o grau de m com
respeito & varidvel x;,. Notemos que, para cada ¢ € g, k; é um multiplo de p.
Para obtermos esta conclusao, basta analisarmos a Equacao 2.8 e os indices das
varidveis comutativas que aparecem nessa equacao. Além disso, notemos que:

ito(zi,) ita(wi +...wi, )

ya(lll),tlya(zw),lg Yoy,

>

P Ll P L]
(ITi= ya(wll),ll) v (T yfx(mlq),zq) P
Ha dois casos a considerar:

L . - k
Caso 1: «(x;,) # 0 para todo i € §. Consideremos o monémio 2 ...z,
7 ll lq

e as matrizes genéricas A;, € Ra,), - - VA, € Ra(xzq)' Notemos que
Aﬁl . AZ‘* e m(A,...,A;,) tém, na posicao (1,1), a mesma entrada nao
nula. Sendo assim, pelo Lema 2.21, m = xfl . xf mod Tz, (M,(K)).
Aplicando o Lema 2.60 ou o Lema 2 61, conclufmos o resultado

Caso 2: Existe i € ¢ ,tal que a(z;,) = 0. Suponhamos que todas as varidveis

de G-grau 0 sejam {z;,,...,z;, }. Consideremos o monémio
ky ks ks+1 P, ksi2 1
my = (i @yt T T g 0. Notemos que ma (Ayy - Ay, )

e m(4;,,...,A;.) tém na posméo (1,1) a mesma entrada nao nula. Mi-
metizando os argumentos do iltimo caso, concluimos o resultado.

O
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Lema 2.63. Sejam = x;, ...2;, € K(X)o — (Cz,(M,(K))) N (K(X)o). Entdo
todas as entradas (na diagonal) da matriz m(Ai,...,Aq) sdo ndo nulas e dis-
tintas.

Demonstrac¢ao. De acordo com o Lema 2.4:
=SP g ita(zi)+ta(zi,_,)
Ail e Aiq - i=1 y;(xil),il N ya(wiq);q q—1 Eii-

Isto demonstra que (Aj. .. .. Ag)ei #0 YV i €D.
A anédlise do caso p = 2 é imediata. Daqui em diante, suporemos que p > 2.
Pela hipétese, x;, ...x;, € K(X)o — Oz, (Mp,(K)) N K(X)o. Sendo assim,
existem 1 < k < 7 < p, tais que:
kta(zi) )+ +o(zi,_;) ] Jta(zi)ta(zi,_y)
k
Ya(i)d - Yali,)a T F Vg Yatei ) o

Desta forma, a seguinte condigao é satisfeita:
Existem ji <---<ji €q, em que z;; =+ = Ty, e i, #* Tiy,

para todo t € ¢ — {j1,...,Ji}, tais que

k1+a(wi1)+'”+a(mj1—1) k1+a(wi1)+'”+a(mjz*1)
ya(x,;jl )77;.7‘1 e ya(mi]‘l )7i.i1 #
kg-{—a(:cil)-&-m-&-a(rijl,l) k2+04(xi1)+"'+0‘(m11j171)
ya(wijl )ity o ya(a:ijz )iy (El)

Sendo assim, os multiconjuntos:
Ay = {a(xh) +eee O‘(xihf1)7 oo 7a(xi1) +oe a('rijl—l)};
Ay i=A{ky =k + o)+ +oalwi, ), ke =k +a(z,)+- - +alzg,_,)}

sao distintos.
Definamos:

ar = a(ry) + o+ al@i, ) e b = ko —ky +a(w,) + -+ al@g, L, );
Para r > 1:
ar =ar—1+a(r, )+--+a(wy, ,) paratodo 1€ {2,...,1}
br =by1 +a(wi; )+ +alz; ,)paratodo re€{2,...1}.

Sejam ay,, ..., ax, todos os elementos distintos de {ay,...,a;}. Claramente,
{br,,---,bx.} s@o os elementos distintos de {b1,...,b;}. Denotemos por n(a;)
(respectivamente n(b;)) o ntmero de vezes que o elemento a; aparece no multi-
conjunto {ai,...,a;} (respectivamente no multiconjunto {by,...,b;}).

Provaremos que:

qita(ig)+talzi; ) q1+04($i1)+"'+06(x11jl_1)#

a(zil),il T a(rijl )’ijl,
q2+0¢(mi1)+'“+0¢(ﬂ7ij171) QQ+a(zi1)+<~-+a(mijl,1)
a(xiy),i O‘(I'ijl )’ijl

para quaisquer ¢, q2 € Z, distintos.

Caso 1: s =1.

Neste caso, a prova é imediata.
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Caso 2: s > 1en(ax)="--=n(ax,).

De acordo com a expressao (E.1), é claro que s < p. Por outro lado,
segue do Lema 2.57 que {ax, +1,...,ax, +i} # {ax, +J,...,ax, +j} para
quaisquer %, j € Z, distintos.

Caso 3: s > 1 e existem dois inteiros positivos l1,lz € 5, tais que n(ay, ) #

n(aklz).

Sejam ay, ,...,ay,, todos os elementos distintos de {ay,,...,ax,},
tais que n(ay, ) = -~ = n(ay, ) = n(ay, ). Pelo Lema 2.57, é claro que
os conjuntos {ax, +1,...,ax, +i}e{ar, +7,...,a, +j} sdo distintos

para quaisquer 4, j € p distintos.
Desses trés passos, segue que:
Exe(Aiy ... Ai,) # Eu(Ar... Ay)
para quaisquer k, [ € p distintos. O

O préoximo teorema usard substancialmente a ideia da prova do Teorema 6
de [8].

Teorema 2.64. Sejam K um dominio de integridade infinito e p um niumero
primo. Os polindmios centrais Zy-graduados de M, (K) (My(K) equipada com
sua Zp-graduacdo candnica) seguem de:

o 21 (2129 — Tax1) 22 quando alzy) =
o 21 (z129w3 — T3T221 )20 quando a(zy) =

e Os monomios do conjunto Vi;

° Z To(1) - To(p), em que (a(z1),...,a(xy)) € uma sequéncia completa de Zy.
o€H,

Além disso, 21,22 € U;ep Xi
P

Demonstragdo. Seja W o Tz, -espago gerado pelos quatro tipo de polinémios
centrais supracitados. Notemos que Tz, (M,(K)) E W € Cz, (My(K)). Prova-
remos que Cz, (M,(K)) C W.

Seja f($1, ce ,xq) = Zé:l Aimy; € CZp (MP(K)) — TZP (Mp(K)) Pelo Lema
2.10, nés podemos assumir que f é um polinémio multi-homogéneo. Além disso,
podemos supor que m; —m; & Tz, (M,(K)) e cada m; ¢ Cz,(M,(K)) (vide
Lema 2.62).

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a(m;) = -+ = a(m;) = 0.
Sejam A1 € Ru(zy),--->Aq € Ra(e,) matrizes genéricas. De acordo com a
hipétese:

f(Ah e ,Aq) = diag(Fl, .. .,Fp)

em que Fy =--- = F, #0.

Com base no Lema 2.63, temos que todas as entradas da diagonal da matriz
mj(Ai,...,A,) sao nao nulas e distintas. Pelo Lema 2.21, sempre que i # j,
as matrizes m;(A1,...,A4q) e m;(41,..., Ay) ndo tém, numa mesma posicao, a
mesma entrada nao nula.
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Reordenando os indices, se necessario, concluimos que existem

1< <0 <ip < l, tais que )\7;1 == A, #Oe Eumil(Ah...,Aq)Eu =
Evymi, (At ..., Ag)Ei,1 para todo Iy € p— {1}

Suponhamos que m;, = x;, ...z, e a entrada na posigdo (1,1) da ma-
triz m;, (A1,...,4,) seja yit:cth .. .ygé('xjsms. Notemos que {a1,...,as} D P.
Deste modo, de acordo com o Lema 2.50, existem monémios 1, ...,r, € K(X),
tais que m;, =71...7p, em que (a(ry),...,a(rp)) é uma sequéncia completa de

ZLp.
Para cada j € D, existe uma tnica permutacdo o € Hp, tal que as matrizes:

mi; (A1, .. Ag) € Toa)y - Tom) (A1, .., Ag)
tém, na posigao (1,1), a mesma entrada ndo nula. Logo, pelo Lema 2.21:
Mi; =To()---Ta(p)y mod Ty, (My(K)).
Ademais, pelo Lema 2.49, temos que:
9(@1,- ) =My (e, To(1) - Ta(p) €W.

E claro que f —g € Cz,(My(K)). Além disso, médulo Tz, (M,(K)), temos
que f —g = f— X (mi, +mi, + - +m,).

Sel—p =0, temos que f € W. Caso 1 <[l —p < p—1, repetimos o
argumento para f — g. Concluiremos que f — g é um polindomio central trivial,
isto é, f —g € Ty, (My(K))).

Por outro lado, quando [ —p > p, repetimos mais uma vez o argumento para
f — g. Por um processo indutivo em [, obtemos o resultado. O

2.9 Polindémios Centrais Z-graduados de M, (K)

Nesta se¢ao, descreveremos os polinémios centrais Z-graduados de M, (K)
(M,,(K) equipada com sua Z-graduagao canonica). Adotaremos um roteiro pa-
recido com o da se¢@o anterior. Ao lado do enunciado de cada um dos resultados
abaixo, inseriremos o titulo do resultado equivalente.

Lema 2.65 (Similar ao Lema 2.63). Seja ;... .. x;, € K(X)o.

a(z;) a(z; . ~ ~ ~
Se A, "L AYTim) ¢ yma matriz ndo nula, entdo todas as expressoes

Tm

polinomiais nao nulas dessa matriz (na diagonal) sao distintas.

Demonstracdo. Se apenas uma posicao em A;, ... .. A;,, tem uma entrada nao
nula, a prova é 6bvia. Suponhamos que existam, pelo menos, duas posigoes
(k1, k1), (k2, ko) € M x 7, tais que:

E1k1 (A“ e Aim)Eklh Ele (A“ e Aim)Ek21 75 0.
Provaremos que:

gy (Aiy - Ai, ) By # By (Agy - A ) B
Suponhamos por contradicao que:

E1k1 (A“ . Aim)Ekll = E1k2 (1471 . A’Lm)Ekzl

Dessa forma, existem j; < --- < j; no conjunto m, tais que Tij, = = Ty,
xi, # x5, quando k & {ji1,--- ,ji} e
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k1+"'+a(:ﬁj1*1) k’1+“'+a($i’j171)+“‘+a(ziﬂ'l*1)
ya(ww‘l )51 . 'yo‘(z"'jz )iy -

kot to(zi ) kptotal@s; ) +otaleg )
ya(xz‘jl )5t . 'ya(xijz ):t) .

Consideremos os multiconjuntos:

e A={0+ - +afxy, )., 0+ Falxi )+ +alxi )}

e B= {k’l + - +05(33ij1,1)7~ . .,k’l + - +Oé(33ij171) + - +OZ($Z‘“71)};
o C={ka+ - +a@ ). ket +al@, )+ +al@, )}

Seja a o menor elemento do multiconjunto A. De acordo com a hipdtese, B = C.
Entretanto, o minimo de B é a + k1 e o minimo de C' é a + ks; absurdo. O]

Os dois préximos lemas sao provados de forma similar aos Lemas 2.49 e 2.50
respectivamente.

Lema 2.66 (Similar ao Lema 2.49). O polindmio
Yo, Tat) -+ To(n);

em que (a(x1),...,a(zy,)) € uma sequéncia completa de Zy, e |a(x;)] < n para
todo i € m, é um polinémio central Z-graduado (ndo trivial) de M, (K).

Lema 2.67 (Similar ao Lema 2.50). Sejam =21 ...24 € K(X) —Tz(M,(K)),
k

k
tal que a(m) = 0 e afx;) = hy, para todo i € q. Seja ylslllly;;‘;q uma en-

trada nao nula de m(Ay, ..., Aq). Se existe uma subsequéncia (s¥ ... sF ) de
(s’f,...,s’;) (em que 1 <iy < -+ <iy,<qe{sk, ... sF}=n) entio existem
monémios my, . ..,m, € K(X), tais que (a(my),...,a(m,)) € uma sequéncia

completa de Z,, e m = mimsy...My,.

Teorema 2.68. Seja K um dominio de integridade infinito. Os polinomios cen-
trais Z-graduados de My, (K) (M, (K) equipada com sua Z-graduagio candnica)
sequem de:

o 21 (129 — 21 )29 quando afzy) = a(zy) = 0;
21(T1T2x3 — L3271 )20 quando a(zy) = a(zs) = —a(xs) # 0;
o z(x1)20 quando la(z1)] > n;
. Z To(1) - To(n), em que (a(x1),...,a(x,)) € uma sequéncia completa de Z,.
oceH,

Além disso, 21,22 € J;cy Xi- No dltimo polinomio listado acima, assumimos
que |a(z;)| < n para todo i € .

Demonstracao. Seja W o Ty-espago gerado pelos quatro tipos de polinémios
centrais supracitados. Nao ¢é dificil vermos que Tz (M, (K)) C W C Cz(M,(K)).

Por outro lado, seja f(z1,...,2¢) = 22:1 Aimy; € Cp(My(K)) — Ty (M (K))
um polinémio multi-homogéneo. Podemos admitir que cada m; ¢ T7(M,,(K)) e
m; —myj ¢ Tz(M,(K)) para ¢ # j. Além disso, podemos assumir que a(mq) =
—e=a(my) =0.

Pelo Lema 2.65, temos que as entradas nao nulas da diagonal de cada
m;i(A1, -+, Ap) sdo distintas.

Mimetizando a prova do Teorema 2.64, segue o resultado. O
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Capitulo 3

Identidades Zo-Graduadas
da Algebra de Grassmann

Ao longo deste capitulo, K denotard um corpo de charK # 2. Além disso,
Y = {vy1,.--,Yn,...} denotard as varidveis pares, Z = {z1,...,2n,...} as
varidveis impares e X = Y U Z. A d&lgebra de Grassmann estard equipada
com uma Zs-graduacao induzida por ¢g, ou ¢, ou P, OU Ppx.

Usaremos alguns resultados de Regev [36] e Ochir-Rankin [5] no inicio do
capitulo. Os trabalhos de Centrone [10] ¢ Ochir-Rankin [5] contribuiram para
a estratégia usada nos principais teoremas. O artigo de Siderov e Chiripov [11]
motivou a construcao da Ordem Total de SS. O artigo de da Silva e Di Vincenzo
[13] contribuiu com a maioria dos resultados técnicos da secdo Caso 4: Ej.

3.1 Escolhendo uma base para K(X)

Pelo Teorema de Witt (Teorema 1.16), sabemos que Lk (X) é isomorfa a
subélgebra L(X) de (K(X))(~) gerada por X. Desta forma, cada elemento de
L(X) pode ser escrito como combinagao linear de termos de X U Comut(X).

Seja B ={Y1y - e sUnyeersZlyensZnyeensenn, X1, T2), [T1, 23], ..., [X2, 23],

[T2, 4], ., [Tjy s Ty, Ty ooy e oy [Ty - -5 T4, )5 - - -  uma base ordenada de L(X).
Com base no Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (Teorema 1.15), temos que os
elementos abaixo formam uma base linear para K (X) (esta base serd denotada
por Pr(X)):

ai Anyr . b1 b

AR [T LS [ . A L
A1y ny, b1, ..., by, 80 inteiros nao negativos, iy, ..., Ti, [Ty, T ], -,
[Ty T ] € By iy <o <y, < [Ty, 3] < <@gy, 2

3.2 Identidades Zs-graduadas para a algebra de
Grassmann

Nesta segao, apresentaremos algumas identidades Zs-graduadas da dlgebra
de Grassmann sobre um corpo finito.
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O préximo lema é uma sequéncia de fatos bem conhecidos. A prova dos
trés itens pode ser encontrado no livro de Drensky e Formanek (veja o Exemplo
1.1.6 e 0 Lema 1.4.2, [17]).

Lema 3.1. Seja K um corpo de charK # 2. Entdo:
[€1,x2,x3] € Ty, (E);
(21, z2][23, 24] = —[21, T3][2, 74] MOd ([21, 72, 73]) T3, ;
[z1, 22][x2, 23] =0 mod <[acl,302,363]>TZ2 ;

Além disso, se K € um corpo de charK = p > 2, entao:
[z}, 22] =0 mod <[x1,x2,:173]>T22.

Demonstracdao. Para verificarmos o quarto item, basta notarmos que [xf , Ta] =

—[xe, 21,21, -+, x1] (neste comutador, a varidvel 1 ocorre p vezes apds a varigvel
$2). O

Lema 3.2. (Regev. Lema 1.2, item b, de [36]) Seja K um corpo de charK =
p > 2. O polinémio 2} € uma identidade Zs-graduada de E.

Demonstragio. Para provarmos este lema, basta verificarmos que x} é uma
identidade (ordindria) de E*. Tomemos aj + ag € E*, com a; € (Eean)o N E* e
as € (Eeqn)1. Com um célculo simples, obtemos:

(a1 +a2)? = 30 (F)aiad ™ = af + af.

A partir da decomposicdo de a; como combinacgao linear de elementos de
BN (Ecan)o, temos que (a1)? = 0.
Por outro lado, seja as = Y- ; Aig; a decomposi¢ao de as como combinagao
linear de elementos de BN (E.q,)1. Observemos que se n < p, entao ab = 0.
Agora, suponhamos que n > p. Temos:
ag = Z Z )‘il . )\ipgia(l) ..... giu(p) .

1<i1<-<ip<n cE€S,

Contudo:
;S >‘i1 o )\ipgio(l) ..... gia(p) =
TCop
1 !
‘%)\“ ce )‘ip'gh .. -gip - %A“ [N )‘ip'gil . 'gip =0.
Segue-se entao que (a3 + a2)? = 0. O

Lema 3.3 (Fungao de Frobenius para a dlgebra de Grassmann sobre um corpo
finito). Consideremos a aplicag¢go:

V:FE—F
alp+e+eam (alpg+ep +e)b,

em que @ € K,¢1 € (Eean)o NE* € ¢y € (Eean)1- Entio V(alg + ¢ + c2) =
Oép.lE.

Demonstragao. Sejam a € K, ¢1 € (Ecan)o N E* € ¢ € (Eean)1-
Com efeito, para verificarmos esse resultado, basta aplicarmos o argumento
inicial da demonstracao do Lema 3.2:
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(algt+c+ ) =(alg+a)P+d=(alg+a)’) =aPlg+c] =allg.
O

Coroldrio 3.4. Se K € um corpo de charK = p > 2 com |K| = q elementos,
entdo a funcao de Frobenius, restrito a K, € bijetivo.

Coroldrio 3.5. Seja K um corpo de charK = p > 2 com |K| = q elementos.
O polinomio y{'* — y¥ € uma identidade polinomial Zs-graduada de E.

Daqui para frente, K denotard um corpo de charK =p > 2 e com |K| =g¢q
elementos. Além disso, os polinémios de K (X) serao escrito como combinagao
linear de elementos de Pr(X).

3.3 55 e a Ordem Total de SS

Como foi discutido no inicio do capitulo, os polindomios 2} e [z1, 22, 23] sao
identidades Zs-graduadas para FE.

Notemos que se u = zfll cen z?n"ll (@), ] [Ty, - 2y, o2 € Pr(X),
entao:
bi/r
U= (H:«L;l Zi, )[mtmxtz] U [mtzzfuxtzz] mod <[$1a L2, x3]’ Z{)>Tz23
emque 0 < b;, b, <p—1; &, < -+ < x5 A € {—1,0,1}.

Essa equivaléncia motiva a préoxima defini¢ao.

Defini¢ao 3.6. Um elemento f € Pr(X) é chamado do Tipo SS (ou f € SS)
quando:

b b
[ = (yzlll s y?:)(zill ce Zi,:)[le’sz] s [$j2n—l7xj2n:|7 em que

5,t,2n > 025, < -+ < Ty, 1 <aq,...,as,b1,...,0 <p—1.

.~ . n aj, m bi,.
Definicao 3.7. Seja a = ([T;_; v; " )Tty 27 )[@eys Tt,) - - [Ttg_y s T1yy ] € SS.
Definimos:

e beg(a) := (I1"_, y?“)(n;":l zll.):r) ev(a) ==y, ... 70y
o I(Y)(a) = (TT'_ ¥{") e (Z)(a) = (/) 7 )s

o Seby, >1,pr(2)(a) =z, ell1(Z)(a) = (Zbil—l Hm Zbi,,.);

’il r=2 ir,»

Deg,,a: o nimero de ocorréncias da letra x; em beg(a)i(a);

degya = ) cy Degy(a), degza := 3 ., Deg.(a) e dega = degza +
degya.

Definicao 3.8. Sejam u,v € SS, tais que ¥(u) = ¥(v) = 1. Dizemos que
U <jez—rig U quando Degy u < Degy, v para algum z, € X. Além disso,
Deg,u = Deg,v para todo x > x1 (x> x1 com relagdo & ordenagio da base de
L(X) adotada no inicio do capitulo).

O nosso préximo passo serd definir a Ordem Total de SS. Ela serd uma
extensao da ordem da base de L(X) para SS.
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Defini¢ao 3.9 (Ordem Total de SS). Dados dois elementos u,v € SS, dize-
mos que u < v quando:

e degu < degv ou;
o degu = degv, mas beg(u) <iez—rig beg(v) ou;
e degu = degv, beg(“’) = beg(v), mas w(u> <lex—rig 1#(”)

Daqui para frente, os elementos de SS serao comparados pela Ordem Total
de SS. Notemos que se u € SS — {1}, entdo 1 < w.

3.4 p-polinémios

Nesta secao, definiremos os p-polindmios. Esses polindémios e os polinémios
do Tipo-SS serao usados na definicao dos polindmios de teste.

Lema 3.10. (Regev. Lema 1.5, letra b, de [36]) Seja K um corpo finito de
charK = p > 2 e com |K| = q elementos. Se f(y1) € uma identidade polinomial
de E, entao y7? — y7f(y1).

Demonstrag¢ao. Para exemplificarmos, provaremos este resultado para Ejy. Ob-
servemos que f(a.lg) = f(a.lg) = 0, em que o € K. Portanto, y{ — y1 |
fy) e fly1) = Wi —y)filyr). Seja a = (alp +b) € (Ex)o, em que
b=S7 | errar—1€ktal-

Notemos que fi(a) = fi(a.lg) + (b).h(a) para algum polinémio h(y;) €
K(X). Além disso, a? —a = —b e (=b)fi(a) =0, porque f(a) = 0.

Desta maneira:

—() fi(a.1g) = b*.h(a) e, consequentemente, fi(a.1g) = 0.

Sendo assim, (y! —y1)? | f(y1)-
Com um argumento indutivo no expoente de (y{ —y1)", concluimos o resul-

tado. O

Definigao 3.11. Seja f = 22:1 Aymy € K(yi,...,yn) uma combina¢do linear
de elementos de Pr(X), em que ¥(my) = --- = ¢(my) = 1. FEste polinémio €
chamado de um p-polinomio quando:

e Deg,,m; =0 mod p e Deg,,m; < qp, para todo i € {1,...,n} e
jed{1,..., 1}

O espago vetorial dos p-polindmios de K(X) serd denotado por pPol(Y).

Proposicao 3.12. (Ochir-Rankin. Coroldrio 3.1, de [5]) Seja f(y1,--.,Yn) um
p-polinémio. Se f € Ty, (E), entao f € o polindmio identicamente nulo.

Demonstragao. Inicialmente, suponhamos que n = 1. Por hipétese, f € Ty, (FE).

Por outro lado, pelo Lema 3.10, y7? — y7|f(y1). Haja vista que y{? — ¢4 tem
grau pqg e f(y1) € pPol(Y), segue que f = 0.

Suponhamos, por indugao, que esse resultado seja valido para para p-polinémios
em 1,...,n — 1 varidveis.

Escrevamos f = Zg;ol fi(yla s ayn—l)-yﬁia €m que fO(yla s 7yn—1)7 ey
fa—1(y1,...,Yn—1) s@o p-polinémios. Suponhamos, por absurdo, que f seja
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um polindmio nao nulo. Sendo assim, algum f; é um polinémio nao nulo.
Por hipétese de indugao, existem escalares a,...,a,—1 € K, tais que o po-
linémio f;(a1.1g,...,an_1.1g) # 0. Teremos assim que f(aq,...,Qn—1,Yn) é
um p-polinémio nao nulo. Ora, mas isto é uma contradigao, pois o polinémio
f(()q,...,an_l,yn) GTZ2(E). ]

Corolario 3.13. Se f(y1,...,yn) € pPol(Y) — {0}, entao existem escalares
a1,...,an € K, tais que f(ar.1g,...,an.1g) #0.

Demonstragao. De acordo com a Proposicao 3.12, f ¢ Ty, (E). Assim, existem

ai,...,a, € Ep, tais que f(a1,...,a,) # 0. Por outro lado, podemos tomar
a, ..., o, € K| tais que af = azf, ...,oP = aP e os quais satisfardao a seguinte
desigualdade:

f(Oxl.lE,...,Ozn.lE) 7é 0.

Esse fato completa a prova. O

3.5 Polindmios de teste

Nesta sec@o, definiremos os polinomios de teste. Esses polindmios serao
usados na prova dos principais teoremas deste capitulo.

Definicao 3.14. Para qualquera =e;, ...e;, € B—{1g}, definimos: supp(a) =
{€i;y...,e;, } como o suporte de a e wt(a) = |supp(a)| o comprimento-de-
suporte de a. Definimos o suporte e o comprimento-de-suporte de 1g por
supp(lp) = 0 e wt(1g) = 0, respectivamente. Para qualquer g = Y., Nja; €
E — {0}, em que a; € B e \; € K — {0}, definimos: supp(g) := Ul supp(a;)
como o suporte de g e wt(g) := max{wt(a;)|i = 1,...,n} o comprimento-de-
suporte de g. Definimos dom(g) := Zwt(ai):wt(g) Aia; como a parte dominante
de g. Além disso, definimos o suporte e o comprimento-de-suporte de 0 por
supp(0) = 0 e |supp(0)] = 0, respectivamente.

A préxima proposicao é uma consequéncia dos Lemas 3.1, 3.2 e Corolério
3.5.

Proposicao 3.15. Seja >0, \iv; uma combinagao linear de elementos de
Pr(X). Entao:
1
f = Zi:l f7u2 mod <[I17 x2, 'I3}7 Zfa yij - yllj>T22 ’
em que fi,..., fi sao p-polinémios e uy,...,u; € SS € (sao) distinto(s). Além
disso, <[$1’ T2, 353], Z:fv y]fq - yjlo>Tz2 C TZQ (E)

Definicao 3.16. Um polinomio de teste é uma expressao da forma:

f=fo+ E?:l fiug,

em que fo € um p-polinémio, f1,..., fn sao p-polinémios nao nulos. Além disso,
08 termos uy, . .., u, € SS—{1} € (sdo) distinto(s). O termo lider de f (LT(f))
¢ o maior elemento de {uy,...,un,}.

Definicao 3.17. Seja f = fo+ Y., ftur um polinomio de teste, em que n > 2
e degzbeg(LT(f)) > 0. Um elemento u; € {uy,...,u,} € chamado um termo-
ruim de f quando:
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1. Degy(u;) = Deg,(LT(f)) para qualquer x € X. Isto €, u; e LT(f) tém o
mesmo multigrau;
2. Se z # pr(z)(LT(f)), entdo Deg,beg(LT(f)) = Deg,beg(u;);
3. Se z =pr(2)(LT(f)), entdo Deg,beg(u;) + 1 = Deg.beg(LT(f));
4. Sex €Y, entdo Deg,beg(LT(f)) < Deg,beg(u;).
Denotamos o maior termo-ruim de f (termo-ruim lider de f) por LBT'(f).

Lema 3.18. Na notag¢do da Defini¢cdo 3.17, se u; € um termo-ruim de f, temos
que:

1M (Z)(LT(f)) = T(Z) (ui);
S@ 21 = pT(Z)(LT(f)), entao Degz1 (QZJ(UZ» = 1;'
Eziste uma varidvel x € Y, tal que Degybeg(LT(f)) < Degzbeg(u;);

degz(beg(ui)) + degy ((ui)) < degz(beg(LT(f))) + degy (V(LT(f)));
IY)LT(f)) <iew—rig Y )(LBT(f)).

Demonstracdo. As duas primeiras afirmacoes sdo consequéncias da definicao de
termo-ruim.

Terceira afirmagdo: suponhamos por contradicdo que Deg,beg(LT(f)) =
Degybeg(u;) para todo y € Y. Portanto degyy(u;) = degy(LT(f)). Além
disso, notemos que degzv(u;) = degzy(LT(f))+1. Contudo, deg(v(LT(f)))—
deg(1(u;)) é um inteiro par o que é uma contradicao.

As afirmacoes 4 e 5 sdo consequéncia da afirmagao 3 e da defini¢ao de termo-
ruim. O

Definicao 3.19. Sejam f(x1,...,%m) = fot+ Yy frur um polindmio de teste e
u; € {uq,...,up}. Uma Ty,-sequéncia é uma m-upla (a1,...,a;5,...,am) € E™
cujo elemento a; € definido por:

1) Se Deg,,u; =0, aj = 0;
2) Se Deg,,u; > 0, a; é uma soma de elementos homogéneos (cada termo
homogéneo tem coeficiente 1) de Za-grau a(x;). Além disso:
2.1) O mimero de parcelas de aj € Degy u;;
2.2) Se a;1 e ajo sao parcelas de aj, entdo supp(aji)Nsupp(ajz) = 0;

2.8) Se Degy;(1(ui)) = 0, a parcela (as parcelas) de a; tem (tém)
comprimento-de-suporte 2;

tem comprimento-de-suporte 1, mas a outra (as outras) parcela (parcelas)
de a; tem (tém) comprimento-de-suporte 2;

2.4) Se Degy, (¥(u;)) = 1 e Degy;u; > 2, apenas uma parcela de a;

2.5) Se Degy,(Y(u;)) = 1 e Degy,u; = 1, a; tem comprimento-de-
suporte 1.

Adicionalmente, se r # 1, supp(a,) N supp(a;) = 0.
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Definigao 3.20. Seja f(z1,...,2m) = fo+ Y.,y frwr um polindmio de teste,
em que degz(beg(u;)) > 0 para algum u; € {uy,...,un}t. Uma sequéncia Quase-
Tipo-u; € uma m-upla AT,, = (a1,...,a;,...,ay) € E™ que € definida como
uma sequéncia do Tipo-u;, com exce¢do da propriedade 2.3. No lugar dessa
propriedade, as sequintes propriedades sao satisfeitas:

1. 1) Se xj # pr(z)(u;) e Degy,;((ui)) = 0, a parcela (as parcelas) de a;
tem (tém) comprimento-de-suporte 2;

2. 1) Se x; = pr(z)(u;), Dege,(¢¥(u;)) = 0 e Dege,;(u;) > 2, apenas uma
parcela de aj tem comprimento-de-suporte 1, mas a outra (as outras) tem
(tém) comprimento-de-suporte 2;

8. III) Se xj = pr(z)(u;), Dege, (¥(u;)) = 0 e Degy,(u;) = 1, entdo a; tem
comprimento-de-suporte 1.

Na notagao da defini¢ao 3.19 (respectivamente defini¢ao 3.20), dizemos que
um elemento g € B é completo com relacdo a Ty, (respectivamente AT,,)
quando:

supp(g) = (U;Z, supp(a;)).

Definicao 3.21. Seja f(z1,...,Zm) = fo+ Yopyq frus um polindmio de teste.
Uma sequéncia Escalar-f € uma m-upla (M .1g, ..., An.1g) € (K.1g)™, em que
Ni=0sex; € Z.

Os dois préximos lemas podem ser deduzidos do teorema binomial.

Lema 3.22. Seja u(z1) = z* um polinomio de teste. Se (3.~ a;) € uma
sequéncia do Tipo-u e (A1.1g) € uma sequéncia Escalar-f, entdo:

o dom u(} ;" a;) =mlay..... Gy s
e dom u(M.1g+ > i a;)=mlay..... Com -

Lema 3.23. Seja u(z1) = 2" wm polinémio de teste. Se (3.~ a;) é uma
sequéncia Quase-Tipo-u, entdo:

e dom u(} ", a;) =mla..... Ay, -
Lema 3.24. Seja f(z1,...,2m) = > 4y frur um polinémio de teste. Conside-
remos u; € {uy,...,u,}. Se hd uma sequéncia do Tipo-u; (Ay,..., An), entdo:

o dom(u;(A1,...,An)) = A.g, em que A € K — {0} e g € B € completo com
relagao a T, ;

e Se (M.1g,...,A\n.1g) € E™ é uma sequéncia Escalar-f, entio
dom(ui(M g+ A1, ..., A lp + Ap)) = dom(ui(A, ..., Am)).
. . Degqe ;ui
Demonstragdao. Primeiramente, definamos A; =", |7 a;.
De acordo com a hipétese, existe uma sequéncia do Tipo-u; T,,. Além disso,
pelo Lema 3.22:

dom(ui(Al, ce ,Am)) = dom(u,»(/\l.lE + Al, ey )\m-lE + Am)) =
(L4 ) TT aji),

(4:k(G))ex
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em que
21 = deg(¥(u;)), n, = Deg,, beg(u;);

X(]) = {(j7k(]))|k(j) =1,.. 'aDegwjui};

X = U;n:1 X (7).
[
Repetindo a prova do Lema 3.24, é possivel verificarmos que:
Lema 3.25. Seja f(x1,...,%m) = Y1y ftur wm polinomio de teste, em que
degzbeg(u;) > 0 para algum u; € {uq,...,un}. Se existe uma sequéncia Quase-

Tipo-u; (Ay,...,An), entdo:

o dom(u;(A1,...,An)) = Ag, em que A € K — {0} e g € B é completo com
relagdo a ATy, ;

o Se (M.1g,...,Am.1g) € E™ ¢ uma sequéncia Escalar-f, entdo
dom(ui()\l.lE + A, Al + Am>) = dom(ui(Al, R ,Am)).

3.6 Termos lideres

Nesta secao, provaremos alguns resultados que serao usados nas préximas
quatro secgoes.

Lema 3.26. Sejam f(x1,...,Tm) = > pq Ut um polinomio de teste e
(Mlg, ..., \mlEg) uma sequéncia Escalar-f. Se existe uma sequéncia do Tipo-
LT(f) (A1,...,An), entdo:

o dom(f(Mlg+ A1,....;  \mle + Ap)) = dom(LT(f) (A1, ..., An)).
Além disso, se n > 1 e u; < LT(f), entao:

Demonstra¢ao. Se n = 1, a prova é uma consequéncia imediata do Lema 3.24.
Suponhamos que n > 1 e consideremos u; < LT(f).

Para provarmos este lema, basta verificarmos que nenhuma parcela de
dom(u;(M-1g + A1,..., Am.1p + Ay)) é completa com relagao a (A, ..., Ap).

e Caso 1: degu; < degLT(f). Neste caso, hd uma varidvel z; que aparece
mais vezes em LT(f) do que u;. De acordo com o enunciado, (41,..., A,)
¢ uma sequéncia do Tipo-LT(f). Desta forma, se Deg, beg(LT(f)) é
maior que Deg, beg(u;), entdo a parcela (as parcelas) de u;(Ai.1p +
Ar,.. A lg + Ay) tem (tém), no méximo, |supp(A4;)| — 2 elementos
de supp(A;). Se Degy,;(beg(LT(f))) = Degs;(beg(u;)), entdo a parcela
(as parcelas) de u;(M.1g + A1, ..., A 1g + 4;) tem (tém), no maximo,
|supp(A;)| — 1 elementos de supp(A;).

o Caso 2: degu; = degLT(f) e beg(w;) <iex—rig beg(LT(f)). Nesta situagao,
hé uma varidvel z; que aparece mais vezes em beg(LT(f)) do que beg(u;).
Sendo assim, a parcela (as parcelas) de w;(A1.1g + A1,..., A 1g + Ap)
tem (tém), no maximo, |supp(A;)| — 2 elementos de supp(A4;).
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o Caso 3 degu; = degLT(f), beg(LT(f)) = beg(us), mas ¥(us) <ieo—rig
W(LT(f)). Neste caso, hd uma varidvel x; que aparece em ¢ (LT(f)), mas
nao aparece em ¢ (u;). Portanto, a parcela (as parcelas) de
u;(M.1g + A1, A le + Ayy) tem (tém), no méximo, |[supp(A4;)| —1
elementos de supp(A4;).

O

Lema 3.27. Sejam f(z1,...,Zm) = Y 1y us um polindmio de teste
(degzbeg(LT(f)) >0) e (M.1g,...,Am.1g) uma sequéncia Escalar-f. Se f ndo
admite um termo-ruim e eviste uma sequéncia Quase-Tipo-LT(f) ATprp) =
(A1,...,An), entao:

o dom(f(Mlg+ A1,...;  \mle+ Ap)) = dom(LT(f) (A1, ..., An)).
Além disso, sen > 1, eu; < LT(f):

Demonstracao. Se n =1, a prova é imediata.

Notemos que Degy, .y (LT(f)) = 0. Suponhamos que n > 1 e consi-
deremos u; < LT(f). Basta provarmos que nenhuma parcela de
dom(u;(M-1g + A1,..., Am.1g + Ay)) é completa com relagdo a (A, ..., Ap).

o Caso 1: deg(u;) < deg(LT(f)). A andlise deste caso é similar ao Caso 1
do Lema 3.26.

e Caso 2: deg(u;) = deg(LT(f)), mas beg(u;) <iez—rig beg(LT(f)).

Subcaso 2.1: Existe uma varidvel z; € X — {pr(2)(LT(f))}, tal
que Deg, beg(u;) < Deg,;beg(LT(f)). Neste caso, nao é dificil ver que
nenhuma parcela de u;(M.1g + A1, .., A le + Ay,) contém mais de
|supp(A;)| — 2 elementos de supp(A;).

Subcaso 2.2: Degpr(.y(nr(f))beg(wi) < Degpryrry LT (f) e
Deg,beg(LT(f)) < Degibeg(u;) para qualquer x € X — {pr(z)(LT(f))}.

Notemos que se Degpr(z)(LT(f))beg(LT(f))—Degpr(z)(LT(f))beg(ui) =
1, u; e LT(f) tém o mesmo multigrau, existe uma varidvel x € Y, tal que
Deg,beg(u;) < Degybeg(LT(f)), j& que u; ndo é um termo-ruim. Se
Degpr ) or(r)beg(LT(f)) — Degpryrr(s)beg(us) = 1, u; e LT(f) nao
tém o mesmo multigrau (Degpr.)nr(s)¥(ui) = 1), existe uma variavel
x € X —{pr(2)(LT(f))}, tal que Degyu; < Deg, LT(f). A parte restante
da prova é similar ao Caso 1 do Lema 3.26.

Subcaso 2.2.1: Degyriynr(f)beg(LT(f))—=Degpr 2y Lr(f))beg(us) >
1. A andlise e a conclusao deste caso sdo similares ao Subcaso 2.1.

Subcaso 2.2.2: Degp, ) nr(f)beg(LT(f))—Degpr2yLr(s))beg(u:) =
1, u; e LT(f) nao tém o mesmo multigrau. Se Degp,(.) (5% (ui) = 0,
a andlise é similar ao Caso 2 do Lema 3.26.

e Caso 3 degu; = degLT\(f), beg(u;) = beg(LT(f)), mas v(u:) <teo—rig
Y(LT(f)). A andlise deste caso ¢é similar ao Caso 3 do Lema 3.26.

O
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Lema 3.28. Sejam f(z1,...,Zm) = 2;1 up um polindémio de teste
(degzbeg(LT(f)) >0) e (M.1E,...,A\m-1E) uma sequéncia Escalar-f. Se f ad-
mite um termo-ruim e existe uma sequéncia Tipo-LBT(f) (A1,..., An), entao:

] dom(f()\llE + A, Al + Am)) = dom(LBT(f)(Al, R ,Am)).
Além disso, se u; # LBT(f):
wt(ui()\l.lE + A, . Al + Am)) < wt(LBT(f)(Al, cey Am))

Demonstra¢do. Basta provarmos que se (Ay,..., A, ) é uma sequéncia Tipo-
LBT(f) e u; # LBT(f), entdo nenhuma parcela de
dom(u;(M.1g+ A1,..., Am-1g + Ay)) é completa com relagao a (A, ..., An).

e Caso 1: u; < LBT(f). Basta repetirmos a prova do Lema 3.26.

e Caso 2: LBT(f) < u; < LT(f), mas uw; e LBT(f) néo tém o mesmo
multigrau. Primeiramente, notemos que deg(LBT(f)) = deg(u;). Nesta
situagao, deverd existir z; € X, tal que Deg,,u; < Deg,, LBT(f). A parte
remanescente da prova ¢é similar ao Caso 1 do Lema 3.26.

e Caso 3: LBT(f) < u; < LT(f), u; e LBT(f) tém o mesmo multigrau.
Pela definicao de termo ruim: deg(LT(f)) = deg(u;) = deg(LBT(f)) e
IL(Z2)(LT(f)) = I(Z)(LBT(f))-

Assim TU(Z)(LBT(£)) Sieorig IUZ) () Sieo—rig T(Z)(LT(F)).

Subcaso 3.1: II(Z)(u;) = II(Z)(LT(f)). Neste caso, II(Y ) (i) <iex—rig
II(Y)(LT(f)), porque beg(u;) <iex—rig beg(LT(f)). Por outro lado,
INY ) (LT(f)) <iex—rig H(Y)(LBT(f)). Sendo assim, deverd existir x; €
Y, tal que Deg,,beg(u;) < Deg,,beg(LBT(f)). A conclusdo da prova é
similar a conclusao do Caso 2 do Lema 3.26.

Subcaso 3.2: II(Z)(u;) <iex—rig I(Z)(LT(f)). Nesse caso,
II(Z)(LBT(f)) = II(Z)(u;). Pelas defini¢des de termo ruim e termo ruim
lider, deverd existir x; € Y, tal que Deg,, beg(u;) < Deg,,beg(LBT(f)).
A conclusdo é similar a prova do Caso 2 do Lema 3.26.

O

Proposicao 3.29. Seja f(x1,...,2m) = fo+ 21—y frur um polinémio de teste.
Se existe uma sequéncia do Tipo-LT(f) Trrsy = (A1,..., Am), entdo existe
uma sequéncia Escalar-f (M. 1g,..., A\m.1g), tal que:

dom(f(M 1+ A1, ..., A1+ An)) = Mg,
em que X € K — {0} e g € B € completo com relagio a Trr(y).

Demonstra¢do. Suponhamos, sem perda de generalidade, que LT(f) = u;. De
acordo com o Coroldrio 3.13, existe uma sequéncia Escalar-u; (A11g, ..., Am-1g),
tal que fi(Alg,..., Anle) =a.lg #0.

Consideremos o polinémio g = Y ; u;. De acordo com a hipdtese, existe
uma sequéncia do Tipo-u; (A1, ..., Ay,). Desta forma, pelos Lemas 3.24 3.26,
temos que

dom(g(M.1g + A1,..., A1+ Ap)) = dom(ur(Ag, ..., Ap)) = Mg # 0,
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em que g € B é completo com relagao a T,,,. Além disso, se n > 2 e u; < us:
wt(ui()\l.lE + A, A e + Am)) < wt(ul(Al, ey Am))

Por outro lado, pelo Lema 3.24:
dom(uy(Ay, ..., Ap)) =dom(uy(M\.1g + A1, ..., Am-1g + Ap)) e consequente-
mente:

dom(f()\llE + Ay, Al + Am)) =
fl()\l.lE, ey )\m.lE).dom(ul(Al, ey Am)) = a/\g

O

Proposicao 3.30. Seja f(x1,...,2m) = fo+ Y 1y frus um polinémio de teste
(degzbeg(LT(f)) > 0) que nao admite um termo ruim. Se existe uma sequéncia
Quase-Tipo-LT(f) ATprp) = (A1,..., Am), entdo existe uma sequéncia Escalar-
f g, ., A 1E), tal que:

dom(f(M.1g+ A1, ..., A1+ An)) = Mg,
em que X € K — {0} e g € B € completo com relagao a ATy py).

Demonstracao. Basta repetirmos a prova da Proposicao 3.29, mas com duas
ressalvas: no lugar do Lema 3.24, nés aplicaremos o Lema 3.25; no lugar do
Lema 3.26, nés aplicaremos o Lema 3.27. O

Proposicao 3.31. Seja f(21,...,2m) = fo+ 2.1y frus um polinomio de teste
(degzbeg(LT(f)) > 0). Se f admite um termo-ruim e existe uma sequéncia do
Tipo-LBT(f) Trpr(s) = (A1,...,An), entdo existe uma sequéncia Escalar-f
M dg,..., A\ 1g), tal que:

dom(f(M.1g+ A1, ., A1+ An)) = Mg,
em A € K — {0} e g € B € completo com relagio a Tr,pr(y)-

Demonstra¢ao. Basta repetirmos a prova da Proposi¢ao 3.29, mas com duas
ressalvas: no lugar do Lema 3.26, nés aplicaremos o Lema 3.28; assumimos que
LBT(f) = u;. O

3.7 Caso 1: E,.,,

Nesta sec@o, descreveremos as identidades para a &dlgebra de Grassmann
munida de sua graduacao canodnica.

Como sabemos, (E¢gn)o = Z(E) ={a € Elab="ba V b€ E} e ab= —ba
para todo a,b € (Eeqpn)1. O proximo Lema jé foi discutido no Exemplo 1.27.

Lema 3.32. Os polinémios
1, 2], [Y1, 22] € 2122 + 2021
sao identidades polinomiais para Eeq,.

Uma consequéncia do fato que f(z1,22) = 2122 + 2221 € Ty,(Eean) € a
seguinte resultado:
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Corolario 3.33. O polinémio z¥ é uma identidade polinomial para Eeq, quando

k> 1.
Demonstracao. E suficiente notarmos que 271 (21, 21) € Ty, (Ecan)- O
O préximo teorema é o resultado principal desta secao.

Teorema 3.34. Seja K um corpo de charK = p > 2 com |K| = q elementos.
As identidades Zo-graduadas de E (com graduagao induzida por ¢g) sequem de:

[ylv yQ]a [ylv 22]7 Z129 + 2221 € y;fq - y;f

Demonstragio. Seja I o Ty,-ideal gerado por [y1,ya), [y1, 22|, 2122 + 2221 € Y} —
y}. Pelos Lemas 3.32 and 3.33, nao ¢ dificil vermos que I C Ty, (Ecqn)-

Suponhamos, por contradi¢ao, que exista f = >°._ Nv; € Ty, (Eean) — 1,
em que vq,...,v, € Pr(X) é (sdo) distinto(s). Notemos que f nao é um p-
polinémio.

De acordo com o Corolério 3.33, o polinémio 2f € Ty, (E.q,) sempre que
k > 1. Notemos que [z1, z2] = 22122 mod I.

Sendo assim, f pode ser um polinémio de teste dos seguintes tipos:

l Ai‘ Ai m A
f=fo+> - fivi - ym " [21,22] - [2n—1, 2n] se m € par ou,
f:f0+zi:1fiy1 1ym Z1 ou,
l A Aim , .
f=fo+> 1 fivi"' - ym "z1]22, 23] -+ - [2n—1, 2n] se n é impar maior que 1.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que LT(f) = yfl‘l ‘e yfll”";

Args o Aim >0e f=f(yi, s Ym, 21,770 5 Zn)-

Notemos que f nao admite um termo ruim. Quando n é par, esta conclusao
segue da definicao de termo ruim. Quando n é ifmpar, a conclusao segue da
definicao de termo ruim e da quarta propriedade de termo ruim enunciada no
Lema 3.18.

O restante da prova serd feita em casos.

Para n par. Nesta situacdo, (e1ez + -+ + €a(p,)—1€2(by)s - - - »
Co(s st b) 412t by T TSI, b)) -1€2(ST b)) M1 -5 €M),
em que bj = Ay j e M =2(bi+---+by,), é uma sequéncia do Tipo-LT'(f).
Por outro lado, pela Proposicao 3.29, nés temos que f ¢ Ty, (Ecqn). Isto
¢ uma contradigao.

Para n impar. Nesta situacdo, a sequéncia acima é uma sequéncia Quase-Tipo-
LT(f). Entretanto, pela Proposi¢ao 3.30, nés temos que f ¢ T7,(Ecan)-
Novamente uma contradigao.

O

3.8 Caso 2: F

Nesta secao, nds descreveremos as identidades Zs-graduadas para F.

Teorema 3.35. Seja K um corpo de charK = p > 2 com |K| = q elementos.
As identidades Zo-graduadas de E (com gradua¢do induzida por ¢o) sequem
de:
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P Ppq P
[m13x27x3]a21 ey — Y-

Demonstracdo. Seja I o T7z,-ideal gerado pelas trés identidades acima. E claro
que I C Ty,(Fw). Suponhamos, por absurdo, que I & T7,(F+). Sendo assim,
pela Proposicao 3.15, hd um polinomio de teste f = fo+> i, fit; € Tz, (Eoo)—
1.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que:

a Qn Anq+1 An, b bm bm +1 bm
LT(f) =y o Un) Y N1 e Yna 2 Zmy 2 e Zmy
[yn1+17yn1+2] s [ynzayn2+1] s [ylmzml-i-l] cee [Zm2—1ﬂ Zm2] s [212—17 le]
em que N1 < ng < li,m; < mao < la; @1,...,0n,,01,...,bm, > 0 e f =

f(yla~~~ayl1>217~'~7zlz)'
Consideremos a seguinte aplicagao:

&y, Y, 21,2, = E
a
Y1 = 21;1 €41—2€4]
@ an,
Yny Zl:a1+"'+anl—1+l €4]-2€4]

Ang41

Yna+1 > €4 a2 T PR €4, an)+41Ca(X M ai)+4l+2

Yny
Ang

Casm2 ar)2(na—nn) T 2T CATIZ ) 42(ms—ma ) 441242 ) +2(na—ma) 44l
Ynot1 = €472 a;)+2(na—na1+1)

Y = a2, a)+2(li—na)
b
21— Zlil €21—1€M+21

171.+.~:-+bml
Fmy Zl:b1+-~~+bml,1+1 €21-1€M+21
b1+ +bmy 41
Zmil T ey (S b1 T Zl:b1+"'+bm1+1 €21+1€eM+21

bit b,

Zmy 77 o2y Lo (my —my)—1 T Zl:b1+~~+bmrl+1 €2(l+mz—mi)—1€M+21

Zma+1 7 €2(S2 bytma—ma)+1

Zly 7 €o(2 b))+ 2(ly—ma ) — 1

em que M = 43", a;) + 2(l1 — na).
Notemos que (¢(y1),...,0(y1,), d(21),...,d(z1,)) é uma sequéncia do Tipo-
LT(f). De acordo com a Proposicao 3.29, temos que f ¢ 17,(Ex) 0 que é uma

contradigao.

O
3.9 Caso 3: E-
Nesta secao, descreveremos as identidades Zo-graduadas de Ej-.
Lema 3.36. O polinémio
21 Rk+1 (3'1)

€ uma identidade para Ep-.
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Demonstra¢ao. Notemos que zp ...zgy1 ¢ um polindmio multilinear. Assim
basta avalia-lo em B.

Com efeito, seja S = {a1, - ,ar+1} C BN (Eg); um multiconjunto. Note-
mos que ha dois elementos ay,as € S, tais que supp(ai) N supp(az) # 0. Logo,
ai -+ ap+1 = 0 0 que mostra o resultado. O

Corolério 3.37. Quando p > k, a identidade 2} € consequéncia de z1 ... zg11.

Corolario 3.38. O polinomio

Azl el lya1 vaillza 2] [2aen 0 Zaan)
em que | > 0;a1, -+ ,an, > 0;q1 < -+ < qam €2m+ > ja; > k+1¢
consequéncia de zy ... zgy1. Além disso, o polinémio

Z%I ce Ztnl,n [ylv yQ} v [y21—17 Zch][zfnvz%] s [Zq2m7ZLI2m+1]7
em que l > liay, -+ ,an > 0;q1 < -+ < @omy1 €2m+1+ >0 ja; > k+1

também € consequéncia de zy ... zZg41-

Definicao 3.39. Um elemento a € SS € chamado do Tipo-1 (ou u € SS1)
quando:

o degz(beg(a)) +degz(¢(a)) < k.
A préxima proposi¢ao é uma versdo da Proposigao 3.15 para Fj«.

Proposigao 3.40. Seja f = > | \iv; uma combinagao linear de elementos de
Pr(X). Entdo:

fEZ?zl flu’t mod <[(E1,(E2,.’L’3],Z§),yfq—y‘f,Zl...Zk+1>TZQ,

em que f1,...,fn s@o p-polinémios e uq,...,u, € SS1 é (sao) distinto(s).
Além disso, ([x1, 29, 23], 21, 1" — Y7, 21 - - - 2kr1) 1, C Tz, (Eg-).

Teorema 3.41. Seja K um corpo finito de charK = p > 2 com |K| = ¢
elementos. As identidades Zo-graduadas de E (com graduagdo induzida por
¢r~) seqguem de:

P pq . p
[z1, T2, @3], 2, 21 - - 2641 € YTT — YT

Demonstracao. Seja I o T7,-ideal gerado pelas quatro identidades acima. Su-
ponhamos, por contradigao, que I & Ty, (Ey+). De acordo com a Proposigao
3.40, existe um polinomio de teste f = fo + Y ., fiti € Tz, (Ex+) — I, em que
UL, ..., Uy € SS1 — {1} é (sfo) distinto(s).

Nos podemos supor, sem perda de generalidade, que:

_ a Any Qnqt+1 Any b b, bmy+t1 bm
LT(f) =y Yy Y W1 Una 2 Zmy Z e Zmy
[yn1+1ayn1+2] L] [yn27y’ﬂ2+1] L] [yl17zm1+1] L] [Zmzfl7 Zmz] L) [212717 le]?
em que Ny < ng < li,my < ma < la; a1,...,0n,,b01,...,0p, > 0e f =

f(yla"'ayllvzla---7Zl2)-
Consideremos a seguinte aplicagao:
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O Ay, Y 21,2 = B

a
Y1 Dt k2l 1Ck42l

ar+tan
Ynn 7 Dy et 141 Ch20—1€k 21

Gnq+1
Ynit1l = €kt 2(arttan, )+l T el Cht2(aytotan, )+20Ck+2(as 4 tan, ) 42041

Yny 6k+2(a1+w+an2,1)+(n2—n1) +

Angy
PRy, Ck+2(a14+any—1)+(n2—n1)+201—1€k+2(ar1++any—1)+(n2—n1)+2l
Yna+1 = €k42(a1++any—1+an, )+(na—n1)+1

Y Ck+2(art - +any—1+any)+(l1—n1)
b
21 YL €1eQ

bbby
Zmy 7 Dby g by 141 CEQH
b1t tbmq 41
Zmi41 7 Cbyfeedbyy, +1 T El:bl+...+b7”1+1 Cl+1€Q+1

-
Zmy T Chytoetbmy 1+ (ma2—my) +2000 Cltbit by —14(m2—m1) CQ+b1 4+ +bmy 1+l
Zma+1 F7 €741

le = eT-‘rlz—mzv

emque Q=k+2(a1+ - +an,—1+an)+li—n)eT =by+ - +bp,—1+
b, + (Mo —myq).

Notemos que (¢(y1),...,0(y1, ), d(21),...,d(z1,)) é uma sequéncia do Tipo-
LT(f). Pela Proposicéo 3.29, temos que f ¢ Ty, (E})-); absurdo. O

3.10 Caso 4: E}

Nesta secao, descreveremos as identidades Zo-graduadas de Ej. Inicial-
mente, apresentaremos algumas identidades.

Lema 3.42. Os seguintes polinémios

1. a) hi(y1,.-  Ykt1, @) = [Y1,92] - [Ykt1,2], em que k € par e z € X —
{y17'~'7yk7yk+1} (]')’

2. b) h2(y17 cee 7yk+1) = [ylva] s [yka yk+1]) em que k¢ Z/mpm" (2)7
sao identidades polinomiais para Ej.

Demonstra¢ao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que k > 0 seja um
nimero par. Notemos que o polindmio h; é multilinear. Assim, é suficiente

avalid-lo em B. Sejam S = {ai,...,ax+1} C BN (Eg)p um multiconjunto e
S" = {b1} € BN (Ek)a(z)- Se algum elemento de S U S” tém comprimento-
de-suporte par, é claro que hi(ai,...,ak4+1,b1) = 0. Por outro lado, se to-

dos os elementos de S tém comprimento-de-suporte fmpar, nao é dificil ver-
mos que existem a;,a; € S,tais que supp(a;) N supp(a;) # {}. Portanto,
hl(a17...,ak+1,b1):0. O
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Sejam T" = (i1,...,4) e T = (J1,...,j:) duas sequéncias de inteiros positivos
(estritamente crescentes),tais que t é par, [+t =mem = {i1,..., 0, J1,.--,Jt}
Definimos:

fT(Zla R Zm) = Ziy - - % [Zjl’zjé} s [th—17zjt]'
Do mesmo modo, sejam T" = (i1,...,4) e T = (j1,...,j:) duas sequéncias

de inteiros positivos (estritamente crescentes),tais que ¢ é fmpar, [ +¢t = m e
m={i1,...,4,J1,--.,j¢ . Definimos:

hT(ylvzlv .. '72711) = Zjq - - Ry [y17zj1] R [th—l’zjt]'

Definicao 3.43. Seja m > 2. Definimos:

Im (21, zm) = > (=2)7= fr(z1,...,2m).

|T| € par

Além disso, definimos: g1(z) = z.

Lema 3.44. (da Silva e Di Vincenzo. Lema 17, de [13]) Seja I o Tyz,-ideal
gerado por [x1, T2, x3]. As sequintes equivaléncias (mddulo I) sio vdlidas:

@) gm41(215 -, Zmt1) = 219m (225 -+, Zm1)+H(=2) " 21, 22lgm—1(23, -+, Zma)
(—2)71(2?23 Z9 ... Zi,l[zl, Zi]gm7i+1(«zi+1a ey Zm+1))+(—2)7122 e Zm [2’1, Zerl];

b) gmt1(21,- - Zm1+1) = gm (225 -+ 2m) 2m1H(=2) "z 2mga]gm-1 (21, - Zme1)+
(72)71(2?7:'_2 VAT Zi—l[zi7 Zm+1]gm_i(zi+1, ey Zm))+(72)7122 .. Zm [217 Zm+1].

Seja S € N —{0}. Consideremos a seguinte aplicagao:

¢s : F(X) — F(X)

Yi 7 Yit| S|

Zi & i quando 1€ 8
Zi — z4 quando i¢ S

Notemos que a aplicagdo ¢g pode ser estendida a um endomorfismo (or-
dinério) de K(X). Denotaremos este endomorfismo também por ¢g. Apesar do
endomorfismo ¢g ser ordindrio, notemos que

¢S(<[xla $2,$3]>TZ2) C <[-’E1,$2,.’IJ3]>TZ2.

Lema 3.45. Um polinémio multilinear f(z1,...,2m) é uma identidade gradu-
ada para Ey se, e somente se, ¢ps(f) € uma identidade para E.qn para todo
S c{l,...,m} com |S| <k elemento(s).

Demonstragao. O caso em que k = 0 é imediato.
Daqui para frente, suporemos que k > 0. Seja f(z1,..., z;,) uma identidade
para E). Para fixarmos as ideias, suponhamos que S = 1 C m. Sendo assim,

(¢S(f)) = f(yh- <oy Yny B4l - - -,Zm)-
Nao é dificil vermos que ¢g(f) é um polindémio multilinear, e assim, basta
verificarmos, a menos de endomorfismo Zs-graduado de E,,, que:

(¢S(f))(el-ek+17 <o EnClhin, Chtntly - ek+m) =0.
Haja vista que f(z1,...,2m) € Tz,(Ex), temos:

(¢S(f))(elek+la sy EnCldn, Chpntly .., ek+m) =
flerersi,- -, enthon, Chtntls---sChym) = 0.
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Reciprocamente, suponhamos que ¢g(f(21,-..,2m)) € Tz, (Ecan) para todo
S c{l,...,m} com |S| < k. Suponhamos, por absurdo, que f(z1,..., Zy,) ndo
seja uma identidade para Ej. Visto que f é um polindémio multilinear, existem
elementos aq, ...,
am € BN (Ey)1,tais que f(a1,...,an) #0. E claro que supp(a;) N supp(a;) =0
quando ¢ e j sao distintos.

Definamos o seguinte subconjunto de m: B = {i € m;|supp(a;)| é par} e
fagamos S = B. Conforme a hipétese, temos que (¢s(f)) € Tz,(Ecan). Ora,
mas (¢s(f))(a1,...,am) = f(ai,...,am) # 0 0 que é uma contradigao. O

Notemos que ga(21,22) = 2120+ (—2) 7121, 20] = 27 (2122+2221) € Ty, (Ep).
Mais geralmente, temos a seguinte proposigao.

Proposicao 3.46. (da Silva e Di Vincenzo. Proposi¢ao 18, de [13]) O po-
linémio gr+2(21, .- ., 2k+2) € uma identidade para Ej,.

Demonstracao. Com base no Lema 3.45, para demonstrarmos esta proposicao,
basta provarmos que ¢g(g(21, ..., zk+2)) € Tz, (Ecan) paratodo S C {1,...,k+
2} com |S| < k.
Suponhamos que k£ 4+ 2 = 3. Por definigao, temos:
g3(21, 20, 23) = 212023 + (=2) "L21[22, 23] + (=2) 1221, 23] + (—=2) L2321, 22).
Seja S C {1,2,3} um subconjunto com um elemento. Suponhamos que
S = {1}. Sendo assim:

0s(93(21, 22, 23)) = Y12023 + (=2) " 1[0, 23] + (—2) " 22[y1, 23] +
(=2)t23[y1, 22) =0 mod Ty, (Ecan)-

Logo, pelo Lema 3.45, temos que g3(z1, 22,23) € Tz, (F1). Suponhamos, por

indugéo forte, que a proposicao seja vélida para g4 € T7,(F2),...,gk+1 €
Tz, (Ek_1).
Consideremos S C {1,...,k + 2} um conjunto com |S| < k elementos.

Caso 1: Suponhamos que k + 2 € S. Pelo item b do Lema 3.44, temos que

s(grr2(21, .- 2142)) = ds(Grr1(22, .-, 2041))Uky2 mod  Tz,(Ecan),
pois [z, Yk+2)s [¥, Ykt2] € Tzy(Fean). Por outro lado, pela hipétese de
indugéo e o Lema 3.45, temos que ¢s(gr+1(21,. .-, 2k+1)) =

s qhr2y (Grr1(21, -5 2611)) € Tz, (Eean)-

Caso 2: Suponhamos que 1 € S. Este caso é analogo ao Caso 1, mas com uma
excecao: o item b do Lema 3.44 sera substituido pelo item a do Lema 3.44.

Caso 3: Suponhamos que 1,k+2 ¢ S.

Subcaso 3.1: S = {2,3,...,k+ 1}. Este item é uma aplicacao ime-
diata do item a do Lema 3.44. Ao efetuarmos os cédlculos, recairemos na
seguinte equivaléncia: ¢s(grr2) = 21Y2 - - - Ykt12k+2 — Y2 - - - Ykt 121 2k+2 =
0 mod Tz,(Ecan).

Subcaso 3.2: S G {2,...,k+ 1} e |S]| < k. Consideremos
j€{2,...,k+1} =S o maior possivel. Aplicando de forma conveniente o
Lema 3.44, concluiremos que ¢g(gr1+2(21,- -, 2k+2)) =0 mod Tz, (Eean)-
Isto completa a demonstragao.



CAPITULO 3. IDENTIDADES DA ALGEBRA DE GRASSMANN 50

O

Coroldrio 3.47. Os polindmios multilineares [gr+1, Y] € gr+1[2k+2,y] sdo iden-
tidades graduadas para E.

Demonstracdo. Os polindmios citados acima sao multilineares. Por isto, é su-
ficiente avalid-los em elementos de B. Se k = 0, é claro que [z1,y], z1[22,y] €
Ty, (Fo).

Suponhamos que £ = 1. Observemos que g3 = 2122 +
(=2)71[21, 22) € Ty,(Ep). Notemos que se a € BN (E1)o (respectivamente
a € BN (E1)1) e |supp(a)| é impar (respectivamente |supp(a)| é par), entdo
supp(a) N {e1} = {e1}. Com isto, temos que se a1,as,a3 € BN (E1)1 e ag €
BN (E1)o, entao [ga(a1,as),aq) = go(a1,az)las,as] = 0.

Suponhamos que k > 2. Seja E’ a élgebra de Grassmann unitdria gerada
por V' ={e1,...,€,...,€n,...} (& significa que e; ¢ V). Notemos que E' =
(E'N(Ek)o)®B(E'N(EY)1). Por outro lado, E’ e Ej_; sdo superédlgebras isomorfas
e portanto gip4+1 € Tz, (E’). Repetindo o argumento feito para E7, segue-se que
[gk-‘rl’ y]’ gk+1[zk+2a y] € TZz (E)7 como desejado. O

Corolario 3.48. Se p > k+ 1, a identidade zP € consequéncia da identidade
Jk+2-

Demonstragao. De fato, notemos que ggy2(z1,...,21,22) = zf“zz +

(k +1)(—=2) " 2F[21, 22). Logo, gria(21,...,21) = 2872, Sendo assim, quando
p > k + 2, concluimos que o polindomio zP é uma consequéncia da identidade
graduada gg4o. O

Corolario 3.49. Os seguintes polinomios sdo identidades para Ej:

o hy = gr_i1+2(21, s 2k—142)[Y1,Y2) - - - [yi—1,w1), em que 0 <1<k el é um
nidmero par  (3);

® hy = gr-i1+2(21, s 2k—142) [Z—1+3, V1l[y2, ya] - - [vi-1, wi],
em que 1 <1<k el éum nimero impar (4);

o hy = [gr—it2(21, .y 2k—it2)sY1] - [Yi—1, 1], em que 1 <1 <k el é um
nidmero impar  (5).

Demonstracao. Ha dois casos a considerar:

e Seléimpar. De acordo com o Corolario 3.47, gk —1+2[y, 2k—1+3), [gk—1+2, Y] €
Tz, (Ek—1+1). Por outro lado, nédo é dificil vermos que gx—;42[y, 2k—i+3] €
Tz, (Ek—i+1) (respectivamente [gx_;+2,Yy] € Tz,(Ek—1+1)) se, e s6 se, hg €
Ty, (Ey) (respectivamente hs € Ty, (Ex)).

e Se | é par. Com base na Proposigao 3.46, gip—i+2 € T7,(Ek—;). Por um
raciocinio andlogo ao caso anterior, temos que gx_j+2 € Tz, (Er_;) se, e
s6 se, hg € Tz, (Ey).

Analisado estes dois casos, segue-se o resultado. O

Corolario 3.50. Seja I o 17,-ideal gerado pelas identidades graduadas do tipo
(3). Na superdlgebra K(X), vale a sequinte equivaléncia:

2129+« Zp—i+2y1,y2] - - [yi—1, ] = a.b mod I,
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em que 0 <1 <k, é um nimero par e

_I7l
L4 a(zl7 ceey Zk*lJrQ) = (ZlTlé par e TLdO—'UCLZ?;O _(_2) 2 fT(zla cvey Zk7l+2));'

(Y1, y) = W, y2] - [Wi—1, i)

Corolario 3.51. Seja I o 1%z,-ideal gerado pelas identidades graduadas do tipo
(4). Na superdlgebra K(X), vale a sequinte equivaléncia:

2129+« Zh—i+22k—143,Y1] - - - [Yi—1, yi] = a.b mod I,

em que 1 <1 <k, éum numero impar e

|T]

L4 a(Zl, ey Zk—l-‘r?) = (ZITlé par e nao-vazio _(_2) 2 fT(Zl7 R Zk—l-‘rQ));

L4 b(zk—l+37 Y1, 7yl) = [Zk—l+37 yl} tee [yl—la yl]

Definicao 3.52. Um elemento a € SS € chamado do tipo-2 (ou u € SS52)
quando:

o degy (1¥(a)) < k ¢ degz (beg(a)) + degy (1¥(a)) < k + 1.

Uma consequéncia do Lema 3.42 e dos Corolarios 3.50 e 3.51 é o seguinte
resultado.

Lema 3.53. Seja u um elemento de SS com a sequinte propriedade:
degz(beg(u)) + degy (¥(u)) = k +2 ou degy (¥(u)) =k + 1.

Seja I o Ty,-ideal gerado pelas identidades [x1,x2,x3], (1),(2), as identidades
graduadas dos tipos (3) e (4). Entdo, mddulo I, u € uma combinagao linear de
elementos de S52.

Demonstra¢do. Primeiramente, notemos que se degy (¢(u)) > k + 1, entdo u é
consequéncia de (1) ou (2). Logo, u =0 mod 1.

Daqui para frente, assumiremos que degy (¢(u)) < k + 1.

Para simplificar, suponhamos que:

_,ai Any  Anq+1 Angy by bnl b7n1+1 bm,z
U=Y1 - -Yn1 Yp,a1 -+ Yna" 21 -+ Bmy By 1 -+ - B [Yni+1s Yn,+2]
s [ynlJrlv Zm1+1] s [Zm'z*l? Zm2][zm2+17 Zm2+2] s [21271’ 212]7

em que my < mg < la, N1 < ng < ny +1, degz(beg(u)) + degy (¥(u)) =k +2e
al,...,anl,bl,...7bn2 > 0.
Sendo assim, pelo Corolario 3.51:

u = a.b.c mod I,

em que

Anq  Apy+1 Angy |

® AUty Yny) =YL Y Y L YU
|T|

® b(z1,.. s 2m,) = (Zmé par e nao vazio —(=2)7 7 fr(z1,- -5 2m,));

L4 C(yn1+17 ey Yng 4l Bmay 1y - - - azlz) = [yn1+1ay7bl+2] s [ynr‘rla Zm1+1] cee
[Zm2—1v ZmQ][Zm2+1v Zmz-‘r?] s [212—13 ZIQ]'
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Aplicando a identidade [z7,z2,x3] em b.c, se necessério, obtemos o resultado
desejado.

Quando degz(beg(u)) + degy (¥(u)) > k + 2, a prova é similar e recorre a
um processo indutivo. Nesse processo indutivo, devemos substituir a por:

ay Any  Qng41 Any by by, —c
(VAR T TR R TR L AN

em que k1 < mo, by, —c>0eby+--+bg, —c=degz(beg(u)) — (k—1+2). O

Definicao 3.54. Um elemento u; € SS € chamado do Tipo-3 (u; € SS3)
quando as sequintes condigcoes sdo satisfeitas:

o u; € 552;
e Se degzbeg(u;) + degyy(u;) = k + 1, entdo Degpy(z)(u,)¥(ui) = 0.
E bem conhecida a relagao de derivacao de comutadores:

[uv, w] = ulv, w] + [u, w]v para u,v,w € F(X).

Nos Lemas 3.55 e 3.56, usaremos alguns argumentos do Lema 20-b de [13] e
a relagao de derivacao de comutadores.

Lema 3.55. Seja I o Ty, -ideal gerado por [x1, x2, 23] e as identidades graduadas
do tipo (3). Na superdlgebra K(X), vale a seguinte equivaléncia:

22 .. Zk—l+2[217 Zk—l+3][y17 :Uz] cee [yl—h yl] =
Oy Bafn)yi,y2] - =1, m] mod I (sel <k el é par),

BreK,JcC{l,...,k—1+3}. Além disso, se |J| =2, entao1 ¢ J e §; = —1.
Demonstragao. Primeiramente, notemos que

(gr—142(21, -y 2kmi2) Y1, v2) - - [Wi—1, wi), Ze—143] € T2, (Eg).

Deste modo, moédulo I, temos:

Il
[=)

(21 zhig2 [y, w2l - 1, il ze—igs] F lalyn, vel - [y, wils 2e—143]

_ 171
em que @ =36 par e nio vazio ~ (2 2 JT(21 s Zk-t42)-
Pela propriedade de derivagao de comutadores, temos:

(21 zi—ig2lyn, v2l - [Yi—1, wi)s 2k—148] =
zi[z2 o zp—iy2(yr, vl - Y-, vl 2e—ies] +
2o zp—ig2[yrs y2) - =1, w21, Ze—igs] mod 1.
Sendo assim:
22. .. Zk—l+2[217 Zk—l+3][y17 yz] cee [yl—lv yl] =
—z1[22 .. Zh—ig2[Y1, Y2 - - [Yim1, Uiy Zh—i43] +
[G[Z/h yQ] cee [yl—la yl], Zk—z+3]

Aplicando sucessivamente a identidade [z1, 22, x3] e a propriedade de de-
rivacao de comutadores, obtemos o resultado desejado. O

Lema 3.56. Seja I o Ty, -ideal gerado por [x1, x2, 23] e as identidades graduadas
do tipo (5). Na superdlgebra K(X), vale a seguinte equivaléncia:
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22 Zh—i2lz, yillye, ysl - [yi—1, ] =
(s Brhs(z1s oy 26142, 91)) Y2, y3] - - - [Yi—1, yi] mod T
(sel <k el é impar),

BreK,JC{l,...,k—1+2}. Além disso,se |[J| =1, entdo1 ¢ Je Sy =1.

Demonstracdo. A prova é similar aquela do Lema 3.55. Neste caso, devido as
identidades do tipo (5), vale a seguinte equivaléncia:

(21 2Zk—i42,¥1] - - - [Yi—1, 1] = a.b mod I, em que

_ 17|

e a=]( = (21, Zh—i42))s Y1

Z\T\é par e nao vazio —(-2)
o b=[ys,ys]...[yi—1,y|sel >3, oub=1sel=1.
O

Corolério 3.57. Seja I o Ty, -ideal gerado pelas identidades [x1,xo, x3], 24 € as
identidades dos tipos (3) e (5). Se u € §52,degzbegu + degyp(u) = k+1 e
Degpr 2yt (u) = 1, entdo:

w=>y 1 Nu; mod I,
em que u — Z?:l Aiu; € um polinomio multi-homogéneo e uy, ..., u, € SS3.

Demonstra¢ao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que 2 | degy 1 (u).
Inicialmente, consideremos o seguinte caso:

w=20" 20 [z, ey, w2l - sl a4 Fan =
k—Il+1,a1,...,a, > 0.

Tomemos um endomorfismo graduado ¢, tal que:

d(z1) = 21, .., P(Zh—i42) = Zn € O(Zh—143) = Znt1-

Moédulo I, temos que:

21[(21 - ze—ig2) [y, y2) - -1 wil, d(2k—i43)] +
zilalyr, vl - [yi—1, wi], ¢(ze—143)] = 0,

_ 1Tl
em que @ = 37 even and non-empty(—2)" 7 ¢(fr(21,- - Zk—142))-
Por outro lado, mimetizando a demonstracao do Lema 3.55, temos que:

(a)u= 213, Bsd(fo))lyr,ve] - - [yi—1, 3] mod I,
Bye K, JcC{l,...,k—1+3}. Além disso, se |J| = 2, entdo

Deg:, ((¢(f.))) = 0.

Em geral, se u € §52,degzbegu + degyp(u) = k + 1 e Degyryu¥(u) = 1,
concluimos, a partir de manipulagoes algébricas convenientes, que:

w=Yyi  Nu; mod I,
em que u— Z?:l Aju; € um polinémio multi-homogéneo e uq,...,u, € SS3. O

Proposigao 3.58. Seja I o Ty, -ideal gerado por [x1,xe, x3), 21, yi4—y, (1), (2)
e pelas identidades dos tipos (3),(4),(5). Seja f = > i, \iv; wma combinagao
linear de elementos de Pr(X). Entdo:
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f=>", fiuy; mod I,

em que fi,..., fn $Go p-polindmios e uq, ..., u, € SS3 € (sdo) distinto(s). Além
disso, 1 C Ty, (Ek).

Demonstracao. Inicialmente, notemos que:

f = Zflul mod <[$1,.’E27(L'3],Z{),ylfq - y117>T2;27 (32)
i=1

em que fi,..., f, sdo p-polinémios e uy,...,u, € SS.

Com base no Lema 3.53, podemos admitir que cada u;, no somatorio 3.2,
médulo ([z1, 72, 73], (1), (2), (3), (4))1,, ¢ uma combinagio linear de elementos
de SS2.

Desta forma, podemos assumir sem perda de generalidade, que uy, -+, u, €
S552.

Por outro lado, caso algum wu,; satisfaga as condigoes:

degzbeg(ui) + degy (Y(ui)) =k +1 e Degyr(z)(u) (¥(wi)) =1,

temos pelo Coroldrio 3.57 que cada u;, médulo ([z1, 2, 23], 27, (3), (5)) 1, , ¢
uma combinagao linear de elementos de SS3.

3.10.1 Resultado Principal
Nosso proximo passo é descrever as identidades Zs-graduadas de Fy.

Teorema 3.59. Seja K um corpo finito de charK = p > 2 com |K| = ¢
elementos. As identidades Zy-graduadas de E (com graduagdo induzida por ¢y )
sequem de:

* [y1,92]- - [k, k1] quando k é impar  (1);

o [y1,y2] - [ys—1, Yl[Ur+1,x] quando k éparex € X —{y1,...,yx11} (2);

[‘Tla Z2, 1'3] (3);

® gi_1i2(21, -y 2zh—142) Y1, ¥2) - - - [yi—1, 1] quando 0 < 1 < k el é um
nimero par  (4);

® Gr1r2(215 -5 zp—i42)[Zh—143, 1) [Y2, y3] - - - [yi—1, ui] quando 1 <1<k el
€ um nidmero impar (5);

o [gi—i+2(21, -y 2h—142),Y1] - - - [Yi—1,y1] quando 1 <1 <k el é um nimero
impar  (6);

o4 (7);

oy =yl (8)

Demonstracdo. Seja I o 17,-ideal gerado pelas oito identidades acima. Suponha
por contradi¢ao que I & Tz, (Ey). De acordo com a Proposigao 3.58, existe um
polindmio de teste f = fo + > i, fiu;, em que uq,...,u, € SS3— {1}.

Sendo assim, um dos trés fatos abaixo pode ocorrer:

Caso 1: degz(beg(LT(f))) + degy (V(LT(f))) < k;
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Caso 2: degz(beg(LT(f))) + degy (W(LT(f))) = k+ 1 e f nao admite um
termo-ruim;

Caso 3: degz(beg(LT(f))) + degy (W(LT(f))) = k+ 1 e f admite um termo-

ruim.

Caso 1. Suponhamos, sem perda de generalidade, que:

o Qny  Qnq+1 Qny by by _bmq+1 by
LT(f) = 91" Yny Un,h1 - Una 200 oo Zmy Zy ] - e 2y

[yn1+17 yn1+2] s [ynw yn2+1] s [yl17zm1+1] s [Zm2,1, Zm2] s [Zl2*17 Zl2]

em que Ny < ne < li,my < ma < la; a1,...,0n,,b01,...,bp, > 0e f =

f(yla"'7yl17zla---7Z12)-
Consideremos a aplicagao:

O Y1, Yy 2152, 2 B
a
Y1 — Zél €k421—1€k+21
a14~'~~.+an1
Yny Zl:a1+'“+an1_1+l €k+21—1€k+21

a1+ Fan; 41
Yni41 > €1+ Zl:aﬁ..i;”lﬂ Ck+21—1Ck+21

Cemart e,
Yna 7 €nyny + D iay 4o, 1 ChA20-1Ckt2L

Ynot+1 F7 Eng—ny+1

yll — el1—n1
by
21 = Zl:l eR+lel17n1+l
byt Abm,
Fmy Zl:b1+~~+bm1,1+1 €R+1€11—ny+1
b1+ +bmy 41
Zmi+1 €R+b1+~»-+bm1 +1 + Zl:b1+"'+bm1+1 CR+14+1€1; —nq+1

bitetbm,g
Zma ¥ CRAby4 oAby o1 +ma—my T Zz:b1+~-+bm2—1+1 ER+ma—mi+1€h —n1+1

Zma+1 F7 €541
Zlg — eSJr(lQ*mz)?

emque R=Fk+2(a1 +--+an,) e S=R+ (by+ -+ bpm,) +ma —my.

Nao é dificil vermos que (¢(y1), ..., d(y1, ), d(21), ..., d(z1,)) é uma sequéncia
do Tipo-LT(f). Contudo, pela Proposigao 3.29, temos que f ¢ Tz,(E)) o que
é uma contradigao.

Caso 2. Consideremos ¢ : {y1,...,¥y1,,21,---,21,} — F (na aplicagdo abaixo,
. by—1 . -
cometeremos um pequeno abuso de linguagem: > ;' " ex141€; = 0, na situacdo
em que by = 1):

by—1
21 €1+ Dt Ektit1€l
bt b, —1
s 7 Dbyt by g CRHLEL
bimq+1
Zmy 1 7 Chgby b, +1 T 2521 Chtbi+-4bpm, HH1ClIHby 4 by, —1

Zmy F
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Doy
Chktbi+-4bmy 14+ (ma—m1) + Zl:l Chtbi+Abmy 14+ (ma—m1)+H1Cl+b1+Fbmy —1—1

Zmg+1 7 ek+b1+'~~+bm2+m2—m1+17 ceey Ry 7 €k+b1+~~~+bM2+l2—m1
ai
Y1 Dl eMtal—1eM12
ai+-tan,

Yny Zl:a1+-~+an171+1 EM+21—-1€M+2
a1+ Fan; 41
Yni+1 — €b1+...+bm2 + Zl:a1+,”+anl+1 EM+21—-1EM+21
ar+-tan,
Yny ebl+"'+bm2+(n2—"1—1) + Zl=111-|-'“-‘r(1n271-"-1 EM+21-1€M+21

Yna+1 €b1+-+bmy+nz—ny

Yiy 7 €bytedbpy 1 —n1—1)

emque M =k+by+ - +bp, +1l2 —my.

Notemos que (¢(y1), .-, d(y1,), #(z1),- .., P(z1,)) é uma sequéncia Quase-
Tipo-LT(f). Pela Proposicao 3.30, segue que f ¢ Ty,(E)). Novamente uma
contradigao.

Caso 3. Notemos que degz(beg(LBT(f))) + degy (Y(LBT(f))) < k. Supo-
nhamos, sem perda de generalidade, que:
LBT(f) =y ...ynityeritt L oypn2 bt g it e
[ynr‘rla yn1+2] s [ynza y’ﬂ2+1] s [ylnzml-i‘l] s [Zm2—17 Zmz} s [le—l’ le]’

em que n; < Ny < li,mp < mo < lg; ar,...,a;,b1,...,0,, > 0e f =
flyi, - -,y 215+, 21,). Consideremos ¢ : {y1,...,41,,21,...,21,} — E como
no Caso 1.

E claro que (¢(y1),..., (), #(z1),- .., d(z,)) é uma sequéncia do Tipo-
LBT(f). Contudo, de acordo com a Proposicao 3.31, temos que f ¢ Tz, (Ek).
Isto é um absurdo.

Com a verificagao dos trés casos, temos que I = Ty, (E})), como desejado. [
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