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Resumo

Mostramos que hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre com duas curvaturas prin-
cipais distintas em Rn+1, n ≥ 3, são hipersuperfícies com segunda forma fundamental de
Laguerre paralela. Classificamos tais hipersuperfícies. Exibimos, a menos de transfor-
mação de Laguerre, as únicas hipersuperfícies no espaço Euclidiano com segunda forma
fundamental paralela, que admitem uma parametrização por linhas de curvatura. Pro-
vamos que hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre em Rn+1 são cíclides de Dupin
ou hipersuperfícies de Dupin com curvaturas de Laguerre constante. Caracterizamos as
hipersuperfícies de Dupin em Rn+1, n ≥ 3, parametrizadas por linhas de curvatura e
com curvaturas principais distintas que não se anulam e cujas curvaturas de Laguerre são
constantes.

Palavras-chaves: isoparamétrica de Laguerre, curvatura de Laguerre, linhas de cur-
vatura, hipersuperfície de Dupin.



Abstract

We show that Laguerre isoparametric hypersurfaces with two distinct principal curva-
tures in Rn+1, n ≥ 3, are hypersurfaces with parallel Laguerre second fundamental form.
We classify such hypersurfaces. Up to Laguerre transformations, we exhibit the only
hypersurfaces in Euclidean space with parallel second fundamental form, which admit
a parametrization by lines of curvature. We prove that Laguerre isoparametric hyper-
surfaces in Rn+1 are cyclides of Dupin or Dupin hypersurfaces with constant Laguerre
curvature. For n ≥ 3, we characterize the Dupin hypersurfaces in Rn+1 parametrized by
lines of curvature with distinct principal curvatures and that do not vanish and whose
Laguerre curvatures are constant.

Keywords: Laguerre isoparametric, Laguerre curvature, line of curvature, Dupin hy-
persurface.
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Introdução

Uma hipersuperfícieMn imersa no espaço Euclidiano Rn+1, na esfera Sn+1 ou no espaço
hiperbólico Hn+1 é chamada isoparamétrica se ela possui curvaturas principais constantes.
Uma hipersuperfície isoparamétrica em Rn+1 pode ter no máximo duas curvaturas princi-
pais distintas, e ela deve ser um subconjunto aberto de um hiperplano, hiperesfera ou um
cilindro esférico Sk ×Rn−k. Um resultado similar vale em Hn+1. Entretanto, Cartan ([2],
[3], [4] e [5]) mostrou em uma série de quatro artigos publicados no período 1938-1940
que a teoria de hipersuperfícies isoparamétricas na esfera Sn+1 é muito mais interessante
e complicada.

Cartan produziu exemplos de hipersuperfícies isoparamétricas na esfera com g = 1, 2, 3

ou 4 curvaturas principais distintas e classificou todas com g ≤ 3. Aproximadamente
quarenta anos depois, Münzner, [27] e [28], escreveu dois artigos que estendem o trabalho
de Cartan, provando que todas hipersuperfícies isoparamétricas são algébricas e que o
número g de curvaturas principais distintas pode ser g = 1, 2, 3, 4 ou 6. O problema
de classificação nos casos g = 4 e 6 permanece aberto até o momento, porém muitos
progressos têm sido feitos.

Uma hipersuperfície Mn−1 numa forma espacial Rn+1, Sn+1 ou Hn+1 é de Dupin se
cada curvatura principal é constante ao longo das correspondentes linhas de curvatura.
Isto é claramente uma generalização da condição isoparamétrica. Uma hipersuperfície de
Dupin M é dita ser própria se o número g de curvaturas principais é constante em M .
Além das hipersuperfícies isoparamétricas em R3, os primeiros exemplos de superfícies de
Dupin são as cíclides de Dupin em R3, obtidas por Dupin em 1822.

Um passo importante na teoria de hipersuperfícies de Dupin próprias foram os traba-
lhos de Pinkall ([37], [38], [39] e [40]) que situou o estudo das hipersuperfícies de Dupin no
cenário das esferas de Lie. Dentre outras coisas, Pinkall provou que a propriedade de uma
hipersuperfície ser de Dupin própria é invariante pela ação do grupo de trasformações de
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Lie. A classificação de hipersuperfícies de Dupin é realizado a menos dessas transforma-
ções. O grupo das transformações de Lie pode ser visto como a união de dois importantes
subgrupos, o subgrupo das transformações de Möbius e o subgrupo das transformações
de Laguerre. Neste sentido, iremos caracterizar uma classe especial de hipersuperfícies de
Dupin invariantes pelo grupo das transformações de Laguerre.

Thorbergsson [42] provou que se M é uma hipersuperfície de Dupin compacta própria
então g = 1, 2, 3, 4 ou 6. Pinkall [40] mostrou que não existem restrições em g se M é não
compacta. Usando invariantes básicos, mais precisamente, tubos, cilindros e subvariedades
rotacionais, ele encontrou hipersuperfícies do espaço Euclidiano para qualquer g. Uma
hipersuperfície própria é dita redutível se ela é equivalente por transformações de Lie a
uma hipersuperfície de Dupin própria obtida por estas construções básicas.

A classificação local de superfícies de Dupin em R3 diz que uma tal superfície é to-
talmente umbílica ou uma cíclide de Dupin. Pinkall [40] provou que se Mn é uma hi-
persuperfície de Dupin em Rn+1 e g = 2, então M é conformemente equivalente a uma
hipersuperfície isoparamétrica em Sn+1. Pinkall [39] deu também uma classificação com-
pleta, a menos de equivalência de Lie, para hipersuperfícies de Dupin M3 ⊂ R4 com três
curvaturas principais distintas. Em particular, ele mostrou que se M é irredutível, então
ela é localmente Lie equivalente a uma hipersuperfície isoparamétrica de S4.

Niebergall em [31] e [32] e mais recentemente Cecil e Jensen [11] (veja também Cecil
el al. 2007 [12],[13] e [14]) estudaram hipersuperfícies de Dupin próprias irredutíveis em
R5 com quatro curvaturas principais distintas. Pinkall [37] provou que hipersuperfícies de
Dupin próprias Mn com g ≥ 3 que são Lie equivalentes a hipersuperfícies isoparamétricas
não podem ser parametrizadas por linhas de curvatura.

A interseção do grupo das transformações de Möbius com o grupo das transformações
de Laguerre é o grupo das transformações de similaridade de Rn+1, que são as transfor-
mações de Rn+1 geradas por uma dilatação seguida por uma isometria de Rn+1 ( ver [10],
pag. 35-36). Um importante invariante de Möbius é a curvatura de Möbius. Por analogia
às já conhecidas curvaturas de Möbius, neste trabalho iremos definir as curvaturas de
Laguerre que são invariantes por transformação de Laguerre.

Em [45], [43] e [44], Wang estudou a geometria de Möbius de subvariedades em Sn+1

numa série de artigos. Usando o método do referencial móvel de Cartan, Wang encontrou
um sistema completo de invariantes de Möbius para superfícies em S3 sem pontos umbílicos
(veja [43]) e para hipersuperfícies em S4 com três curvaturas principais distintas em cada
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ponto (veja [44]). Em [45], Wang definiu uma métrica invariante de Möbius g e segunda
forma fundamental de Möbius para subvariedade em Sn+1. Wang então provou que para
hipersuperfícies em Sn+1 com n ≥ 3, o par (g,B) forma um sistema invariante completo
que determina a hipersuperfície a menos de transformações de Möbius.

Num resultado relacionado, Riveros, Rodrigues e Tenenblat [34] provaram que uma
hipersuperfície de Dupin Mn ⊂ Rn+1, n ≥ 4, com n curvaturas principais distintas e
curvatura de Möbius constante não pode ser parametrizada por linhas de curvatura. Eles
também mostraram que a menos de transformação de Möbius, existe uma única hipersu-
perfície de Dupin M3 ⊂ R4 com três curvaturas principais distintas que é parametrizada
por linhas de curvatura e curvatura de Möbius constante. Esta hipersuperfície M3 é um
cone em R4 sobre o toro plano na esfera unitária S3 ⊂ R4.

Em [16], Hu, Li, Wang e Zhao introduziram o conceito de uma hipersuperfície isopara-
métrica de Möbius na esfera Sn+1. Eles mostraram que uma hipersuperfície isoparamétrica
(Euclidiana) é automaticamente isoparamétrica de Möbius, bem como uma hipersuperfí-
cie isoparamétrica de Möbius deve ser de Dupin própria. Depois, Rodrigues e Tenenblat
[35] mostraram que se M ⊂ Sn+1 é uma hipersuperfície com um número g de curvaturas
principais distintas em cada ponto, onde g ≥ 3, então M é uma hipersuperfície isopara-
métrica de Möbius se, e somente se, M é Dupin com curvatura de Möbius constante.

Recentemente, progressos significativos têm sido feitos na classificação das hipersu-
perfícies isoparamétricas de Möbius. Primeiro, Hu, Li, Wang e Zhao [16] obtiveram a
classificação das hipersuperfícies isoparamétricas de Möbius com duas curvaturas prin-
cipais distintas a menos de equivalência de Möbius. Depois, Hu e Li [17] classificaram
todas hipersuperfícies isoparamétricas em S4, e Hu, Li e Wang [20] classificaram todas as
hipersuperfícies isoparamétricas em S5. Então Hu e Li [19] estudaram as hipersuperfícies
isoparamétricas de Möbius com três curvaturas principais distintas em Sn encontraram
uma classificação completa de tais hipersuperfícies em S6.

A geometria de Laguerre para superfícies em R3 é encontrada no livro de Blaschke
[1], e tem sido estudada por Musso e Nicolodi ([29], [30]) e outros autores. Em [21], os
autores Li e Wang estudaram a geometria diferencial de Laguerre para hipersuperfícies
em Rn+1 usando o método do referencial móvel de Cartan. Para qualquer hipersuperfície
sem pontos umbílicos x : M → Rn+1 com curvaturas principais que não se anulam,
definiram uma métrica invariante de Laguerre g, segunda forma fundamental de Laguerre
B, forma de Laguerre C e tensor de Laguerre L em M , e mostraram que {g,B} é um
sistema invariante completo para hipersuperfícies em Rn+1 para n ≥ 3. No caso n = 2,
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um sistema invariante completo para superfícies em R3 é dado por {g,B,L}(ver Hu-Li
[18]).

Usando o espaço Euclidiano Rn+1 , o espaço semi-Euclidiano Rn+1
1 e o espaço de-

generado Rn+1
0 correspondendo ao hiperplano tipo-espaço, hiperplano semi-Euclidiano e

hiperplano degenerado em Rn+2
1 , Li e Wang [21] definiram as três formas espaciais de

Laguerre URn+1, URn+1
1 e URn+1

0 os fibrados sobre Rn+1 , Rn+1
1 e Rn+1

0 , respectivamente,
e as imersões de Laguerre URn+1

1 → URn+1 e URn+1
0 → URn+1, analogamente com o que

acontece para a geometria de Möbius onde temos três formas espaciais de Möbius (espaços
de curvatura constante) e imersões conformes Hn+1 → Sn+1 e Rn+1 → Sn+1. Usando estas
imersões de Laguerre, podemos unificar as geometrias de Laguerre de hipersuperfícies em
Rn+1, Rn+1

1 e Rn+1
0 .

Em [22], os autores Li, Li H. e Wang introduziram o conceito de hipersuperfície com
segunda forma fundamental de Laguerre paralela que são hipersuperfícies com forma de
Laguerre nula e segunda forma fundamental de Laguerre B paralela, isto é, satisfazendo
∇B = 0, onde ∇ é a derivada covariante em relação à métrica de Laguerre g. Além disso,
eles obtiveram a classificação completa dessas hipersuperfícies. Um autovalor do tensor de
Laguerre L é chamado um autovalor de Laguerre. Se os autovalores de Laguerre são iguais,
isto é, L =

∑
ij λδijωi ⊗ ωj, e a forma de Laguerre C =

∑
iCiωi é identicamente nula,

então a hipersuperfície é chamada hipersuperfície isotrópica de Laguerre (veja detalhes em
[24]). Em [24] foram classificadas todas as hipersuperfícies com autovalores de Laguerre
constantes.

Li-Sun [23] introduziram o conceito de hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre
como segue: Uma hipersuperfícieMn ⊂ Rn+1 é chamada de hipersuperfície isoparamétrica
de Laguerre se os autovalores da segunda forma fundamental de Laguerre são constantes
e se a forma de Laguerre é nula. Além disso, os autores Li e Sun [23] provaram que uma
hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre é uma hipersuperfície de Dupin e reciproca-
mente se uma hipersuperfície de Dupin em Rn tem forma de Laguerre nula, então ela é
uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre. Li e Sun classificaram as hipersuperfí-
cies isoparamétricas de Laguerre M3 ⊂ R4. As superfícies isoparamétricas de Laguerre
satisfazem ∇B = 0, isto é, a segunda forma fundamental de Laguerre é paralela.

Neste trabalho, obtemos a classificação das hipersuperfícies isoparamétricas de La-
guerre Mn ⊂ Rn+1 com duas curvaturas principais distintas usando a classificação obtida
por [22]. Provamos o seguinte teorema
Teorema 2.13. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície com duas curvaturas principais
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distintas que não se anulam. Então, x é uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre
se, e somente se, sua segunda forma fundamental de Laguerre é paralela.

Como consequência da classificação de Li, T.-Li, H.-Wang [22] das hipersuperfícies que
tem segunda forma fundamental de Laguerre paralela, obtemos a classificação completa
das hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre com duas curvaturas principais distintas
em Rn+1.

Para cada três curvaturas principais distintas, ki, kj e kl, a curvatura de Moebius é
definida por

Cijl =
ki − kj
kl − kj

.

Rodrigues e Tenenblat [35] provaram que se x : M → Rn+1 é uma hipersuperfície
própria sem pontos umbílicos, então x é uma hipersuperfície isoparamétrica de Moebius
se, e somente se, é uma cíclide de Dupin ou uma hipersuperfície de Dupin cujas curvaturas
de Moebius são constantes.

Motivados pelo teorema anterior, provamos um resultado similar para hipersuperfícies
isoparamétricas de Laguerre no espaço Euclidiano.

Para cada três curvaturas principais distintas que não se anulam, ki, kj e kl, dizemos
que os invariantes de Laguerre

Lijl =
(ki − kj)kl
(kl − kj)ki

são as curvaturas de Laguerre de M . Mostramos o seguinte teorema de caracterização.
Teorema 3.4. Seja x : Mn → Rn+1, n ≥ 3, uma hipersuperfície própria, sem pontos
umbílicos e com curvaturas principais que não se anulam. Então, x é uma hipersuperfície
isoparamétrica de Laguerre se, e somente se, é uma cíclide de Dupin ou uma hipersuper-
fície de Dupin cujas curvaturas de Laguerre são constantes.

Em seguida, considerando as hipersuperfícies de Dupin Mn ⊂ Rn+1, parametrizadas
por linhas de curvatura e cujas curvaturas principais são todas distintas, provamos no Teo-
rema 4.2 que as curvaturas de Laguerre são constantes se, e só se, as curvaturas principais
são dadas em termos de n funções diferenciáveis de uma variável. Além disso, estabele-
cemos relações que essas funções devem satisfazer que determinam tais hipersuperfícies
unicamente de acordo com o seguinte teorema.
Teorema 4.7: Seja x : Mn → Rn+1, n ≥ 3, uma hipersuperfície de Dupin própria
com curvaturas principais distintas que não se anulam, ki, e com curvaturas de Laguerre
constantes. Se x admitir uma parametrização por linhas de curvatura com coordenadas
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u1, · · · , un, então os raios de curvatura de x são dadas por

r1 =
1

k1
= −(D − 1)h2 + h3 +

∑
s≥4

(
1− 1

Ds

)
hs,

r2 =
1

k2
=

(
1− 1

D

)
h1 +

1

D
h3 +

∑
s≥4

hs,

r3 =
1

k3
= h1 + h2 +

∑
s≥4

(
1 +

1

Ds(D − 1)

)
hs,

rs =
1

ks
= Dsr1 + (1−Ds)r2 para s ≥ 4,

(1)

onde

h1 =
AD2F 2

1

2(D − 1)2
+ b1F1 + d1, h2 =

ADF 2
2

2(D − 1)2
+ b2F2 + d2,

h3 = −A
2
F 2
3 + b3F3 + d3, hs =

ADDsF
2
s

2(D − 1)(Ds − 1)2
+ bsFs + ds,

(2)

com D = L132 e Ds = Ls21, s ≥ 4, F ′
1(u1) = G21(u1) 6= 0 e F ′

j (uj) = G1j(uj) 6= 0, para
j ≥ 2 e, G21 e G1s, s ≥ 2, são funções diferenciáveis determinadas pela primeira forma
quadrática

g11 =
(G21)

2r21
(r1 − r2)2

, gjj =
(G1j)

2r2j
(rj − r1)2

, j ≥ 2.

Além disso, h′

l 6= 0 e A, bl, dl, 1 ≤ l ≤ n, são constantes reais satisfazendo

1− 2A

(
d1 +Dd2 − d3 +

∑
s≥4

D

Ds(D − 1)
ds

)
+

(D − 1)2

D2
b21+

+(D − 1)2b22 + b23 +
∑
s≥4

(Ds − 1)2

D2
s

b2s = 0.

(3)

Reciprocamente, dadas funções diferenciáveis F1 = F1(u1), ..., Fn = Fn(un) tais que F ′
1, ..., F

′
n

nunca se anulam e, constantes D, Ds ∈ R − {0, 1}, s ≥ 4, tais que Ds 6= 1/(1 − D),
Ds 6= Dt para s 6= t. Definimos hi(ui) pelas expressões (2), onde as constantes A, bi e di,
1 ≤ i ≤ n, satisfazem a relação algébrica (3). Considere ri dados por (1) e gii dada por

g11 =
(F

′
1)

2r21
(r1 − r2)2

, gjj =
(F

′
j )

2r2j
(rj − r1)2

, j ≥ 2.
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Então, a menos de movimento rígido, existe uma única hipersuperfície parametrizada por
linhas de curvatura, cuja métrica é dada por gii e as curvaturas principais são dadas por
1/ri. Além disso, as curvaturas de Laguerre dessa hipersuperfície são constantes e são
dadas por D = L132 e Ds = Ls21, s ≥ 4.

Concluímos nosso trabalho com um exemplo de uma família de hipersuperfícies de
Dupin em Rn+1, n ≥ 3, parametrizada por linhas de curvatura com n curvaturas princi-
pais distintas e cujas curvaturas de Laguerre são constantes. Estas hipersuperfícies foram
encontradas por Corro-Ferreira-Tenenblat [15] por aplicações de transformações de Ribau-
cour a um hiperplano. Observamos que a existência dessas hipersuperfícies contrasta com
o resultado de [Riveros-Rodrigues-Tenenblat][34] onde foi provado que não existem hiper-
superfícies parametrizadas por linhas de curvatura cuja curvatura de Moebius é constante
para n ≥ 4.

Organizamos o trabalho da seguinte forma:

No Capítulo 1, revisamos a geometria de esferas orientadas em Rn+1 tendo como base
os trabalhos de Cecil [10] e Cecil e Chern [9]. Estudamos o grupo das transformações
de Laguerre em URn+1. Apresentamos as formas espaciais de Laguerre URn+1, URn+1

1 e
URn+1

0 e as imersões de Laguerre σ : URn+1
1 → URn+1 e τ : URn+1

0 → URn+1. Identifi-
camos as hipersuperfícies orientadas x : M → Rn+1 com as subvariedades (x, ξ) : M →
URn+1 onde ξ é a normal unitária de x. Definimos a métrica de Laguerre g e usando o
método do referencial móvel de Cartan com base em [21], reescrevemos as equações de
estrutura de x para g, onde determinamos três invariantes básicos de Laguerre, a segunda
forma fundamental de Laguerre, a forma de Laguerre e o tensor de Laguerre. Usando as
imersões de Laguerre, relacionamos hipersuperfícies em Rn+1 com hipersuperfícies tipo-
espaço em Rn+1

1 ou Rn+1
0 .

No Capítulo 2, definimos as hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre e mostramos
que tais hipersuperfícies são de Dupin (veja também [23]). Inversamente, se M é uma hi-
persuperfície de Dupin em Rn+1 cujos autovalores do operador segunda forma fundamental
de Laguerre são constantes, então M é uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre
em Rn+1. Mostramos também que hipersuperfícies de Dupin em Rn+1 com duas curva-
turas principais distintas são isoparamétricas de Laguerre. Apresentamos a classificação
de hipersuperfícies de Laguerre com segunda forma fundamental de Laguerre paralela em
Rn+1 dada por [22]. Demonstramos o Teorema 2.14 que fornece a classificação das hiper-
superfícies em Rn+1 com duas curvaturas principais distintas que são isoparamétricas de
Laguerre.

7



No capítulo 3, provamos o Teorema 3.4 que caracteriza as hipersuperfícies isoparamé-
tricas de Laguerre Mn ⊂ Rn+1 como cíclides de Dupin ou hipersuperfícies de Dupin com
curvaturas de Laguerre constantes.

No Capítulo 4, listamos alguns resultados básicos sobre hipersuperfícies de Dupin em
Rn+1, n ≥ 3, que são parametrizadas por linhas de curvatura e com curvaturas principais
distintas. Estes resultados também podem ser encontrados em [34]. Consideramos Mn,
n ≥ 3, uma hipersuperfície de Dupin no espaço Euclidiano, parametrizada por linha de
curvatura, com curvaturas principais distintas que não se anulam e curvaturas de Laguerre
constante. Obtemos no Teorema 4.2 uma caracterização para que as curvaturas de La-
guerre sejam constantes em termos de seus raios de curvatura. No Lema 4.3 obtemos uma
tal caracterização em termos de seus símbolos de Christoffel. No Lema 4.4 reescrevemos
as equações de Gauss (obtidas em (4.41)) de tais hipersuperfícies. Usando o Lema 4.4
provamos o Teorema 4.7 que caracteriza essas hipersuperfícies em termos da primeira e
segunda forma quadrática.

8



Capítulo 1

Geometria de Laguerre para
hipersuperfícies no espaço Euclidiano

A geometria das esferas de Lie para superfícies foi estudada por W. Blaschke, veja
o livro [1]. Em 1985, Chern estudou a geometria diferencial das esferas de Lie de hi-
persuperfícies de Dupin e publicou dois importantes artigos neste tema junto com Cecil.
Os trabalhos de Pinkall ([40]), Chern e Cecil ([9],[8]) motivaram uma série de artigos no
estudo de hipersuperfícies de Dupin sob o grupo das esferas de Lie.

Na primeira parte deste capítulo incluimos uma breve revisão sobre o estudo da geo-
metria das esferas de Lie. A teoria pode ser vista com mais detalhes em [9]. Estudamos
o grupo das transformações de Laguerre, que é um importante subgrupo do grupo das
transformações da esfera de Lie. Mostramos que o grupo das transformações de Laguerre
é isomorfo ao grupo das transformações de Lorentz de Rn+1

1 e é gerado por isometrias,
transformações parabólicas e transformações hiperbólicas de Rn+1 (ver [21]).

Por analogia ao caso da geometria de Möbius, no qual existem três espaços de curvatura
constante Rn+1, Sn+1 e Hn+1 e as imersões de Möbius (conformes) σ : Rn+1 → Sn+1 e τ :

Hn+1 → Sn+1, introduzimos as três formas espaciais de Laguerre URn+1, URn+1
1 e URn+1

0

e também as imersões de Laguerre σ : URn+1
1 → URn+1 e τ : URn+1

0 → URn+1. Usando
as imersões de Laguerre podemos nos restringir ao estudo de propriedades invariantes,
pela ação do grupo das transformações de Laguerre, de hipersuperfícies em Rn+1 (veja
[21]).

Concluímos o capítulo apresentando alguns invariantes básicos de Laguerre para hi-
persuperfícies de Laguerre em Rn+1, tais como a métrica de Laguerre g, a segunda forma
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fundamental de Laguerre, a forma de Laguerre e o tensor de Laguerre, estudados por
Li e Wang em 2007 (veja [21]), que serão usados nos capítulos seguintes. Para maiores
detalhes indicamos também [22], entre outros.

1.1 Geometria de esferas orientadas em Rn+1

Nesta seção revisamos a geometria de esferas orientadas em Rn+1. Para maiores deta-
lhes sobre esferas orientadas na geometria de Lie referimos aos livros de Cecil [10] e Cecil
e Chern [9].

Seja URn+1 o fibrado tangente unitário sobre Rn+1, que é uma hipersuperfície em
R2n+2, definida por:

URn+1 = {(x, ξ)/x ∈ Rn+1, ξ ∈ Sn} = Rn+1 × Sn ⊂ R2n+2. (1.1)

Definição 1.1. Uma esfera orientada em URn+1 centrada em p com raio r é uma sub-
variedade n-dimensional em URn+1 dada por

S(p, r) = {(x, ξ) ∈ URn+1/x− p = rξ}. (1.2)

Geometricamente, S(p, r) com r 6= 0 corresponde a uma esfera orientada em Rn+1

centrada em p ∈ Rn+1 com raio |r|. Se r > 0, então o vetor normal unitário ξ de S(p, r)

é exterior; se r < 0, o vetor normal unitário ξ de S(p, r) é interior. Se r = 0, então
S(p, r) ⊂ URn+1 consiste de todos os vetores tangentes em p. Chamamos S(p, 0) o ponto
esférico em p ∈ Rn+1.

Definição 1.2. Fixados ξ ∈ Sn e uma constante λ ∈ R, um hiperplano orientado em
URn+1 é uma subvariedade n-dimensional de URn+1 dada por

Π(ξ, λ) = {(x, ξ) ∈ URn+1/x.ξ = λ}. (1.3)

Geometricamente, Π(ξ, λ) é o hiperplano {x ∈ Rn+1/x.ξ = λ} em Rn+1 ortogonal ao
vetor ξ.

Denotamos por Σ o conjunto constituído por todas as esferas orientadas e hiperplanos
orientados em URn+1.
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Definição 1.3. Sejam γ1, γ2 ∈ Σ. Dizemos que γ1 e γ2 têm contacto orientado se a
interseção γ1 ∩ γ2 é um único ponto (x, ξ) ∈ URn+1.

Geometricamente, γ1 e γ2 têm contacto orientado em (x, ξ) se , e somente se, elas são
esferas orientadas (ou hiperplanos) em Rn+1 tangentes em x com o mesmo campo normal
unitário ξ. Notemos que qualquer ponto (x, ξ) ∈ URn+1 determina unicamente um pente
de esferas que tem contacto orientado em x ∈ Rn+1 com campo normal unitário comum
ξ. Notemos também que existe um único ponto esférico e um único hiperplano Π(ξ, x.ξ)

neste pente.

Seja Rn+4
2 o espaço Rn+4, munido com o produto interno

〈X, Y 〉 = −X1Y1 +X2Y2 + ...+Xn+3Yn+3 −Xn+4Yn+4. (1.4)

Seja Cn+3 o cone de luz em Rn+4
2 dado por

Cn+3 = {X ∈ Rn+4/ 〈X,X〉 = 0}. (1.5)

Denotamos por Qn+2 a quádrica no espaço projetivo real RP n+3, definida por

Qn+2 = {[X] ∈ RP n+3/ 〈X,X〉 = 0}. (1.6)

Então, podemos associar uma esfera orientada S(p, r) ∈ Σ a um ponto [γ] ∈ Qn+2 por

S(p, r)←→ [γ], onde γ =

(
1

2
(1 + |p|2 − r2), 1

2
(1− |p|2 + r2), p,−r)

)
, (1.7)

e associar um hiperplano orientado Π(ξ, λ) ∈ Σ a um ponto [γ] ∈ Qn+2 por

Π(ξ, λ)←→ [γ], onde γ = (λ,−λ, ξ, 1). (1.8)

Chamamos [γ] ∈ Qn+2 a coordenada da esfera orientada S(p, r) ou Π(ξ, λ).

Para qualquer γ ∈ Σ, denotamos por [γ] ∈ Qn+2 sua coordenada dada em (1.7) e
(1.8). Temos que a correspondência γ ∈ Σ ←→ [γ] ∈ Qn+2 define uma bijeção de Σ em
Qn+2 − {[P ]}, onde

P = (1,−1,0, 0),0 ∈ Rn+1. (1.9)
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Geometricamente, o ponto

[P ] = lim
|p|→∞

1

|p|2

[(
1

2
(1 + |p|2), 1

2
(1− |p|2), p, 0

)]
em Qn+2 é a coordenada do ponto esférico no ∞ de Rn+1.

Segue de (1.7) e (1.8) que γ1, γ2 ∈ Σ têm contacto orientado se, e somente se, suas
coordenadas esféricas satisfazem

〈γ1, γ2〉 = 0. (1.10)

De (1.7), (1.8) e (1.9) obtemos que [γ] ∈ Qn+2− [P ] é uma esfera orientada URn+1 se,
e somente se, 〈γ, P 〉 6= 0 e [γ] ∈ Qn+2 − {[P ]} é um hiperplano Π(ξ, λ) em URn+1 se, e
somente se, 〈γ, P 〉 = 0.

Um ponto (x, ξ) ∈ URn+1 determina um único pente de esferas orientadas que tem
contacto em x ∈ Rn+1 com mesma normal ξ. O ponto esférico γ1 = S(x, 0) e o hiperplano
orientado γ2 = P (ξ, x.ξ) no pente possuem coordenadas [γ1] e [γ2], onde

γ1 =

(
1

2
(1 + |x|2), 1

2
(1− |x|2), x, 0

)
, γ2 = (x.ξ,−x.ξ, ξ, 1) . (1.11)

Então, qualquer esfera [γ] no pente pode ser escrita como

[γ] = [λγ1 + µγ2] ∈ Qn+2 − {[P ]}, (1.12)

para algum (λ, µ) ∈ R2 − {0}. Assim, um ponto (x, ξ) ∈ URn+1 determina uma única
reta projetiva {

[λγ1 + µγ2]/(λ, µ) ∈ R2 − {0}
}

contida em [γ] ∈ Qn+2 − {[P ]}.

Seja Λ2n+1 o conjunto de todas as retas projetivas contidas em Qn+2 − {[P ]}. Então
a aplicação L : URn+1 → Λ2n+1 definida por

L((x, ξ)) =
{

[λγ1 + µγ2] ∈ Qn+2 − {[P ]}/(λ, µ) ∈ R2 − {0}
}
, (1.13)

é um difeomorfismo.
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1.2 O grupo das transformações de Laguerre

Nesta seção estudamos o grupo das transformações de Laguerre em URn+1, que é
um importante subgrupo do grupo das transformações de Lie (cf. [10], Seção 2.5). Na
geometria diferencial de Laguerre são estudadas propriedades invariantes sob a ação do
grupo das transformações de Laguerre.

Nossa definição de transformação de Laguerre é a mesma apresentada por Blaschke
em seu livro [1]. O grupo das transformações de Laguerre definido por Cecil [10] é mais
geral, e é chamado, por Blaschke [1], o grupo das transformações de Laguerre afins.

Seja LG o subgrupo do grupo ortogonal O(n+ 2, 2) em Rn+4
2 dado por T : URn+1 →

Λ2n+1 definida por

LG = {T ∈ O(n+ 2, 2)/PT = P}, (1.14)

onde P é o vetor tipo-luz em Rn+4
2 definido por (1.9) e O(n+ 2, 2) é formado pelo grupo

ortogonal que deixa o produto interno (1.4) invariante.

Então qualquer T ∈ LG induz uma transformação em Qn+2 definida por

T ([X]) = [XT ], T ∈ Qn+2. (1.15)

Chamamos ambas, T ∈ LG e T : Qn+2 → Qn+2, de transformações de Laguerre e LG
o grupo das transformações de Laguerre.

Sejam γ1, γ2 ∈ Σ duas diferentes esferas ou hiperplanos em contacto orientado. Então,
[γ1] e [γ2] definem uma reta projetiva contida em Qn+2 − {[P ]} por

span{[γ1], [γ2]} = {[λγ1 + µγ2]/(λ, µ) ∈ R2 − {0}} ∈ Λ2n+1.

Então, qualquer T ∈ LG define uma transformação T : Λ2n+1 → Λ2n+1 por

T (span{[γ1], [γ2]}) = span{[γ1T ], [γ2T ]}.

Seja L : URn+1 → Λ2n+1 um difeomorfismo dado em (1.13). Então, qualquer T ∈ LG
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induz uma transformação

σ = L−1 ◦ T ◦ L : URn+1 → URn+1,

chamada de transformação de Laguerre em URn+1. Assim, o grupo das transformações
de Laguerre em URn+1 é dado por

LG = {σ : URn+1 → URn+1/σ = L−1 ◦ T ◦ L, T ∈ O(n+ 2, 2), PT = P}.

A dimensão de LG é (n+ 2)(n+ 3)/2, conforme [21].

Seja T ∈ LG uma transformação de Laguerre. Então, temos que PT = P e T :

Qn+2 − {[P ]} → Qn+2 − {[P ]}. Como qualquer esfera orientada γ ∈ URn+1 determina
um ponto [γ] ∈ Qn+2 − {[P ]} tal que 〈γ, P 〉 6= 0, então 〈γT, P 〉 = 〈γT, PT 〉 = 〈γ, P 〉 6= 0,
obtemos que T ([γ]) é também uma esfera orientada. Como qualquer hiperplano orientado
γ ∈ URn+1 determina um ponto [γ] ∈ Qn+2 − {[P ]} tal que 〈γ, P 〉 = 0, então 〈γT, P 〉 =

〈γT, PT 〉 = 〈γ, P 〉 = 0, obtemos que T ([γ]) é também um hiperplano orientado. Desta
forma, qualquer transformação de Laguerre σ : URn+1 → URn+1 leva esferas orientadas
em esferas orientadas, leva hiperplanos orientados em hiperplanos orientados.

A seguir apresentamos três exemplos de transformações de Laguerre dados por Li-
Wang em [21] que geram todas as transformações de Laguerre, como veremos mais adiante.

Exemplo 1.4. ([21]) Qualquer isometria em Rn+1 dada por

µ(x) = xA+ c, A ∈ O(n+ 1), c ∈ Rn+1

induz uma transformação isométrica µ : URn+1 → URn+1 definida por

µ(x, ξ) = (xA+ cξ, ξA). (1.16)

Temos que ν é uma transformação de Laguerre em URn+1 e que

T (µ) = L ◦ µ ◦ L−1 =


1 + |c|2/2 −|c|2/2 c 0

|c|2/2 1− |c|2/2 c 0

Ac
′ −Ac′ A 0

0 0 0 1

 ∈ LG, (1.17)

onde c′ é o transposto do vetor c ∈ Rn+1.
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Exemplo 1.5. ([21]) As transformações parabólicas a 1-parâmetro(ou transformações
paralelas) definidas por

φt(x, ξ) = (x+ tξ, ξ), t ∈ R, (1.18)

são transformações de Laguerre em URn+1. Neste caso, temos

T (φt) = L ◦ φt ◦ L−1 =


1− t2/2 t2/2 0 −t
−t2/2 1 + t2/2 0 −t

0 0 In 0

t −t 0 1

 ∈ LG. (1.19)

Como φt ◦ φs = φt+s, chamamos φt de fluxo parabólico em URn+1.

Exemplo 1.6. ([21]) O terceiro exemplo de transformações de Laguerre em URn+1 é o
fluxo das transformações hiperbólicas a 1-parâmetro. Para cada (x, ξ) ∈ URn+1 escreva

x = (x0, x1) ∈ Rn × R, ξ = (ξ0, ξ1) ∈ Rn × R,

então a transformação hiperbólica

ψt(x, ξ) = (x(t), ξ(t)) ∈ URn+1, t ∈ R,

é definida por

x(t) =

(
x0 −

sinh tx1
sinh tξ1 + cosh t

ξ0,
x1

sinh tξ1 + cosh t

)
, (1.20)

ξ(t) =

(
1

sinh tξ1 + cosh t
ξ0,

cosh tξ1 + sinh t

sinh tξ1 + cosh t

)
. (1.21)

Neste caso, temos

T (ψt) = L ◦ ψt ◦ L−1 =

 In+1 0 0

0 cosh t sinh t

0 sinh t cosh t

 ∈ LG. (1.22)

Como ψs ◦ ψt = ψs+t, chamamos ψt de fluxo hiperbólico em URn+1.
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Seja {e1, e2, ...en+4} a base canônica para Rn+4
2 , ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0). Para qualquer

T ∈ LG temos

PT = P, 〈eiT, P 〉 = 〈eiT, PT 〉 = 〈ei, P 〉 , 1 ≤ i ≤ n+ 4.

Usando estas informações e o fato de que T ∈ O(n+ 2, 2) podemos escrever

T (σ) = L ◦ σ ◦ L−1 =


1 + |c|2/2− ρ2/2 −|c|2/2 + ρ2/2 c ρ

|c|2/2− ρ2/2 1− |c|2/2 + ρ2/2 c ρ

Ac
′ − ρu −Ac′ + ρu A u

vc
′ − ρw −vc′ + ρw v w

 , (1.23)

para algum (
A u

v w

)
∈ O(n+ 1, 1), (c, ρ) ∈ Rn+1, w ∈ R.

A aplicação

T →

 A u 0

v w 0

c ρ 1

 ,

define um isomorfismo de LG sobre o grupo das transformações de Lorentz em Rn+2
1 (veja

[21]).

Agora, sejam γ1 = S(p, r), γ2 = S(p∗, r∗) esferas orientadas em Rn+1. Seja T uma
transformação de Laguerre dada por (1.23). Como

γ1 =
(
1
2
(1 + |p|2 + r2), 1

2
(1− |p|2 + r2), p,−r

)
,

γ2 =
(
1
2
(1 + |p∗|2 + (r∗)2), 1

2
(1− |p∗|2 + (r∗)2), p∗,−r∗

)
,

obtemos que as esferas orientadas γ1T = S(p̃, r̃) e γ2T = S(p̃∗, r̃∗) são dadas por

(p̃,−r̃) = (pA− rv + c, pu+ rw + ρ) ,

(p̃∗,−r̃∗) = (p∗A− r∗v + c, p∗u+ r∗w + ρ) .
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Assim, temos que

(p̃∗ − p̃,−r̃∗ + r̃) = (p∗ − p,−r∗ + r)

 A u 0

v w 0

c ρ 1

 . (1.24)

Segue que

F = |p∗ − p|2 − (r∗ − r)2 (1.25)

é uma invariante de Laguerre. Geometricamente, se uma esfera não está contida na outra,
então F é exatamente o quadrado do comprimento do segmento tangente comum das duas
esferas S(p, r) e S(p∗, r∗).

A demonstração do teorema seguinte pode ser encontrada em [21].

Teorema 1.7. ([21]) Para qualquer T ∈ O(n+2, 2) com PT = P existem, duas isometrias
µ1, µ2 em URn+1 e constantes s, t ∈ R, tal que

T = εT (µ2)T (ψt)T (φs)T (µ1),

onde ε = ±1 , φs é uma transformação paralela em URn+1 e ψt é um fluxo hiperbólico em
URn+1.

Corolário 1.8. ([21]) Qualquer transformação de Laguerre em URn+1 é gerada por iso-
metrias, transformações paralelas e transformações hiperbólicas.

1.3 Formas espaciais de Laguerre e imersões de La-

guerre

Na geometria de Möbius temos três espaços de curvatura constante Sn+1,Rn+1 e Hn+1

e imersões conformes Rn+1 → Sn+1 e Hn+1 → Sn+1. Similarmente, introduzimos nessa
seção três formas espaciais de Laguerre URn+1, URn+1

1 e URn+1
0 e as imersões de Laguerre

σ : URn+1
1 → URn+1 e τ : URn+1

0 → URn+1 (ver [21]).

Seja Rn+1
1 o espaço de Lorentz com o produto interno

〈X, Y 〉 = X1Y1 + ...+XnYn −Xn+1Yn+1. (1.26)
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Seja URn+1
1 o fibrado unitário de Rn+1

1 definido por

URn+1
1 =

{
(x, ξ) ∈ Rn+1

1 × Rn+1
1 / 〈ξ, ξ〉 = −1

}
. (1.27)

Uma esfera orientada (hiperbólica) H(p, r) centrada em p ∈ Rn+1
1 com raio r pode ser

imersa em URn+1
1 como subvariedade n-dimensional

H(p, r) = {(x, ξ) ∈ URn+1
1 /x− p = rξ}. (1.28)

Aqui, r é um número real. Se r = 0, então H(p, r) consiste de todos os vetores tipo-
tempo em p, chamado ponto esférico em p. Associamos γ = H(p, r) ao vetor [γ] ∈ Qn+2

dado por

γ =

(
1

2
(1 + 〈p, p〉+ r2),

1

2
(1− 〈p, p〉 − r2),−r, p

)
. (1.29)

Um hiperplano orientado tipo-espaço Π(ξ, λ) em Rn+1
1 com vetor normal unitário pode

ser imerso em URn+1
1 como subvariedade n-dimensional

Π(ξ, λ) = {(x, ξ) ∈ URn
1/ 〈x, ξ〉 = λ}. (1.30)

Associamos γ = Π(ξ, λ) ao vetor [γ] ∈ Qn+2 dado por

γ = (λ,−λ, 1, ξ). (1.31)

Definição 1.9. Duas esferas (ou hiperplanos) orientadas γ1 e γ2 têm contacto orientado
em Rn+1

1 se, e somente se, seus vetores correspondentes γ1, γ2 ∈ Qn+2 satisfazem 〈γ1, γ2〉 =

0.

Qualquer ponto (x, ξ) ∈ URn+1
1 determina um pente de esferas(hiperplanos) em Rn+1

1

com contacto orientado em x e com vetor normal ξ, ao qual corresponde uma reta projetiva
pelo difeomorfismo L1 : URn+1

1 → Λ2n+1 dado por

L1(x, ξ) = {[ λγ1 + µγ2]/(λ, µ) ∈ R2 − {0}}, (1.32)
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onde

γ1 =

(
1

2
(1 + 〈x, x〉2), 1

2
(1− 〈x, x〉2), 0, x

)
, (1.33)

γ2 = (〈x, ξ〉 ,−〈x, ξ〉 , 1, ξ). (1.34)

Seja L : URn+1 → Λ2n+1 o difeomorfismo definido por (1.13). Desta forma, temos a
aplicação σ = L−1 ◦ L1 : URn+1

1 → URn+1 dada por

σ(x, ξ) = (x
′
, ξ

′
) ∈ URn+1, (1.35)

onde (x, ξ) ∈ URn+1
1 , com x = (x0, x1) ∈ Rn × R, ξ = (ξ0, ξ1) ∈ Rn × R e

x
′
=

(
−x1
ξ1
, x0 −

x1
ξ1
ξ0

)
, ξ

′
=

(
1

ξ1
,
ξ0
ξ1

)
. (1.36)

Temos que σ leva o hiperplano Π(ξ, λ) em URn+1
1 no hiperplano P (ξ

′
, λ/ξ1) em URn+1,

e leva a esfera orientada H(p, r) em URn+1
1 na esfera orientada S(p

′
, r

′
) em URn+1, onde

p = (p0, p1), p
′

= (−r, p0) e r′ = −p1. Assim, σ : URn+1
1 → URn+1 é uma imersão de

Laguerre.

Analogamente vamos descrever a forma espacial de Laguerre URn+1
0 .

Seja Rn+2
1 o espaço semi-Euclidiano com produto interno

〈X, Y 〉 = X1Y1 + ...+Xn+1Yn+1 −Xn+2Yn+2. (1.37)

Seja ν = (1,0, 1) o vetor tipo-luz em Rn+2
1 com 0 ∈ Rn. Seja Rn+1

0 o hiperplano degenerado
em Rn+2

1 definido por

Rn+1
0 =

{
x ∈ Rn+2

1 / 〈x, ν〉 = 0
}
. (1.38)

Definimos

URn+1
0 =

{
(x, ξ) ∈ Rn+2

1 × Rn+2
1 / 〈x, ν〉 = 0, 〈ξ, ξ〉 = 0, 〈ξ, ν〉 = 1

}
. (1.39)

Uma esfera orientada C(p) em Rn+1
0 , com p ∈ Rn+2

1 , é uma subvariedade n-dimensional
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em URn+1
0 dada por

C(p) =
{

(x, ξ) ∈ URn+1
0 /x− p = −〈p, ν〉 ξ

}
. (1.40)

Geometricamente, se 〈p, ν〉 6= 0, então C(p) é um paraboloide em Rn+1
0 obtido pela

interseção do cone de luz 〈x− p, x− p〉 = 0 em Rn+2
1 com o hiperplano 〈x, ν〉 = 0. O

paraboloide C(p) está centrado em p∗ = p + r(1,0, 0) ∈ Rn+1
0 (r = −〈p, ν〉) com eixo de

simetria l = {p∗ + tν/t ∈ R}. Se r = 0 então C(p) consiste de todos (p, ξ) ∈ URn+1
0 com ξ

contido no paraboloide
{
ξ ∈ Rn+2

1 / 〈ξ, ξ〉 = 0, 〈ξ, ν〉 = 1
}
em Rn+2

1 . Associamos γ = C(p)

a um vetor [γ] ∈ Qn+2 onde

γ =

(
1

2
(1 + 〈p, p〉), 1

2
(1− 〈p, p〉) , p

)
. (1.41)

Um hiperplano tipo-espaço Π(ξ, λ) em Rn+1
0 com normal unitária ξ pode ser imerso

em URn+1
0 como subvariedade n-dimensional

Π(ξ, λ) =
{

(x, ξ) ∈ URn+1
0 / 〈x, ξ〉 = λ

}
. (1.42)

Associamos γ = Π(ξ, λ) ao vetor [γ] ∈ Qn+2 onde

γ = (λ,−λ, ξ) . (1.43)

Definição 1.10. Duas esferas orientadas(ou hiperplanos) γ1 e γ2 têm contacto orientado
em Rn+1

0 se, e somente se, seus vetores correspondentes γ1, γ2 ∈ Qn+2 satisfazem 〈γ1, γ2〉 =

0.

Qualquer ponto (x, ξ) ∈ URn+1
0 determina um pente de esferas(hiperplanos) em Rn+1

0

com contacto orientado em x e com normal unitária comum ξ, com correspondente reta
projetiva pelo difeomorfismo L0 : URn+1

0 → Λ2n+1

L0(x, ξ) =
{

[λγ1 + µγ2]/(λ, µ) ∈ R2 − {0}
}
, (1.44)

onde

γ1 =

(
1

2
(1 + 〈x, x〉), 1

2
(1− 〈x, x〉), x

)
, (1.45)
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γ2 = (〈x, ξ〉 ,−〈x, ξ〉 , ξ) . (1.46)

Seja L : URn+1 → Λ2n+1 o difeomorfismo definido por (1.13). Segue que τ = L−1 ◦L0 :

URn+1
0 → URn+1 é dado por

τ(x, ξ) = (x
′
, ξ

′
) ∈ URn+1, (1.47)

onde x = (x1, x0, x1) ∈ R× Rn × R, ξ = (ξ1 + 1, ξ0, ξ1) ∈ R× Rn × R e

x
′
=

(
−x1
ξ1
, x0 −

x1
ξ1
ξ0

)
, ξ

′
=

(
1 +

1

ξ1
,
ξ0
ξ1

)
. (1.48)

Temos que τ leva o hiperplano Π(ξ, λ) em URn+1
0 no hiperplano Π(ξ

′
, λ/ξ1) em URn+1,

leva a esfera orientada C(p) em URn+1
0 na esfera orientada S(p

′
, r

′
) em URn+1, onde

p = (p1 − r, p0, p1), p
′
= (p1 − r, p0), r = −〈p, ν〉 e r′ = −p1. Assim, τ : URn+1

0 → URn+1

é uma imersão de Laguerre.

1.4 Hipersuperfícies de Laguerre em URn+1

A geometria de superfícies de Laguerre em R3 foi introduzida no livro de Blaschke.
Nesta seção apresentamos as hipersuperfícies de Laguerre em Rn+1. Para maiores detalhes
indicamos [21].

Consideremos (x, ξ) : URn+1 → Rn+1 × Sn ⊂ R2n+2 a imersão canônica e γ1, γ2 :

URn+1 → Rn+4
2 dados em (1.11). Seja T ∈ LG uma transformação de Laguerre e

(x̃, ξ̃) = φ ◦ (x, ξ), φ = L−1 ◦ T ◦ L : URn+1 → URn+1.

Denotamos por a e b as últimas coordenadas de γ1T e γ2T , respectivamente. Então, por
(1.11) e (1.23) podemos escrever

γ̃1 =

(
1

2
(1 + |x̃|2), 1

2
(1− |x̃|2), x̃, 0

)
= γ1T −

a

b
γ2T, (1.49)

γ̃2 =
(
x̃.ξ̃,−x̃.ξ̃, ξ̃, 1

)
=

1

b
γ2T, (1.50)
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onde γ̃1 e γ̃2 são dados em (1.11) e estão associados a (x̃, ξ̃).

São satisfeitas as seguintes relações de ortogonalidade

〈γ1, γ1〉 = 〈γ2, γ2〉 = 0, 〈dγ1, dγ1〉 = dx.dx,

〈dγ1, dγ2〉 = dx.dξ, 〈dγ2, dγ2〉 = dξ.dξ.

(1.51)

Segue de (1.51) que

dx̃.ξ̃ = 〈dγ̃1, γ̃2〉 =

〈
d(γ1T −

a

b
γ2T ),

1

b
γ2T

〉
=

1

b
〈dγ1, γ2〉 =

1

b
dx.ξ, (1.52)

dξ̃.dξ̃ = 〈dγ̃2, dγ̃2〉 =
1

b2
〈dγ2, dγ2〉 =

1

b2
dξ.dξ. (1.53)

Definição 1.11. Chamamos f = (x, ξ) : Mn → URn+1 uma hipersuperfície de Laguerre,
se ξ : Mn → Sn é uma imersão e dx.ξ = 0.

Segue de (1.52) e (1.53) que qualquer transformação de Laguerre leva hipersuperfícies
de Laguerre em URn+1 em hipersuperfícies de Laguerre em URn+1. Por (1.2) e (1.3)
obtemos que hiperplanos e esferas orientadas são hipersuperfícies de Laguerre em URn+1.

Seja x : Mn → Rn+1 uma hipersuperfície orientada com curvaturas principais que não
se anulam. Então, a aplicação normal ξ : Mn → Sn é uma imersão. Assim, x : M → Rn+1

induz unicamente uma hipersuperfície de Laguerre f = (x, ξ) : Mn → URn+1. Note que,
para qualquer hipersuperfície de Laguerre f = (x, ξ) : Mn → URn+1, x : Mn → Rn+1

pode não ser uma imersão. Por outro lado, por um Teorema de Pinkall [40] temos que a
transformação paralela ft = (x + tξ, ξ) de f é uma imersão em qualquer ponto p ∈ Mn

para quase todo t ∈ R. Neste sentido, podemos assumir que x : Mn → Rn+1 seja uma
imersão. Por exemplo,

Exemplo 1.12. (ver [41]) Considere a família de superfícies em R3 parametrizadas por

xt(u1, u2) =
(
u1 − u31

3
+ u1u

2
2, u2 −

u32
3

+ u2u
2
1, u

2
1 − u22

)
+t (−2u1, 2u2, 1− u21 − u22) / (1 + u21 + u22) ,

onde t é uma constante real não nula. A aplicação ξ : R3 → S2 dada por ξ(u1, u2) =

(−2u1, 2u2, 1− u21 − u22) / (1 + u21 + u22) é o campo normal unitário de xt.
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Cada superfície xt possui singularidades no seguinte conjunto

Ut =
{

(u1, u2)/(1 + u21 + u22)
4 = 4t2

}
.

A primeira forma fundamental da superfície xt é dada por

I =

(
l − 2t

l

)2

du21 +

(
l +

2a

t

)2

du22,

onde l = 1 + u21 + u22. Fixados t0 ∈ R e p ∈ Ut0 , temos que xt0 não é uma imersão numa
vizinhança de p. Porém, para cada t = t0 + l, onde l é uma constante real, temos que
xt = xt0 + lξ. Então, existe uma vizinhança V de p tal que xt é uma imersão em V , já
que p não é ponto singular de xt, t 6= t0.

Definição 1.13. Sejam x, x̃ : Mn → Rn+1 duas hipersuperfícies orientadas com curvatu-
ras principais que não se anulam. Dizemos que x e x̃ são equivalentes por transformações
de Laguerre, se as hipersuperfícies correspondentes f = (x, ξ), f̃ = (x̃, ξ̃) : Mn → URn+1

são diferentes apenas por uma transformação de Laguerre, isto é, f̃ = φ◦f, φ = L◦T ◦L−1,
T ∈ LG.

Na geometria diferencial de Laguerre são estudadas as propriedades de hipersuperfícies
de Laguerre em URn+1 que são invariantes pelo grupo da transformações de Laguerre em
URn+1.

1.5 Geometria de Laguerre para hipersuperfícies em

Rn+1

Nesta seção, estudamos a geometria diferencial de Laguerre para hipersuperfícies em
Rn+1. Para qualquer hipersuperfície orientável x : M → Rn+1 sem pontos umbílicos e com
curvaturas principais que não se anulam, obtemos uma métrica invariante de Laguerre
ρ2dξ.dξ, onde ξ : M → Sn é o campo normal unitário de x. Vamos obter as equações de
estrutura de x para a métrica ρ2dξ.dξ. Para maiores detalhes veja [21].

Seja Rn+4
2 o espaço Rn+4, munido com o produto interno

〈X, Y 〉 = −X1Y1 +X2Y2 + ...+Xn+3Yn+3 −Xn+4Yn+4. (1.54)
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Seja Cn+3 o cone de luz de Rn+4
2 dado por Cn+3 =

{
X ∈ Rn+4

2 | 〈X,X〉 = 0
}
. Seja LG o

subgrupo do grupo ortogonal O(n+ 2, 2) em Rn+4
2 dado por

LG = {T ∈ O(n+ 2, 2)|PT = P} , (1.55)

o grupo das transformações de Laguerre de Rn+1, onde P = (1,−1,0, 0), 0 ∈ Rn+1, é um
vetor tipo-luz em Rn+4

2 .

Considere x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável sem pontos umbílicos e com
curvaturas principais que não se anulam. Seja ξ : M → Sn o campo normal unitário. Seja
ei, 1 ≤ i ≤ n, uma base ortonormal para TM com relação a dx.dx formada por vetores
principais, isto é, ei(ξ) = −kiei(x), 1 ≤ i ≤ n, onde −ki é o autovalor correspondente a
ei. Definimos

ri =
1

ki
, r =

r1 + r2 + ...+ rn
n

e ρ =

√∑
i

(ri − r)2, (1.56)

onde ri é o raio de curvatura (ou raio principal), r é o raio de curvatura média de x e ρ
é uma função suave em M . Observamos que ρ nunca se anula, já que x não tem pontos
umbílicos. Definimos

Y = ρ (x.ξ,−x.ξ, ξ, 1) : M → Cn+3 ⊂ Rn+4
2

o vetor posição de Laguerre da imersão x.

O teorema seguinte apresentado por Li-Wang(2007) nos fornece a equivalência entre
hipersuperfícies de Laguerre em termos dos seus respectivos vetores posição.

Teorema 1.14. ([21]) Sejam x, x̃ : Mn → Rn+1 duas hipersuperfícies sem pontos umbí-
licos e com curvaturas principais que não se anulam. Então, x e x̃ são equivalentes por
uma transformação de Laguerre se, e somente se, existe T ∈ LG tal que Ỹ = Y T .

A partir do Teorema 1.14, os autores Li-Wang em [21] mostraram que

g = 〈dY, dY 〉 = ρ2dξ.dξ (1.57)

é uma métrica invariante por transformações de Laguerre, que é conforme à terceira forma
fundamental da imersão x : M → Rn+1. Chamamos g a métrica de Laguerre de x.
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Seja ∆ o operador Laplaciano de g, definimos

N =
1

n
∆Y +

1

2n2
〈∆Y,∆Y 〉Y,

η =
(

1+|x|2
2

, 1−|x|
2

2
, x, 0

)
+ r(x.ξ,−x.ξ, ξ, 1),

(1.58)

onde r é o raio de curvatura média de x. A aplicação η : M → Cn+3 ⊂ Rn+4
2 é conhecida

como a aplicação normal de Laguerre. O significado geométrico de η(p), p ∈M , é a esfera
em Rn+1 centrada em x(p)+r(p)ξ(p) com raio r(p), a qual é tangente à hipersuperfície no
ponto x(p). Sejam {E1, E2, ..., En} em Rn+4

2 campos tangentes a Y , consistindo de uma
base ortonormal na métrica g com base dual {ω1, ω2, ..., ωn}. São satisfeitas as seguintes
relações de ortogonalidade na métrica (1.54)

〈Y,Ei(Y )〉 = 〈∆Y,Ei(Y )〉 = 0, 〈Y,∆Y 〉 = −n, 〈Ei(Y ), Ej(Y )〉 = δij,

〈N,N〉 = 〈Y, Y 〉 = 〈η, η〉 = 0, 〈Y,N〉 = −1, 〈η, P 〉 = −1.

(1.59)

Então, temos a seguinte decomposição ortogonal

Rn+4
2 = span {Y,N} ⊕ span {E1(Y ), E2(Y ), ..., En(Y )} ⊕ {η, P} .

Chamamos {Y,N,E1(Y ), E2(Y ), ..., En(Y ), η, P} de referencial móvel de Laguerre em
Rn+4

2 de x. As equações de estrutura para este referencial são dadas por

Ei(N) =
∑
j

LijEj(Y ) + CiP,

Ej(Ei(Y )) = LijY + δijN +
∑
k

ΓkijEk(Y ) +Bij(Y )P,

Ei(η) = −CiY +
∑
j

BijEj(Y ).

(1.60)

onde Ci, Lij = Lji, Bij = Bji,Γ
k
ij são funções suaves definidas em M . Destas equações
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obtemos os seguintes invariantes:

(i) A métrica de Laguerre g = 〈dY, dY 〉 .
(ii) O tensor segunda forma fundamental de Laguerre B =

∑
ij

Bijωi ⊗ ωj.

(iii) O tensor simétrico de segunda ordem L =
∑
ij

Lijωi ⊗ ωj.

(iv) A forma de Laguerre C =
∑
i

Ciωi.

(1.61)

As derivadas covariantes dos tensores C, L e B com relação à métrica g são dadas por

dCi +
∑
j

Cjωji =
∑
j

Ci,jωj,

dLij +
∑
k

Likωkj +
∑
k

Lkjωki =
∑
k

Lij,kωk,

dBij +
∑
k

Bikωkj +
∑
k

Bkjωki =
∑
k

Bij,kωk,

(1.62)

onde wik = 〈dEk(Y ), Ej(Y )〉 são 1-formas diferenciáveis em M .

Tomando a derivada exterior das equações dadas em (1.60), obtemos as seguintes
relações entre estes invariantes (veja Apêndice A)

Lij,k = Lik,j,

Ci,j − Cj,i =
∑
k

(BikLkj −BjkLki),

Bij,k −Bik,j = Cjδik − Ckδij,
Rijkl = Ljkδil + Lilδjk − Likδjl − Ljlδik,

(1.63)

onde Rijkl é o tensor curvatura da métrica g. Além disso, temos as seguintes identidades
(veja Apêndice A)∑

ij

B2
ij = 1,

∑
i

Bii = 0,
∑
i

Bij,i = (n− 1)Cj;∑
i

Lii = − 1

2n
〈∆Y,∆Y 〉 ;

Rik = −(n− 2)Lik −

(∑
i

Lii

)
δik;

R = −2(n− 1)
∑
i

Lii =
n− 1

n
〈∆Y,∆Y 〉 .

(1.64)
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No caso n ≥ 3, temos da primeira e da terceira equação de (1.64) que Ci e Lij são
completamente determinados pelos invariantes {g,B}. Portanto, obtemos o

Teorema 1.15. ([21]) Duas hipersuperfícies orientadas sem pontos umbílicos em Rn+1(n >

2) com curvaturas principais que não se anulam são equivalentes por transformações de
Laguerre se, e somente se, elas possuem a mesma métrica de Laguerre g e a mesma
segunda forma fundamental B.

No caso n = 2, um sistema invariante de Laguerre completo para superfícies em R3 é
dado por {g,L,B} obtido por Hu-Li em [18].

A seguir daremos relações entre os invariantes de Laguerre, dados em (1.60), e os
invariantes Euclidianos de x : M → Rn+1.

Proposição 1.16. ([22]) Considere ei, 1 ≤ i ≤ n, uma base ortonormal com relação
a métrica dx.dx para TM , consistindo de vetores principais, isto é, ei(ξ) = −kiei(x),
1 ≤ i ≤ n, onde ki é o autovalor correspondente a ei. Então, considerando as definições
(1.56), temos que riei, 1 ≤ i ≤ n, forma uma base ortonormal para dξ.dξ com base
dual θi, 1 ≤ i ≤ n. Além disso, os campos Ei = ρ−1riei, 1 ≤ i ≤ n formam uma base
ortonormal na métrica de Laguerre g = ρ2dξ.dξ com base dual ωi = ρkiθi. Então, as
seguintes igualdades se verificam

Bij = ρ−1(r − ri)δij,

Ci = −ρ−2ri {ei(r)− (r − ri)ei(log ρ)} .
(1.65)

Demonstração: Vamos deduzir as duas primeiras equações de (1.65). Temos de (1.59)
e (1.60) que

Bij = 〈Ei(η), Ej(Y )〉 , Ci = 〈Ei(η), N〉 . (1.66)

Definindo y = (x.ξ,−x.ξ, ξ, 1), podemos escrever o vetor posição de x como Y = ρy

e 〈dy, dy〉 = dξ.dξ. Diferenciando, obtemos ei(y) = (ei(ξ).x,−ei(ξ).x, ei(ξ), 0). Como
ei(ξ) = −kiei(x), temos

ei(y) = −ki (ei(x).x,−ei(x).x, ei(x), 0) . (1.67)

Diferenciando (1.58), temos que ei(η) = (ei(x).x,−ei(x).x, ei(x), 0)+ei(r)y+rei(y). Logo,
de (1.67) obtemos

ei(η) = (r − ri)ei(y) + ei(r)y. (1.68)
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Por outro lado, diferenciando Y = ρy, obtemos

ei(Y ) = ei(ρ)y + ρei(y). (1.69)

De (1.66), (1.68) e (1.69), obtemos

Bij = ρ−2rirj 〈ei(η), ej(Y )〉
= ρ−1rirj(r − ri) 〈ei(y), ej(y)〉
= ρ−1rirj(r − rj)ei(ξ).ej(ξ)
= ρ−1(r − rj)ei(x).ej(x).

Portanto, Bij = ρ−1(r − rj)δij, como havíamos afirmado.

Como Ei = ρ−1riei, temos de (1.69) que

ei(y) =
1

ri
Ei(Y )− ρ−1ei(log ρ)Y. (1.70)

Substituindo (1.70) em (1.68), obtemos

ei(η) =
1

ri
(r − ri)Ei(Y ) + ρ−1(ei(r)− ei(log ρ)(r − ri))Y. (1.71)

Segue de (1.66), (1.69), (1.71) e (1.59) que

Ci = 〈Ei(η), N〉

= ρ−1ri

〈
1
ri

(r − ri)Ei(Y ), 1
n
∆Y + 1

2n2 〈∆Y,∆Y 〉Y
〉

+

ρ−1ri
〈
(ρ−1ei(r)− ρ−1ei(log ρ)(r − ri))Y, 1

n
∆Y + 1

2n2 〈∆Y,∆Y 〉Y
〉

=
ρ−2riei(r)− ρ−2riei(log ρ)(r − ri))Y

n
〈Y,∆Y 〉 .

Portanto,
Ci = −ρ−2ri{ei(r)− ei(log ρ)(r − ri)}

como queríamos mostrar. �

Observação 1.17. Nas condições dadas na Proposição 1.16 pode-se provar também (ver
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[22]) que

Lij = ρ−2
{
Hessij(log ρ)− rirjei(log ρ)(ej log ρ) +

1

2
(|∇ log ρ|2 − 1)δij

}
, (1.72)

onde {Hessij} é a matriz hessiana de dξ.dξ e ∇ é seu operador gradiente.

Seja S : TM → TM o operador auto-adjunto associado à segunda forma quadrática
da imersão x, com relação a métrica dx · dx, com raio principal ri definido em (1.56).
Por (1.65) temos que o operador segunda forma fundamental de Laguerre B é dado por
Bij = ρ−1(r−ri)δij. Então, o operador auto-adjunto de Laguerre, associado a B, é definido
por

S̃ = −ρ−1(S−1 − r Id) : TM → TM. (1.73)

Denotando por k̃i os autovalores para o operador S̃, de (1.73), obtemos

k̃i = ρ−1(r − ri). (1.74)

O operador auto-adjunto de Laguerre é outro invariante de Laguerre, o qual, junto com
a métrica de Laguerre, determina a hipersuperfície x de Rn+1, a menos de equivalência
de Laguerre, conforme Teorema 1.15.

1.6 Hipersuperfícies em formas espaciais de Laguerre

Usando as imersões de Laguerre σ e τ definidas em (1.35)-(1.36) e (1.47)-(1.48), res-
pectivamente, cada hipersuperfície x : M → Rn+1

1 ou x : M → Rn+1
0 corresponde a uma

hipersuperfície x′
: M → Rn+1. Nesta seção estudamos as relações entre x e x′ , conforme

[21].

Seja Rn+1
1 o espaço semi-Euclidiano com produto interno 〈, 〉 dado em (1.26). Seja

x : M → Rn+1
1 uma hipersuperfície orientada tipo-espaço no espaço semi-Euclidiano

Rn+1
1 . Seja ξ o campo normal unitário de x com 〈ξ, ξ〉 = −1. Definimos o operador

auto-adjunto S : TM → TM por dξ = −dx ◦ S. Como S é auto-adjunto, todos os
autovalores ki são reais. Supondo que ki 6= 0, definimos ri = 1/ki o raio de curvatura de x
e r = (r1 + r2 + ...+ rn)/n como o raio de curvatura média de x. Seja {e1, e2, ..., en} uma
base ortonormal para TM com relação a métrica 〈dx, dx〉, consistindo de autovalores de
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S, isto é,

ei(ξ) = −kiei(x), 1 ≤ i ≤ n. (1.75)

Em particular, temos que ei(ξ1) = −kiei(x1), com x = (x0, x1) ∈ Rn × R, ξ = (ξ0, ξ1) ∈
Rn × R. Definimos

Y = ρ(〈x, ξ〉 ,−〈x, ξ〉 , 1, ξ),

η =
(
1
2

(1 + 〈x, x〉) , 1
2

(1− 〈x, x〉) , 0, x
)

+ r (〈x, ξ〉 ,−〈x, ξ〉 , 1, ξ) ,

g = ρ2 〈dξ, dξ〉 =
∑

i (ri − r)
2 〈dξ, dξ〉 ,

(1.76)

o vetor posição de Laguerre, a aplicação normal de Laguerre e g a métrica de Laguerre
da imersão x, respectivamente.

Definimos σ(x, ξ) = (x
′
, ξ

′
) ∈ URn+1, onde σ : URn+1

1 → URn+1 é a imersão de
Laguerre dada por (1.35). Obtemos de (1.36) e (1.75) que

ei(x
′
) = −(riξ1 + x1)ei(ξ

′
), 1 ≤ i ≤ n. (1.77)

Segue que ei é um vetor principal para a hipersuperfície de Laguerre (x
′
, ξ

′
) : M → URn+1

correspondente ao raio de curvatura

r
′

i = riξ1 + x1, (1.78)

o que implica nas seguintes relações entre os raios de curvatura média r′ e r:

r
′
= rξ1 + x1, (ρ

′
)2 =

∑
i

(r
′

i − r
′
)2 = ξ21

∑
i

(ri − r)2 = ξ21ρ
2. (1.79)

Temos que o vetor posição de Laguerre e a aplicação normal de Laguerre de x e x′ são
dados por

Y = ρ(〈x, ξ〉 ,−〈x, ξ〉 , 1, ξ) = ρ
′
(x

′
.ξ

′
,−x′

.ξ
′
, ξ

′
, 1) = Y

′
,

η =
(
1
2

(1 + 〈x, x〉) , 1
2

(1− 〈x, x〉) , 0, x
)

+ r (〈x, ξ〉 ,−〈x, ξ〉 , 1, ξ)
=

(
1
2
(1 + |x′ |2), 1

2
(1− |x′|2), x′

, 0
)

+ r
′
(x

′
.ξ

′
,−x′

.ξ
′
, ξ

′
, 1) = η

′
.
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Assim, as métricas de Laguerre são dadas por

g = ρ2 〈dξ, dξ〉 = (ρ
′
)2dξ

′
.dξ

′
= g

′
.

De (1.75) temos que riei, 1 ≤ i ≤ n, forma uma base ortonormal na terceira forma
fundamental 〈dξ, dξ〉. Como a métrica de Laguerre de x é dada por g = ρ2 〈dξ, dξ〉 segue
que Ei = ρ−1riei, 1 ≤ i ≤ n forma uma base ortonormal na métrica g com base dual
ωi = ρkiθi, onde θi é a base dual de ei. Obtemos que os invariantes de Laguerre para
x : M → Rn+1

1 são dados pelas seguintes expressões:

B =
∑
ij

Bijωi ⊗ ωj, L =
∑
ij

= Lijωi ⊗ ωj C =
∑
i

Ciωi,

onde

Bij = ρ−1(r − ri)δij, Ci = −ρ−2ri {ei(r)− (r − ri)ei(log ρ)} ,

Lij = ρ−2{Hessij(log ρ)− rirjei(log ρ)ej(log ρ)− 1
2

(|∇ log ρ|2 − 1) δij},
(1.80)

onde Hessij e ∇ são, respectivamente, a matriz hessiana e o gradiente com relação à
terceira forma fundamental 〈dξ, dξ〉 de x. A demonstração das equações dadas em (1.80)
é análoga à demonstração das equações dadas em (1.65) e (1.72).

De modo análogo, vamos relacionar uma imersão x : M → Rn+1
0 com a correspondente

hipersuperfície x : M → Rn+1.

Sejam Rn+2
1 o espaço semi-Euclidiano com produto interno dado em (1.37) e Rn+1

0 o
espaço degenerado em Rn+2

1 definido em (1.38). Sejam x : M → Rn+1
0 uma hipersuperfície

orientada tipo-espaço no espaço degenerado Rn+1
0 e ξ o único vetor em Rn+2

1 satisfazendo

〈ξ, dx〉 = 0, 〈ξ, ξ〉 = 0, 〈ξ, ν〉 = 1,

onde ν = (1,0, 1) ∈ Rn+2
1 é o vetor tipo-luz com 0 ∈ Rn.

Definimos o operador auto-adjunto S : TM → TM por dξ = −dx ◦ S. Como S é
auto-adjunto, todos os autovalores ki são reais. Seja {e1, e2, ..., en} uma base ortonormal
para TM com relação a 〈dx, dx〉, consistindo de autovalores de S, isto é,

ei(ξ) = −kiei(x), 1 ≤ i ≤ n. (1.81)
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Supondo que ki 6= 0, definimos ri = 1/ki o raio de curvatura de x e r = (r1+r2+...+rn)/n

como o raio de curvatura média de x. Definimos

Y = ρ(〈x, ξ〉 ,−〈x, ξ〉 , ξ),

η =
(
1
2

(1 + 〈x, x〉) , 1
2

(1− 〈x, x〉) , x
)

+ r (〈x, ξ〉 ,−〈x, ξ〉 , ξ) ,

g = ρ2 〈dξ, dξ〉 =
∑

i (ri − r)
2 〈dξ, dξ〉 ,

(1.82)

o vetor posição de Laguerre, a aplicação normal de Laguerre e g a métrica de Laguerre
da imersão x, respectivamente.

De τ(x, ξ) = (x
′
, ξ

′
) ∈ URn+1, obtemos uma hipersuperfície x′

: M → Rn+1, onde x′ e
ξ
′ são dados em (1.48). Obtemos de (1.48) e (1.81) que

ei(x
′
) = −(riξ1 + x1)ei(ξ

′
), 1 ≤ i ≤ n, (1.83)

onde x = (x1, x0, x1) ∈ R×Rn×R, ξ = (ξ1 + 1, ξ0, ξ1) ∈ R×Rn×R. Segue que ei é uma
vetor principal para a hipersuperfície de Laguerre (x

′
, ξ

′
) : M → URn+1 correspondente

ao raio de curvatura

r
′

i = riξ1 + x1, (1.84)

o que implica nas seguintes relações entre os raios de curvatura média r′ e r:

r
′
= rξ1 + x1, (ρ

′
)2 =

∑
i

(r
′

i − r
′
)2 = ξ21

∑
i

(ri − r)2 = ξ21ρ
2. (1.85)

Temos que o vetor posição de Laguerre e a aplicação normal de Laguerre de x e x′ são
dados por

Y = ρ(〈x, ξ〉 ,−〈x, ξ〉 , ξ) = ρ
′
(x

′
.ξ

′
, ξ

′
, ξ

′
, 1) = Y

′
,

η =
(
1
2

(1 + 〈x, x〉) , 1
2

(1− 〈x, x〉) , x
)

+ r (〈x, ξ〉 ,−〈x, ξ〉 , ξ)
=

(
1
2
(1 + |x′ |2), 1

2
(1− |x′ |2), x′

, 0
)

+ r
′
(x

′
.ξ

′
,−x′

.ξ
′
, ξ

′
, 1) = η

′
,

onde ρ′
=
∑

i(r
′
i − r

′
)2 e ρ =

∑
i(ri − r)2. Assim, as métricas de Laguerre são dadas por

g =
〈
ρ2dξ, dξ

〉
= (ρ

′
)2dξ

′
.dξ

′
= g

′
.
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De (1.81) temos que riei, 1 ≤ i ≤ n, forma uma base ortonormal para a terceira forma
fundamental 〈dξ, dξ〉. Como a métrica de Laguerre de x é dada por g = ρ2dξ.dξ segue
que Ei = ρ−1riei, 1 ≤ i ≤ n forma uma base ortonormal para g com base dual ωi = ρkiθi,
onde θi é a base dual de ei. Obtemos que os invariantes de Laguerre para x : M → Rn+1

0

são dados por

B =
∑
ij

Bijωi ⊗ ωj, L =
∑
ij

Lijωi ⊗ ωj C =
∑
i

Ciωi,

onde

Bij = ρ−1(r − ri)δij, Ci = −ρ−2ri {ei(r)− (r − ri)ei(log ρ)} ,

Lij = ρ−2{Hessij(log ρ)− rirjei(log ρ)ej(log ρ) + 1
2
|∇ log ρ|2δij},

(1.86)

onde Hessij e ∇ são, respectivamente, a matriz hessiana e o gradiente com relação à
terceira forma fundamental 〈dξ, dξ〉. A demonstração das equações dadas em (1.86) é
análoga à demonstração das equações dadas em (1.65) e (1.72).
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Capítulo 2

Sobre hipersuperfícies isoparamétricas
de Laguerre em Rn+1

Em [23], Li-Sun consideraram uma hipersuperfície x : M → Rn+1 sem pontos umbílicos
e com curvaturas principais que não se anulam e introduziram o conceito de hipersuperfí-
cies isoparamétricas de Laguerre em Rn+1. Eles mostraram que elas são hipersuperfícies de
Dupin e classificaram as hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre em R4 (ver Teorema
2.12).

Em [22], foram classificadas as hipersuperfícies em Rn+1 com segunda forma fundamen-
tal de Laguerre paralela. Estas hipersuperfícies, a menos de transformação de Laguerre,
são abertos de duas hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre. Estes resultados foram
revistos na Seção 2.1, pois serão úteis ao desenvolvimento dos principais resultados das
seções seguintes (para mais detalhes veja [22]).

As hipersuperfícies de Dupin no espaço Euclidiano com duas curvaturas principais
distintas são conhecidas como cíclides de Dupin. Na seção 2.2, mostramos que hipersu-
perfícies de Dupin com duas curvaturas principais distintas e que não se anulam em Rn+1

são hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre.

Na seção 2.3 mostramos que hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre em Rn+1

com duas curvaturas principais distintas são as hipersuperfícies com segunda forma funda-
mental de Laguerre paralela em Rn+1. Então, obtemos a classificação das hipersuperfícies
isoparamétricas de Laguerre com duas curvaturas principais distintas em Rn+1.
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2.1 Hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre em

Rn+1

Nesta seção introduzimos as hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre em Rn+1 de-
finidas em [23]. Mostramos que estas hipersuperfícies são, em particular, hipersuperfícies
de Dupin (veja também [23]).

Consideremos x : M → Rn+1 uma hipersuperfície sem pontos umbílicos e com cur-
vaturas principais que não se anulam tal que os autovalores do operador auto-adjunto
de Laguerre são constantes. Então, x é Dupin se, e somente se, x é isoparamétrica de
Laguerre. Concluímos que as cíclides de Dupin em Rn+1 são isoparamétricas de Laguerre.

Definição 2.1. Uma hipersuperfície x : M → Rn+1 é Dupin se suas curvaturas principais
forem constantes ao longo de suas correspondentes linhas de curvatura. Neste caso, x é
dita própria se o número de curvaturas principais distintas for constante.

Definição 2.2. ([22]) Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície sem pontos umbílicos e com
curvaturas principais que não se anulam. Considere a métrica de Laguerre e a segunda
forma fundamental de Laguerre de x dadas em (1.61). Dizemos que x possui segunda
forma fundamental de Laguerre paralela se ∇B = 0, onde ∇ é a conexão de Levi-Civita
da métrica g.

Definição 2.3. ([23]) Uma hipersuperfície x : M → Rn+1 sem pontos umbílicos e com
curvaturas principais que não se anulam é chamada hipersuperfície isoparamétrica de
Laguerre se a forma de Laguerre C ≡ 0 e os autovalores do operador auto-adjunto de
Laguerre S̃, dados em (1.74), são todos constantes.

Na próxima seção apresentamos exemplos e, também, a classificação geral das hiper-
superfícies em Rn+1 com segunda forma fundamental de Laguerre paralela dada por [22].
Da Definição 2.3 segue o seguinte teorema (veja também [23]).

Teorema 2.4. ([23]) Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfícies isoparamétrica de La-
guerre. Então x : M → Rn+1 é uma hipersuperfície de Dupin.

Demonstração: Para cada curvatura principal ki de x, temos ri = 1
ki

seu raio de cur-
vatura. Seja {e1, ..., ei, ...en} uma base para TM consistindo de autovetores do operador
auto-adjunto S de x, com relação a métrica dx.dx. Como Ci = 0, ∀i, obtemos de (1.65)
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que

ei(r)− ei(log ρ)(r − ri) = 0. (2.1)

Por outro lado, temos que as funções k̃i = ρ−1(r−ri) dadas em (1.74) são todas constantes.
Portanto,

0 = ei(k̃i)

= ei(ρ
−1(r − ri))

= −ρ−2ei(ρ)(r − ri) + ρ−1ei(r − ri)
= −ρ−1{ei(log ρ)(r − ri)− ei(r − ri)}
= −ρ−1{ei(log ρ)(r − ri)− ei(r) + ei(ri)},

Concluímos que

ei(ri) = ei(r)− ei(log ρ)(r − ri). (2.2)

De (2.1) e (2.2) segue que ei(ri) = 0. Portanto ei(ki) = 0, ou seja, x é uma hipersu-
perfície de Dupin. �

Como consequência do Teorema 2.4 temos o seguinte corolário.

Corolário 2.5. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície sem pontos umbílicos e com
curvaturas principais que não se anulam, tal que os autovalores do operador auto-adjunto
de Laguerre são contantes. Então, x é uma hipersuperfície de Dupin se, e somente se, x
é uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre.

Demonstração: Uma parte da prova é consequência imediata do Teorema 2.4. Reci-
procamente, se x é uma hipersuperfície de Dupin tal que as funções k̃i dadas em (1.74)
são contantes, segue que a equação (2.2) vale, o que implica que Ci = 0,∀i. Portanto, x
é uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre. �

Proposição 2.6. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície com duas curvaturas principais
distintas e que não se anulam k1 e k2 ( 1

k1
= r1 < r2 = 1

k2
) de multiplicidade n + 1 −m

e m− 1, respectivamente. Então, os autovalores do operador auto-adjunto de Laguerre S̃
são constantes, e são dados por

k̃1 =

√
m− 1

(n+ 1−m)n
e k̃2 = −

√
n+ 1−m
(m− 1)n

.
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Demonstração: Sejam r1 = 1
k1

e r2 = 1
k2

os raios de curvatura de x de multiplicidade
n+ 1−m e m− 1, respectivamente, satisfazendo r2 − r1 > 0 já que r1 < r2. Por (1.56) e
(1.74) temos

k̃1 = ρ−1(r − r1), k̃2 = ρ−1(r − r2), r =
(n+ 1−m)r1 + (m− 1)r2

n
. (2.3)

Como ρ2 =
∑
i

(r − ri)2, temos que

ρ2 = (n+ 1−m)(r − r1)2 + (m− 1)(r − r2)2, (2.4)

onde, de (2.3), temos que

r − r1 =
m− 1

n
(r2 − r1), r − r2 =

−(n+ 1−m)

n
(r2 − r1). (2.5)

Portanto, substituindo (2.5) e (2.5) em (2.4) obtemos

ρ2 =
(n+ 1−m)(m− 1)2 + (m− 1)(n+ 1−m)2

n2
(r2 − r1)2

=
(m− 1)(n+ 1−m)

n
(r2 − r1)2,

implicando que

ρ−1 =
1

r2 − r1

√
n

(m− 1)(n+ 1−m)
. (2.6)

Logo, substituindo (2.6) em (2.3), obtemos

k̃1 =

√
m− 1

n(n+ 1−m)
, k̃2 = −

√
n+ 1−m
n(m− 1)

(2.7)

como queríamos provar. �

Segue da Proposição 2.6 e do Corolário 2.5 o seguinte corolário.

Corolário 2.7. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície de Dupin com duas curvaturas
principais distintas e que não se anulam. Então, x é uma hipersuperfície isoparamétrica
de Laguerre.
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2.2 Classificação de hipersuperfícies em Rn+1 com se-

gunda forma fundamental de Laguerre paralela

Nesta seção apresentamos a classificação das hipersuperfícies em Rn+1 com segunda
forma fundamental de Laguerre paralela dada por [22]. A menos de transformação de
Laguerre, mostramos que as únicas hipersuperfícies com segunda forma fundamental de
Laguerre paralela em Rn+1, parametrizadas por linhas de curvatura, são dadas no Exemplo
2.8 e no Exemplo 2.9.

Conforme (1.62), a derivada covariante do tensor B, em relação a g, é dada por

dBij +
n∑
k=1

Bikωkj +
n∑
k=1

Bkjωki =
n∑
k=1

Bij,kωk. (2.8)

Primeiro daremos exemplos de hipersuperfícies em Rn+1 com ∇B = 0. Para maiores
detalhes veja [22].

Exemplo 2.8. Para qualquer inteiro m com 1 ≤ m−1 ≤ n denotamos Hm−1 = {(v, w) ∈
Rm

1 /v.v − w2 = −1, w > 0} o espaço hiperbólico imerso no espaço de Minkowski Rm
1 .

Definimos x : Sn+1−m ×Hm−1 → Rn+1 por

x(u, v, w) =
( u
w

(1 + w),
v

w

)
.

Então, x é uma hipersuperfície com normal unitária ξ =
(
u
w
, v
w

)
, e a primeira e segunda

formas fundamentais são, respectivamente, dadas por

I = dx.dx =
1

w2
{(1 + w)2du.du+ dv.dv − dw2},

II = −dx.dξ = − 1

w2
{(1 + w)du.du+ dv.dv − dw2}.

Portanto, x está parametrizada por linhas de curvatura e possui duas curvaturas prin-
cipais distintas − 1

w+1
e −1 com multiplicidade n + 1 −m e m − 1, respectivamente. A

métrica de Laguerre g de x é dada por

g = ρ2dξ · dξ =
(m− 1)(n+ 1−m)

n
(du.du+ dv.dv − dw2),
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e a segunda forma fundamental de Laguerre B =
∑

ij Bijωi ⊗ ωj, onde

Bij =

√
m− 1

(n+ 1−m)n
δij, 1 ≤ i, j ≤ n+ 1−m,

Bij = −
√
n+ 1−m
(m− 1)n

δij, n+ 2−m ≤ i, j ≤ n.

(2.9)

De (1.65), obtemos
Ci = 0, 1 ≤ i ≤ n.

Segue de (2.8) e (2.9) que a segunda forma fundamental de Laguerre x é paralela e,
da Definição 2.2 segue que x é uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre.

Exemplo 2.9. Para quaisquer inteirosm1,m2, ...,ms comm1+m2+...+ms = n, com s ≥
2, e constantes distintas não nulas λ1, ..., λs definimos x : Rn → Rn+1

0 uma hipersuperfície
orientada tipo-espaço em Rn+1

0 dada por

x =

(
λ1|u1|2 + λ2|u2|2 + ...+ λs|us|2

2
, u1, u2, ..., us,

λ1|u1|2 + λ2|u2|2 + ...+ λs|us|2

2

)
,

onde (u1, u2, ..., us) ∈ Rm1 × Rm2 × ...Rms = Rn e |ui|2 = ui.ui, i = 1, ..., s. Neste caso,
temos que o campo normal unitário ξ de x é dado por

ξ =

(
−|λ1u1|

2 + ...+ |λsus|2 − 1

2
,−λ1u1,−λ2u2, ...,−λsus,−

|λ1u1|2 + ...+ |λsus|2 + 1

2

)
.

Temos que ξ satisfaz as condições

〈ξ, dx〉 = 0, 〈ξ, ξ〉 = 0, 〈ξ, ν〉 = 1.

A primeira e segunda formas fundamentais de x são, respectivamente, dadas por

I = du1.du1 + ...+ dus.dus

e
II = λ1du1.du1 + ...+ λsdus.dus.

Note que x está parametrizada por linhas de curvatura e suas curvaturas principais
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são λ1, λ2, ..., λs com multiplicidade m1,m2, ...,ms, respectivamente. Obtemos

ri =
1

λi
, r =

m1r1 +m2r2 + ...+msrs
n

.

De (1.86), obtemos que os invariantes de x são dados por

ρ2 =
s∑
i=1

mi(ri − r)2 = constante, Ci = 0, Lij = 0, 1 ≤ i, j ≤ n,

Bij = k̃iδij, 1 ≤ i, j ≤ n,

onde

k̃i =
r − ri√∑s

j=1mj(rj − r)2
(2.10)

e cada k̃i possui multiplicidade mi.

Assim, obtemos de (1.64) que x é plana com relação à métrica g, isto é,

Rijkl = 0, 1 ≤ i, j, k, l ≤ n,

a segunda forma fundamental B =
∑
ij

Bijωi ⊗ ωj é paralela, e x é uma hipersuperfície

isoparamétrica de Laguerre.

Consideremos a imersão de Laguerre τ de URn+1
0 em URn+1. Então, de (1.47) e (1.48)

temos τ(x, ξ) = (x
′
, ξ

′
) : URn+1

0 → URn+1, e obtemos a hipersuperfície x′
: Rn → Rn+1,

que por (1.48) é dada por:

x
′
= (0, u1, ..., us) +

∑s
i=1 λi |ui|

2∑s
i=1 λ

2
i |ui|

2 + 1
(1,−λ1u1, ...,−λsus) (2.11)

e sua normal unitária ξ′
: Rn → Sn é dada por

ξ
′
=

1∑s
i=1 λ

2
i |ui|

2 + 1

(
s∑
i=1

λ2i |ui|
2 − 1, 2λ1u1, ..., 2λsus

)

Então, x′ é uma hipersuperfície de Dupin parametrizada por linhas de curvatura e, de
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(1.84), segue que suas curvaturas principais são dadas por

λ
′

i =
2λi

−
∑s

j=1 λ
2
j |uj|

2 + λi
∑s

j=1 λj |uj|
2 − 1

, 1 ≤ i ≤ s. (2.12)

Segue de (1.65), (1.83), (1.84) e (1.86) que x′ é uma hipersuperfície isoparamétrica de
Laguerre cuja métrica de Laguerre g′

= g e autovalores do operador auto-adjunto de
Laguerre k′

i = ki, dados por (2.10).

Exemplo 2.10. Corro-Ferreira-Tenenblat [15], aplicando transformações de Ribaucour
ao plano, obtiveram uma família de hipersuperfícies de Dupin em Rn+1 dada por

x(u1, ..., un) = (u1, ..., un, 0)−
2
∑n

j=1 fj∑n
j=1(f

′
j)

2 + b2
(f

′

1, ..., f
′

n,−b), (2.13)

onde (u1, ..., un) ∈ U ⊂ Rn e

fj = bj2u
2
j + bj1uj + bj0 para b 6= 0, bj2, bj1, bj0 ∈ R e 1 ≤ j ≤ n, (2.14)

e bj2 são contantes não nulas e todas distintas. Fazendo mudança de coordenadas uj =

vj − bj1
2bj2

, obtemos de (2.13) que

x(v1, ..., vn) = (v1, ..., vn, 0) +
2
∑n

j=1 bj2v
2
j − L∑n

j=1 b
2
j2v

2
j + b2

4

(−b12v1, · · · ,−bn2,
b

2
)−

−(
b11
2b12

, · · · , bn1
2bn2

, 0),

(2.15)

onde L =
n∑
j=1

b2j1
4b12
−
∑
j

bj0. Note que, quando L = 0 e b = 2, a família dada em (2.15)

dá exatamente a família dada em (2.11), a menos de uma translação em Rn+1.

Em [22] foi obtido o seguinte teorema de classificação:

Teorema 2.11 ([22]). Seja x : Mn → Rn+1 uma hipersuperfície orientável sem pontos
umbílicos com curvaturas principais que não se anulam. Se sua segunda forma fundamen-
tal de Laguerre é paralela então x é Laguerre equivalente a um subconjunto de uma das
seguintes hipersuperfícies:

1. a hipersuperfície orientada dada pelo Exemplo 2.8;
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2. a imagem pela isometria de Laguerre τ da hipersuperfície orientada x : Rn → Rn+1
0

dada no Exemplo 2.9.

Em [23], os autores Li e Sun mostraram que hipersuperfícies isoparamétricas de La-
guerre em R4 têm segunda forma fundamental de Laguerre paralela. Então, do Teorema
2.11 eles encontraram a seguinte classificação:

Teorema 2.12 ([23]). Seja x : M3 → R4 uma hipersuperfície orientável sem pontos
umbílicos com curvaturas principais que não se anulam. Se x é uma hipersuperfície iso-
paramétrica de Laguerre, então x é Laguerre equivalente a uma parte aberta de uma das
seguintes hipersuperfícies:

1. a hipersuperfície orientada x : Sk−1 × H4−k → R4, 2 ≤ k ≤ 3, dada pelo Exemplo
2.8;

2. a imagem pela isometria de Laguerre τ da hipersuperfície orientada x : R3 → R4
0

dada no Exemplo 2.9.

2.3 Classificação de hipersuperfícies isoparamétricas de

Laguerre em Rn+1 com duas curvaturas principais

distintas

Em [23] os autores Li-Sun classificaram as hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre
em R4. Eles mostraram que todas as hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre em R4

possuem segunda forma fundamental de Laguerre paralela.

A classificação das hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre em Rn+1, n ≥ 4,
ainda não foi obtida. Nesta seção classificamos todas hipersuperfícies isoparamétricas de
Laguerre em Rn+1 com duas curvaturas principais distintas, mostrando que sua segunda
forma fundamental de Laguerre é paralela.

Teorema 2.13. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável com duas curvaturas
principais distintas e que não se anulam. Então, x é uma hipersuperfície isoparamétrica
de Laguerre se, e somente se, sua segunda forma fundamental de Laguerre é paralela.

Demonstração: Considere x : M → Rn+1 uma hipersuperfície com duas curvaturas
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principais distintas e que não se anulam, k1 e k2, com multiplicidades m e n−m, respec-
tivamente. Faremos a seguinte convenção de índices:

1 ≤ i, j ≤ m, m+ 1 ≤ α, β ≤ n, 1 ≤ a, b, c ≤ n.

Seja {E1, ..., En} uma base ortonormal para TM com relação à métrica de Laguerre g
formada por autovetores com base dual {ω1, ..., ωn}. Então, a segunda forma fundamental
de Laguerre de x é dada por

Bij = k̃1δij, Bαβ = k̃2δαβ, Bαi = 0. (2.16)

Suponha que x possui segunda forma fundamental de Laguerre paralela. Então da
fórmula

dBab +
n∑
c=1

Bacωcb +
n∑
c=1

Bcbωca =
n∑
c=1

Bab,cωc, (2.17)

obtemos que as funções k̃1 e k̃2 são constantes. Por outro lado, segue de (1.64) que

Bba,b = (n− 1)Ca, (2.18)

o que implica que Ca = 0, ∀a. Portanto, x é uma hipersuperfície isoparamétrica de
Laguerre.

Reciprocamente, suponha que x seja uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre.
Então, k̃1 e k̃2 são constantes e Ca = 0,∀a. É suficiente demonstrarmos que Bab,c = 0,
para 1 ≤ a, b, c ≤ n. Desta forma, obtemos que a segunda forma fundamental de Laguerre
de x é paralela e o resultado segue do Teorema 2.11.

Da fórmula

dBij +
n∑
a=1

Biaωaj +
n∑
a=1

Bajωai =
n∑
a=1

Bij,aωa

e de (2.16), segue que

k̃1ωij + k̃1ωji =
n∑
a=1

Bij,aωa.

Portanto, obtemos
Bij,a = 0, 1 ≤ i, j ≤ m, 1 ≤ a ≤ n, (2.19)
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pois ωij = −ωji.

Também, de (2.8) temos

dBαβ +
n∑
a=1

Bαaωaβ +
n∑
a=1

Baβωaα =
n∑
a=1

Bαβ,aωa

e de (2.16), segue que

k̃2ωαβ + k̃2ωβα =
n∑
a=1

Bαβ,aωa.

Portanto, obtemos

Bαβ,a = 0,m+ 1 ≤ α, β ≤ n, 1 ≤ a ≤ n, (2.20)

pois ωαβ = −ωβα.

Logo, de (2.19) e (2.20) e da simetria de Bab,c, concluímos que

Bab,c = 0, 1 ≤ a, b, c ≤ n,

isto é, a segunda forma fundamental de Laguerre de x é paralela, como queríamos demons-
trar. �

Como consequência imediata do Teorema 2.11 e do Teorema 2.13 obtemos a seguinte
classificação.

Corolário 2.14. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável sem pontos umbílicos
com duas curvaturas principais distintas e que não se anulam. Se x é uma hipersuperfície
isoparamétrica de Laguerre, então x é Laguerre equivalente a um subconjunto de uma das
seguintes hipersuperfícies:

1. a hipersuperfície orientada dada pelo Exemplo 2.8;

2. a imagem de τ da hipersuperfície orientada x : Rn → Rn+1
0 dada no Exemplo 2.9,

com s = 2.
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Capítulo 3

Caracterização de Hipersuperfícies
isoparamétricas de Laguerre em Rn+1

Considere x : M → Rn+1 uma hipersuperfície sem pontos umbílicos com curvaturas
principais ki. Para quaisquer três curvaturas principais distintas ki, kj, kl, em um ponto,
definimos as curvaturas de Möbius (veja [10]) como

Cijl =
ki − kj
kl − kj

para i, j, l distintos.

As curvaturas de Möbius são invariantes sob transformações de Möbius. Por analogia,
para quaisquer três curvaturas principais distintas e que não se anulam, ki, kj, kl, em um
ponto, definimos as curvaturas de Laguerre (veja seção 3.1) como

Lijl =
(ki − kj)kl
(kl − kj)ki

para i, j, l distintos,

e mostramos que elas são invariantes sob transformações de Laguerre.

Em [35], Rodrigues e Tenenblat mostraram que uma hipersuperfície isoparamétrica de
Möbius na esfera é uma cíclide de Dupin ou uma hipersuperfície de Dupin com curvatura
de Möbius constante. Motivados por este resultado, mostramos no Teorema 3.4 que as
hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre em Rn+1 são as cíclides de Dupin ou as
hipersuperfícies de Dupin com curvatura de Laguerre constante.
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3.1 Curvaturas de Laguerre para hipersuperfícies em

Rn+1

Nesta seção, introduzimos a curvatura de Laguerre para hipersuperfícies em Rn+1 e
mostramos que ela é invariante por transformações de Laguerre. Este invariante já era
conhecido, estamos introduzindo esta nomenclatura (veja [21]).

Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável sem pontos umbílicos e com curva-
turas principais que não se anulam ki. Seja ξ : M → Sn seu campo normal unitário. Seja
{e1, e2, ..., en} uma base ortonormal para TM com relação à métrica dx.dx formada por
vetores principais unitários, isto é, ei(x).ej(x) = δij e ei(ξ) = −kiei(x).

Sejam γ1, γ2 : Rn+1 × Sn → Cn+3 ⊂ Rn+4
2 dados por (1.11), ou seja,

γ1 =

(
1 + |x|2

2
,
1− |x|2

2
, x, 0

)
, γ2 = (x.ξ,−x.ξ, ξ, 1) . (3.1)

Definição 3.1. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável sem pontos umbílicos
e com curvaturas principais que não se anulam. Para quaisquer três curvaturas principais
ki, kj e kl, distintas, definimos

Lijl =
(ki − kj)kl
(kl − kj)ki

(3.2)

a curvatura de Laguerre de x.

Para cada curvatura principal que não se anula, seja ri = 1
ki

o raio de curvatura de x.
Desta forma, podemos escrever as curvaturas de Laguerre de x como:

Lijl =
ri − rj
rl − rj

. (3.3)

Em alguns cálculos, por conveniência, vamos utilizar essa fórmula para calcular as curva-
turas de Laguerre.

Teorema 3.2. Sejam x, x̄ : Mn → Rn+1 duas hipersuperfícies orientáveis sem pontos
umbílicos e cujas curvaturas principais não se anulam. Sejam ξ, ξ̄ : Mn → Sn, ki e k̄i os
campos normais unitários e as curvaturas principais de x e x̄, respectivamente. Se x e x̄
são associadas por uma transformação de Laguerre, então

(ki − kj)kl
(kl − kj)ki

=
(k̄i − k̄j)k̄l
(k̄l − k̄j)k̄i

.
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Isto é, as curvaturas de Laguerre são invariantes por transformações de Laguerre.

Demonstração: Sejam x, x̄ : Mn → Rn+1 duas hipersuperfícies sem pontos umbílicos
cujas curvaturas principais não se anulam associadas por uma transformação de Laguerre
T ∈ LG. Sejam ξ, ξ̄ : Mn → Sn as normais unitárias de x e x̄, respectivamente. Sejam ki

e k̄i as curvaturas principais de x e x̄, respectivamente. Sejam γ1, γ2 as imersões dadas
por (3.1) para x e γ̄1, γ̄2 as imersões dadas por (3.1) para x̄. Denotando por a e b as
últimas coordenadas de γ1T e γ2T , respectivamente, podemos escrever(veja [1])

γ̄1 =

(
1 + |x̄|2

2
,
1− |x̄2|

2
, x̄, 0

)
= γ1T −

a

b
γ2T, (3.4)

γ̄2 =
(
x̄.ξ̄,−x̄.ξ̄, ξ̄, 1

)
=

1

b
γ2T. (3.5)

Diferenciando (3.4) e (3.5), obtemos

dγ̄1 = d(γ1T )− d
(a
b

)
γ2T −

a

b
d(γ2T ), dγ̄2 = d

(
1

b

)
γ2T +

1

b
d (γ2T ) . (3.6)

São satisfeitas as seguintes relações de ortogonalidade

〈γ1, γ1〉 = 〈γ2, γ2〉 = 〈dγ1, γ2〉 = 0, 〈dγ1, dγ1〉 = dx.dx,

〈dγ1, dγ2〉 = dx.dξ, 〈dγ2, dγ2〉 = dξ.dξ.
(3.7)

Analogamente, essas mesmas relações se verificam para x̄, ξ̄, γ̄1 e γ̄2. De (3.7), (3.6) e
como T ∈ O(n+ 2, 2), obtemos

dx̄.dx̄ = 〈dγ̄1, dγ̄1〉

= 〈d(γ1T ), d(γ1T )〉+
(
a
b

)2 〈d(γ2T ), d(γ2T )〉 − 2
a

b
〈d (γ1T ) , d (γ2T )〉

= 〈dγ1, dγ1〉+
(
a
b

)2 〈dγ2, dγ2〉 − 2
a

b
〈dγ1, dγ2〉 .

Portanto
dx̄.dx̄ = dx.dx+

(a
b

)2
dξ.dξ − 2

a

b
dx.dξ. (3.8)

Seja ei, 1 ≤ i ≤ n, uma base ortonormal para TM com relação a dx.dx, formada por
vetores principais de x, isto é, ei(ξ) = −kiei(x), onde ki é o autovalor correspondente a
ei. Temos de (3.8) que,
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dx̄.dx̄ (ei, ej) =
(
dx.dx+

(
a
b

)2
dξ.dξ − 2

(
a
b

)
dx.dξ

)
(ei, ej)

= δij +
(
a
b

)2
kikjδij + 2

(
a
b

)
kjδij.

Concluímos que

dx̄(ei).dx̄(ej) =
(

1 +
a

b
ki

)2
δij. (3.9)

De (3.9) temos que ēi =
(

1
1+a

b
ki

)
ei, 1 ≤ i ≤ n formam uma base ortonormal para TM com

relação a dx̄.dx̄, formada por vetores principais de x̄, isto é, ēi(ξ̄) = −k̄iēi(x̄), 1 ≤ i ≤ n,
onde k̄i é o autovalor associado a ēi dado por

k̄i =
ki

b+ aki
.

De fato, temos que

kiδij = −dx(ei).dξ(ej), k̄iδij = −dx̄(ēi).dξ̄(ēj). (3.10)

Segue de (3.6) e (3.7) que,

−dx̄.dξ̄ = −〈dγ̄1, dγ̄2〉

= −1

b
〈dγ1, dγ2〉+

a

b2
〈dγ2, dγ2〉

= −1

b
dx.dξ +

a

b2
dξ.dξ.

Logo, obtemos

−dx̄.dξ̄ = −1

b

(
dx.dξ − a

b
dξ.dξ

)
. (3.11)

Portanto, de (3.10) e (3.11) temos

k̄jδij = −1

b

(
ēi(x) · ēj(ξ)−

a

b
ēi(ξ) · ēj(ξ)

)

= −1

b

(
−kj(

1 + a
b
ki
) (

1 + a
b
kj
)δij − a

b

kikj(
1 + a

b
ki
) (

1 + a
b
kj
)δij)

=
kjb(1 + a

b
ki)

b
(
1 + a

b
ki
) (

1 + a
b
kj
)δij.
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Concluímos que k̄j =
kj

b+ akj
. Assim, temos

(k̄i − k̄j)k̄l
(k̄l − k̄j)k̄i

=

(
ki

b+ aki
− kj
b+ akj

)
kl

b+ akl(
kl

b+ akl
− kj
b+ akj

)
ki

b+ aki

=

(
ki(b+ akj)− kj(b+ aki)

(b+ aki)(b+ akj)

)
kl

b+ akl(
kl(b+ akj)− kj(b+ akl)

(b+ akl)(b+ akj)

)
ki

b+ aki

=
(ki − kj)kl
(kl − kj)ki

,

ou seja, as curvaturas de Laguerre de x e x̄ coincidem, como queríamos demonstrar. �

3.2 Teorema de caracterização para hipersuperfícies iso-

paramétricas de Laguerre em Rn+1

Nesta seção mostramos que hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre em Rn+1 são
as cíclides de Dupin ou as hipersuperfícies de Dupin com curvaturas de Laguerre constan-
tes. Neste sentido, apresentamos a seguinte proposição que será útil para demonstrarmos
este resultado.

Proposição 3.3. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável sem pontos um-
bílicos e com curvaturas principais que não se anulam. Então, x é um hipersuperfície
isoparamétrica de Laguerre se, e somente se,

ei(r)− k̃iei(ρ) = 0,∀i
ei(ri) = 0,∀i,

ei(rj) = ei(r)− k̃jei(ρ),∀i, j, i 6= j,

(3.12)

onde ri, r e ρ são dadas em (1.56), {ei} é uma base formada por autovetores de x com
relação à métrica dx.dx e as funções k̃i = ρ−1(r − ri) são dadas em (1.74).

Demonstração: Suponha que x : M → Rn+1 seja uma hipersuperfície isoparamétrica de
Laguerre. Desta forma, a segunda equação é consequência imediata do Teorema 2.4. Por
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outro lado, como as funções Ci dadas em (1.65) são todas nulas, obtemos

ei(r)− ρ−1(r − ri)ei(ρ) = 0,∀i.

Por (1.74), como k̃i é constante, então ei(k̃j) = 0,∀i, j. Quando i = j obtemos

ei(r)− k̃iei(ρ) = 0,∀i. (3.13)

Portanto, temos que a primeira equação de (3.12) se verifica. Considerando ei(k̃j) = 0

para i 6= j, temos

0 = ei(k̃j)

= ei(ρ
−1(r − rj))

= −ρ−2ei(ρ)(r − rj) + ρ−1ei(r)− ρ−1ei(rj)
= −ρ−1{k̃jei(ρ)− ei(r) + ei(rj)}.

Portanto, da última igualdade e de (3.13), segue a terceira equação de (3.12).

Reciprocamente, se x é uma hipersuperfície satisfazendo (3.12), da primeira equação
de (3.12) segue que Ci = 0,∀i e das últimas equações de (3.12) segue que ei(k̃j) = 0,∀i, j.
Portanto, x é uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre. �

No teorema seguinte assumimos que x seja uma imersão própria, significando que o
número de curvaturas principais distintas é constante.

Teorema 3.4. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável própria, sem pontos
umbílicos e com curvaturas principais que não se anulam. Então, x é uma hipersuperfície
isoparamétrica de Laguerre se, e somente se, é uma cíclide de Dupin ou uma hipersuper-
fície de Dupin cujas curvaturas de Laguerre são constantes.

Demonstração: Assuma que x : M → Rn+1 seja uma hipersuperfície própria, sem pontos
umbílicos e com curvaturas principais que não se anulam. Se x é uma hipersuperfície
isoparamétrica de Laguerre, segue do Teorema 2.4 que x é uma hipersuperfície de Dupin.
Como x não possui pontos umbílicos, então x possui pelo menos duas curvaturas principais
distintas. Se x possui duas curvaturas principais distintas, então x é uma cíclide de Dupin.

Agora, assumiremos que x possua pelo menos três curvaturas principais distintas. De
(1.74), temos que ri = −ρk̃i + r e para quaisquer par de curvaturas principais distintas
temos

ri − rj = −ρ(k̃i − k̃j).
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Sejam ri, rj e rl quaisquer três raios de curvaturas distintos. Então, a curvatura de
Laguerre

ri − rj
rl − rj

=
k̃i − k̃j
k̃l − k̃j

é constante, já que cada k̃i é constante.

Reciprocamente, assumimos que x seja uma cíclide de Dupin ou uma hipersuperfície de
Dupin cujas curvaturas de Laguerre são constantes. Se existirem apenas duas curvaturas
principais distintas, temos pelo Corolário 2.7 que x é uma hipersuperfície isoparamétrica
de Laguerre. Caso contrário, seja m ≥ 3 o número de curvaturas principais distintas de
x. Consideremos k1, ..., kn as curvaturas principais tal que cada ki tem multiplicidade mi,
isto é, as curvaturas principais

ki1 = ... = kimi
= ki. (3.14)

Denotaremos o conjunto de índices por

Ii =
{
i1, ..., imi

; ki1 = ... = kimi
= ki

}
. (3.15)

Como x é uma hipersuperfície de Dupin, para mostrarmos que x é uma hipersuperfície
isoparamétrica de Laguerre, é suficiente mostrarmos que as funções k̃i dadas em (1.74) são
constantes, isto é, ei(k̃j) = 0,∀i, j, conforme Corolário 2.5. Como ρ2 =

∑
i (ri − r)

2 > 0,
podemos escrever

ρ =
√
Q, onde Q =

∑
i

r2i −
1

n

∑
i,j

rirj.

Segue que

el(Q) = el

(∑
i

r2i −
1

n

∑
i,j

rirj

)
= 2

∑
i

el(ri)ri −
2

n

∑
i,j

el(ri)rj

= 2
∑
i

el(ri)

(
ri −

1

n

∑
j

rj

)

= 2
∑
i/∈Il

el(ri)

(
ri −

∑
j

rj
n

)
,

onde a última igualdade segue de (3.14) e do fato de que para hipersuperfície de Dupin
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vale ei(ri) = 0.

Como as curvaturas de Laguerre são constantes, para cada ki, kj e kl, curvaturas
principais distintas, temos de (3.3) que el(Lilj) = 0, isto é,

el(rj)

rl − rj
=

el(ri)

rl − ri
.

Desta forma, para cada l fixado, denotamos

Ll =
el(ri)

rl − ri
, ∀i /∈ Il. (3.16)

Portanto,

el(Q) = 2
∑
i/∈Il

el(ri)

(
ri −

∑
j

rj
n

)

= 2
∑
i/∈Il

Ll(rl − ri)

(
ri −

∑
j

rj
n

)

= 2Ll
∑
i/∈Il

(
rlri −

∑
j

rlrj
n
− r2i +

∑
j

rirj
n

)

= 2Ll

∑
i/∈Il

rirl − (n−ml)
∑
j

rlrj
n
−
∑
i

r2i +mlr
2
l +

∑
i,j

rirj
n
−ml

∑
j

rlrj
n

)

= 2Ll

(∑
i

rirl −
∑
j

rlrj −
∑
i

r2i +
∑
i,j

rirj
n

)

= −2LlQ.
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Assim, obtemos que ei(Q) = −2LiQ. Portanto, concluímos que

ei(ρ) = −Liρ. (3.17)

Agora, provaremos que cada k̃j é constante. Segue de (1.74), (3.14) e (3.16) que

ei(k̃i) = ei(ρ
−1(r − ri))

= −ρ−2ei(ρ)(r − ri) + ρ−1ei(r)− ρ−1ei(ri)

= −ρ−2ei(ρ)(r − ri) +
ρ−1

n

∑
j

ei(rj)

= −ρ−2(−Liρ)(r − ri) +
ρ−1

n

∑
j /∈Ii

Li(ri − rj)

= ρ−1Li

r − ri +
1

n

∑
j /∈Ii

ri −
1

n

∑
j /∈Ii

rj



= ρ−1Li

r − ri +
n−mi

n
ri −

1

n

∑
j /∈Ii

rj



= ρ−1Li

r − mi

n
ri −

1

n

∑
j /∈Ii

rj


= 0.

Se j ∈ Ii, então kj = ki, assim k̃j = k̃i e pelo cálculo anterior, obtemos ei(k̃j) = 0.
Portanto, necessitamos apenas mostrar que para j /∈ Ii, obtemos ei(k̃j) = 0. De fato,
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segue de (1.74), (3.14) e (3.16) que

ei(k̃j) = ei(ρ
−1(r − rj))

= −ρ−2ei(ρ)(r − rj)− ρ−1ei(rj) + ρ−1ei(r)

= −ρ−2(−Liρ)(r − rj)− ρ−1(Li(ri − rj)) + ρ−1ei(r)

= ρ−1Li(r − rj)− ρ−1Li(ri − rj) +
ρ−1

n

∑
j

ei(rj)

= −ρ−1Lirj +
ρ−1Li
n

∑
j

rj − ρ−1Liri + ρ−1Lirj +
ρ−1

n

∑
j /∈Ii

ei(rj)

=
ρ−1Li
n

∑
j

rj +
ρ−1

n

∑
j /∈Ii

Li(ri − rj)− ρ−1Liri

= ρ−1Li

 1

n

∑
j

rj +
1

n

∑
j /∈Ii

ri −
1

n

∑
j /∈Ii

rj − ri



= ρ−1Li

 1

n

∑
j /∈Ii

rj +
miri
n

+
(n−mi)ri

n
− 1

n

∑
j /∈Ii

rj − ri


= 0.

Portanto, ei(k̃j) = 0,∀i, j, como queríamos demonstrar. �

Observação 3.5. As hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre com duas curvaturas
principais distintas, que são cíclides de Dupin pelo Teorema 3.4, foram classificadas no
Corolário 2.14. Além disso, essas hipersuperfícies são, a menos de transformação de
Laguerre, dadas no Exemplo 2.8 e no Exemplo 2.9, com s = 2.
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Capítulo 4

Sobre hipersuperfícies de Dupin em
Rn+1 com curvatura de Laguerre
constante

Pinkall [37] provou que hipersuperfícies próprias de Dupin Mn ⊂ Rn+1 com g ≥ 3

que são Lie equivalentes a hipersuperfícies isoparamétricas não podem ser parametrizadas
por linhas de curvatura. Em [34], Riveros-Rodrigues-Tenenblat mostraram que hipersu-
perfícies próprias de Dupin em Rn+1 para n ≥ 4 com n curvaturas principais distintas e
curvaturas de Möbius constante não podem ser parametrizadas por linha de curvatura.

Para n = 3, a menos de transformações de Möbius, existe uma única hipersuperfície
própria de Dupin em R4, parametrizada por linhas de curvatura, com três curvaturas
principais distintas e curvatura de Möbius constante, conforme [34]. Além disso, em
[34] foram obtidas todas as hipersuperfícies de Dupin conformemente planas em R4, com
curvatura de Möbius constante.

Neste capítulo, consideramos as hipersuperfícies próprias de Dupin no espaço Eu-
clidiano possuindo todas as curvaturas principais distintas que não se anulam, e cujas
curvaturas de Laguerre são constantes. Na seção 4.1, incluímos resultados básicos sobre
hipersuperfícies de Dupin parametrizadas por linhas de curvatura e curvaturas principais
distintas, dentre eles, apresentamos as equações de Gauss de tais hipersuperfícies.

A Seção 4.2 contém os resultados principais deste capítulo. Obtemos que, para hi-
persuperfícies de Dupin parametrizadas por linhas de curvatura, a condição adicional de
possuir todas as curvaturas de Laguerre constantes se caracteriza pelo fato das curvaturas
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principais serem dadas em termos de n funções diferenciáveis de uma variável. Obtemos
também que, para hipersuperfícies de Dupin parametrizadas por linhas de curvatura, esta
condição adicional implica em ter, em dimensões maiores, os invariantes de Laplace iguais
a zero, veja Observação 4.8. Estes invariantes foram introduzidos por Kamram e Tenen-
blat [25], e eles foram usados para estudar um classe de hipersuperfícies de Dupin de R5

em [33].

No Lema 4.4, seção 4.2, encontramos as equações de Gauss para tais hipersuperfícies.
Usando estas equações, demonstramos o Teorema 4.7, no qual foram caracterizadas essas
hipersuperfícies em termos da primeira e segunda forma quadrática.

Na seção 4.3, concluímos o capítulo mostrando que uma família de hipersuperfícies
de Dupin, obtida por Corro-Ferreira-Tenenblat [15], fornece exemplos de hipersuperfícies
parametrizadas por linhas de curvatura, com n curvaturas principais distintas que não se
anulam e cujas curvaturas de Laguerre são constantes. Observamos que as curvaturas de
Lie de tais hipersuperfíces são constantes, mas as curvaturas de Möbius não são constantes.

4.1 Hipersuperfícies de Dupin com curvaturas princi-

pais distintas

Nesta seção apresentamos resultados básicos sobre hipersuperfícies de Dupin com cur-
vaturas principais distintas no espaço Euclidiano. Estes resultados também podem ser
encontrados em [34].

Seja M um subconjunto aberto de Rn e p = (u1, u2, ..., un) ∈ M . Seja x : M ⊂ Rn →
Rn+1 uma hipersuperfície de Dupin própria parametrizada por linhas de curvatura com
curvaturas principais distintas que não se anulam ki para 1 ≤ i ≤ n e seja ξ : M ⊂ Rn →
Rn+1 o campo normal unitário de x. Então

〈x,i, x,j〉 = δijgii, (4.1)

ξ,i = −kix,i, (4.2)

ki,i = 0, (4.3)
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onde 1 ≤ i, j ≤ n e o subscrito ”, i” denota a derivada com relação a ui. Além disso,

x,ij − Γiijx,i − Γjijx,j = 0 para 1 ≤ i 6= j ≤ n, (4.4)

onde Γkij são os símbolos de Christoffel. Considerando as derivadas de (4.2) com relação
a uj para i 6= j, obtemos ξ,ij = −ki,jx,i − kix,ij. Similarmente, ξ,ji = −kj,ix,j − kjx,ji.
Subtraindo essas equações e substituindo x,ij dado por (4.4), segue que

Γiij =
ki,j

kj − ki
para 1 ≤ i 6= j ≤ n. (4.5)

Como o raio de curvatura ri = 1
ki
, ki 6= 0, diferenciando em uj obtemos que ri,j = −ki,j

k2i
=

−ki,jr2i . Logo,
ki,j = −ri,j

r2i
, i 6= j. (4.6)

Substituindo (4.6) em (4.5), segue que

Γiij =
ri,jrj

(rj − ri)ri
para 1 ≤ i 6= j ≤ n. (4.7)

Os símbolos de Christoffel em termos da métrica (4.1) são dados por

Γkij = 0, Γiii =
gii,i
2gii

, Γjii =
−gii,j
2gjj

, Γiij =
gii,j
2gii

, (4.8)

onde i, j, k são distintos.

Para hipersuperfícies de Dupin com curvaturas principais distintas e que não se anu-
lam, as curvaturas de Laguerre são definidas por

Lijl =
(ki − kj)kl
(kl − kj)ki

=
ri − rj
rl − rj

para i, j, l distintos. (4.9)

Assim, para todos i, j, l distintos, temos

Lijl = 1− Lilj, Ljil = 1− 1

Lilj
, Lijl =

1

Llji
. (4.10)

Quando n ≥ 4, temos também

Lilj = LilsLslj para i, j, l, s distintos. (4.11)

A curvatura de Lie de Mn é dada pela razão cruzada das curvaturas principais. Ela é o
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produto de curvaturas de Laguerre definida em [26] por

Ψijsl =
(ki − ks)(kj − kl)
(ki − kl)(kj − ks)

para i, j, s, l distintos. (4.12)

Para uso posterior, obteremos algumas propriedades dos símbolos de Christoffel e suas de-
rivadas e as equações de Gauss para uma hipersuperfície própria de Dupin parametrizada
por linhas de curvatura e com curvaturas principais distintas.

Segue de (4.8) que
gii,j = 2Γiijgii, (4.13)

Γjii = −Γiij
gii
gjj
, (4.14)

para 1 ≤ i 6= j ≤ n. De (4.5) e (4.3), obtemos

Γiij,i = Γjij,j = ΓiijΓ
j
ij para 1 ≤ i 6= j ≤ n. (4.15)

De (4.2) e (4.14), obtemos

x,ii = Γiiix,i −
∑
k 6=i

Γiik
gii
gkk

x,k + kigiiξ. (4.16)

Usando as expressões (4.8) e (4.13)-(4.15), obtemos para 1 ≤ i 6= j ≤ n que

Γjii,j =
gii
gjj

(
−Γiij,j + 2ΓiijΓ

j
jj − 2(Γiij)

2
)
. (4.17)

Além disso, comparando as equações (4.7) e (4.8), obtemos a equação de Codazzi

ri,jrj
(rj − ri)ri

=
gii,j
2gii

para 1 ≤ i 6= j ≤ n. (4.18)

As equações de Gauss dessas hipersuperfícies são dadas a seguir.

Proposição 4.1. ([34]) Seja x : M ⊂ Rn → Rn+1 para n ≥ 4 uma hipersuperfície
própria de Dupin parametrizada por linhas de curvaturas cujas curvaturas principais ki
para 1 ≤ i ≤ n são distintas. Então a equação de Gauss para a imersão x é dada por

kikj +
Aji
gii

+
Aij
gjj

+
∑
k 6=i 6=j

ΓiikΓ
j
jk

gkk
= 0, (4.19)
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onde i 6= j e
Aji = Γjji,i + Γjji(Γ

j
ji − Γiii). (4.20)

4.2 Caracterização de hipersuperfícies de Dupin em Rn+1

parametrizadas por linhas de curvatura e com cur-

vatura de Laguerre constante

Considere Mn uma hipersuperfície de Dupin imersa no espaço Euclidiano, parametri-
zada por linhas de curvatura, com n curvaturas principais distintas que não se anulam.
Nesta seção, no Teorema 4.2 provamos que tais hipersuperfícies tem todas as curvaturas
de Laguerre constantes se, e somente se, suas curvaturas principais são dadas em termos
de n funções diferenciáveis hi(ui), i = 1, · · · , n, de uma variável. Em seguida, no Lema
4.3 obtemos uma caracterização em termos dos símbolos de Christoffel e dos raios de
curvatura. No Teorema 4.7, caracterizamos tais hipersuperfícies em termos de funções
diferenciáveis hi = hi(ui).

Recordamos que no Capítulo 2 (veja Teorema 3.4) mostramos que hipersuperfícies
isoparamétricas de Laguerre no espaço Euclidiano (n + 1)-dimensional, n ≥ 3, com mais
que duas curvaturas principais distintas são as hipersuperfícies de Dupin com curvaturas
de Laguerre constantes. Desta forma, as hipersuperfícies consideradas nessa seção são,
em particular, hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre.

Começamos provando o seguinte teorema.

Teorema 4.2. Suponha que Mn ⊂ Rn+1 para n ≥ 3 seja uma hipersuperfície própria
de Dupin parametrizada por linhas de curvatura e que possua n curvaturas principais
distintas e que não se anulam ki. As curvaturas de Laguerre são constantes se, e somente
se, a menos de reordenação dos índices, os raios de curvatura de x são dados por

r1 =
1

k1
= −(D − 1)h2 + h3 +

∑
s≥4

(
1− 1

Ds

)
hs,

r2 =
1

k2
=

(
1− 1

D

)
h1 +

1

D
h3 +

∑
s≥4

hs,

r3 =
1

k3
= h1 + h2 +

∑
s≥4

(
1 +

1

Ds(D − 1)

)
hs,

rs =
1

ks
= Dsr1 + (1−Ds)r2 para s ≥ 4,

(4.21)
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onde D,Ds ∈ R − {0, 1} para s ≥ 4 são constantes tais que Ds 6= 1/(1 − D), Ds 6= Dt

para s 6= t, e hi(ui) para i = 1, ..., n são funções diferenciáveis satisfazendo hi 6= 0 para
algum i. Nestas condições, temos que

r1 − r2 = −D − 1

D
H, r1 − rs =

(Ds − 1)(D − 1)

D
H

r1 − r3 = −H, r2 − rs =
Ds(D − 1)

D
H,

r2 − r3 = − 1

D
H, r3 − rs =

1 +DsD −Ds

D
H,

rs − rt = −((Ds −Dt)(D − 1)/D)H para s, t ≥ 4, s 6= t, onde

H = h1 +Dh2 − h3 +
∑
s≥4

D

Ds(D − 1)
hs 6= 0,

(4.22)

e
D = L132 e Ds = Ls21, s ≥ 4. (4.23)

Demonstração: Para cada i = 1, ..., n, definimos o raio de curvatura de x por ri = 1/ki.
Mostraremos primeiro que cada ri é a soma de funções de variáveis separáveis. Por
hipótese, todas as curvaturas de Laguerre são constantes, e de (4.9), temos

ri + (Likj − 1)rk − Likjrj = 0 para todos i, j, k distintos. (4.24)

Diferenciando essa equação com relação a uk, uj, obtemos ri,kj = 0. Portanto,

ri =
∑
k 6=i

fik(uk) para i = 1, ..., n. (4.25)

Fixamos os índices i = 1, j = 2 e k = 3, e tomando D = L132. Então, segue de (4.24) e
(4.25) que ∑

l 6=1

f1l(ul) + (D − 1)
∑
s 6=3

f3s(us)−D
∑
t6=2

f2t(ut) = 0
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Considerando estas expressões como uma soma de funções de variáveis distintas, temos

a1 = (D − 1)f31(u1)−Df21(u1),
a2 = f12 + (D − 1),

a3 = f13 −Df23,
as = f1s + (D − 1)f3s −Df2s para s ≥ 4

e
n∑
s=1

as = 0. Portanto,

f12 = a2 − (D − 1)f32,

f13 = a3 +Df23,

f1s = as − (D − 1)f31 +Df2s para s ≥ 4,

f21 = [(D − 1)f31 − a1]/D.

Seja a = a1 na expressão acima, segue de (4.24) e (4.25) que

r1 = −(D − 1)r3 +Dr2

= −(D − 1)
∑
s 6=3

f3s +D
∑
s 6=2

f2s

= −(D − 1)f31 − (D − 1)f32 − (D − 1)
∑
s≥4

f3s +Df21 +Df23 +D
∑
s≥4

f2s.

Portanto, obtemos

r1 = −(D − 1)f32 +Df23 − a+D
∑
s≥4

f2s − (D − 1)
∑
s≥4

f3s. (4.26)

De (4.10), (4.24) e (4.25), obtemos

r2 =
1

D
r1 +

D − 1

D
r3

= −D − 1

D
f32 +

1

D
(Df23 − a) +

∑
s≥4

f2s −
D − 1

D

∑
s≥4

f3s +
D − 1

D

∑
s 6=3

f3s

= −D − 1

D
f32 +

1

D
(Df23 − a) +

∑
s≥4

f2s −
D − 1

C

∑
s≥4

f3s +
D − 1

D
f31+

D − 1

D
f32 +

D − 1

D

∑
s≥4

f3s.
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Portanto, obtemos

r2 =
D − 1

D
f31 +

1

D
(Df23 − a) +

∑
s≥4

f2s. (4.27)

Analogamente, de (4.10), (4.24) e (4.25), segue que

r3 = − 1

D − 1
r1 +

D

D − 1
r2

= − 1

D − 1

(
−(D − 1)f32 +Df23 − a+D

∑
s≥4

f2s − (D − 1)
∑
s≥4

f3s

)
+

D

D − 1

(
D − 1

D
f31 +

1

D
(Df23 − a) +

∑
s≥4

f2s

)
= f32 −

1

D − 1
(f23 − a)− D

D − 1

∑
s≥4

f2s +
∑
s≥4

f3s + f31 +
1

D − 1
(Df23 − a)+

D

D − 1

∑
s≥4

f2s.

Portanto, obtemos

r3 = f31 + f32 +
∑
s≥4

f3s. (4.28)

Finalmente, tomando Ds = Ls21, segue de (4.24) que

rs = Dsr1 + (1−Ds)r2, s ≥ 4. (4.29)

Como os raios de curvatura são todos distintos temos que D,Ds ∈ R − {0, 1} e para
todo s ≥ 4 temos que Ds 6= 1

1−D , caso contrário, teríamos rs = r3, para todo s ≥ 4, o que
não ocorre. Temos também Ds 6= Dl para l ≥ 4 com l 6= s, já que rs 6= rl, l 6= s.

Temos de (4.26) e (4.27), para s ≥ 4, que

r1,s = Df2s,s − (D − 1)f3s,s,

r2,s = f2s,s.
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Logo, como rs não depende de us, para s ≥ 4, segue de (4.29) que

0 = rs,s

= Dsr1,s + (1−Ds)r2,s

= DsCf2s,s −Ds(C − 1)f3s,s + (1−Ds)f2s,s

= (DsD + 1−Ds)f2s,s −Ds(D − 1)f3s,s

= Ds

{(
D − 1 + 1

Ds

)
f2s,s − (D − 1)f3s,s

}
Logo, (

D − 1 +
1

Ds

)
f2s,s − (D − 1)f3s,s = 0,

donde segue que

(D − 1)f3s = (D − 1 +
1

Ds

)f2s − bs,

isto é,

f3s = (1 +
1

Ds(D − 1)
)f2s −

bs
D − 1

, (4.30)

onde bs é uma constante.

Introduzimos as seguintes funções

h1(u1) = f31(u1), h3(u3) = Df23(u3)− a,

h2(u2) = f32(u2)−
∑
s≥4

bs
D − 1

, hs(us) = f2s(us), para s ≥ 4. (4.31)

Substituindo (4.30) e (4.31) em (4.26), obtemos

r1 = −(D − 1)f32(u2) +Df23(u3)− a+D
∑
s≥4

f2s − (D − 1)
∑
s≥4

f3s

= −(D − 1)

(
h2 +

∑
s≥4

bs
D − 1

)
+ h3 +D

∑
s≥4

hs(us)−D
∑
s≥4

hs(us)+∑
s≥4

(
1− 1

Ds

)
hs(us) +

∑
s≥4

bs.

Portanto, concluímos que

r1 = −(D − 1)h2(u2) + h3(u3) +
∑
s≥4

(
1− 1

Ds

)
hs(us). (4.32)
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Substituindo (4.31) em (4.27), obtemos:

r2 =
D − 1

D
h1(u1) +

1

D
h3(u3) +

∑
s≥4

hs(us). (4.33)

Substituindo (4.30) e (4.31) em (4.28), obtemos:

r3 = f31 + f32 +
∑
s≥4

f3s

= h1(u1) + h2(u2) +
∑
s≥4

bs
D − 1

+
1

D − 1

{∑
s≥4

(
D − 1 +

1

Ds

)
hs −

∑
s≥4

bs

}
.

Portanto, concluímos que

r3 = h1(u1) + h2(u2) +
∑
s≥4

(
1 +

1

(D − 1)Ds

)
hs(us). (4.34)

Das equações (4.32), (4.33), (4.34) e (4.29) segue que (4.21) vale. Reciprocamente, se os
raios de curvatura são dados por (4.21), então

r1 − r2 = −D − 1

D
H, r1 − rs =

(Ds − 1)(D − 1)

D
H

r1 − r3 = −H, r2 − rs =
Ds(D − 1)

D
H,

r2 − r3 = − 1

D
H, r3 − rs =

1 +DsD −Ds

D
H

e rs − rt = −(Ds −Dt)(D − 1)H/D para s, t ≥ 4, s 6= t, onde

H = h1 +Dh2 − h3 +
∑
s≥4

D

Ds(D − 1)
hs.

Nas condições do Teorema 4.2 concluímos que a função H dada em (4.22) nunca se anula,
já que todas as curvaturas principais de M são distintas. Além disso, como r1−r3

r2−r3 = D

e rs−r2
r1−r2 = Ds, concluímos de (4.9) que D = L132 e Ds = Ls21. Concluímos que todas as

curvaturas de Laguerre são constantes. �

A proposição seguinte caracteriza as hipersuperfícies de Dupin com curvatura de La-
guerre constante em termos dos símbolos de Christoffel.
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Proposição 4.3. Seja Mn ⊂ Rn+1 para n ≥ 3 uma hipersuperfície de Dupin própria que
é parametrizada por linhas de curvatura e que possui n curvaturas principais distintas e
que não se anulam ki. As curvaturas de Laguerre são constantes se, e somente se,

riΓ
i
ik = rjΓ

j
jk para i, j, k distintos, (4.35)

onde ri = 1/ki é o raio de curvatura de M . Além disso, as curvaturas de Laguerre são
distintas de 0 e 1.

Demonstração: Seja ri = 1
ki

o raio de curvatura de x. De (4.7) segue que

rjΓ
j
jk − riΓ

i
ik =

rjrj,krk
(rk − rj)rj

− riri,krk
(rk − ri)ri

=

{
rj,k

rk − rj
− ri,k
rk − ri

}
rk. (4.36)

Por outro lado, temos de (4.9) que

(Likj),k =

(
ri − rk
rj − rk

)
,k

=
ri,k

rj − rk
− (ri − rk)rj,k

(rj − rk)2
. (4.37)

Logo, segue de (4.9), (4.37) e (4.36) que

(logLikj),k =
rj − rk
ri − rk

(
ri,k

rj − rk
− (ri − rk)rj,k

(rj − rk)2

)
=

ri,k
ri − rk

− rj,k
rj − rk

=
1

rk
(rjΓ

j
jk − riΓ

i
ik).

(4.38)
Como as curvaturas de Laguerre são constantes, concluímos de (4.38) que rjΓjjk = riΓ

i
ik,

para i, j, k distintos.

Reciprocamente, se (4.35) vale, então para todos i, j, k distintos, temos de (4.38) que

(Lijk),j = 0, (Likj),k = 0 e (Ljik),i = 0.

Segue de (4.10) que Likj não depende de ui, uk e uj. Se n = 3, o teorema esta provado. Se
n ≥ 4, seja s qualquer índice distinto de i, j, k; então segue de (4.11) que Likj = LiksLskj.
Já que Liks e Lskj não dependem de us, concluímos que Likj não depende de us para todo
s distinto de i, j, k. Portanto, Likj é constante. Como todos os ki são distintos, concluímos
que Likj 6= 0 e Likj 6= 1. �

O lema seguinte será usado para provar o resultado principal desta seção.

Lema 4.4. Seja x : Mn ⊂ Rn → Rn+1 para n ≥ 3 uma hipersuperfície própria de Dupin
parametrizada por linha de curvatura e com curvaturas principais ki, distintas e que não
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se anulam. Se todas as curvaturas de Laguerre são constantes então

√
gii

(
1− rj

ri

)
= Gji(ui) = LjikGki(ui) para i, j, k distintos, (4.39)

onde Gji(ui) é uma função diferenciável de ui que nunca se anula, ri = 1
ki

é o raio de
curvatura de x e Ljik é a curvatura de Laguerre de x dada em (4.9). Além disso,

Γiii = (rj/ri)Γ
j
ji +G

′

ji/Gji para i 6= j, (4.40)

e as equações de Gauss para i 6= j são dadas por

1 +
ri − rj
G2
ji

Ãji +
rj − ri
G2
ij

Ãij +
∑
k 6=i 6=j

(ri,k)
2

G2
ik

= 0, (4.41)

onde

Ãji = rj,ii +
(rj,i)

2

ri − rj
− rj,i

G
′
ji

Gji

. (4.42)

Demonstração: Segue da última equação de (4.8) e (4.5) que

∂
∂uj

log(
√
gii |ki − kj|) =

1
√
gii(ki − kj)

(
gii,j

2
√
gii

(ki − kj) +
√
gii(ki,j)

)
=

gii,j
2gii

+
ki,j

ki − kj
= 0, para todo i 6= j.

Assim
√
gii(kj−ki) = Fji(ûj), onde Fji(ûj) é independente de uj. Como kj =

1

rj
, obtemos

da última equação

√
gii

(
ri − rj
rirj

)
= Fji(ûj),

√
gii

(
ri − rk
rirk

)
= Fki(ûk), para todo i, j, k distintos.

(4.43)
De (4.43) segue que

rirj
ri − rj

Fji(ûj) =
rirk
ri − rk

Fki(ûk),

ou seja,
rjFji(ûj) =

ri − rj
ri − rk

rkFki(ûk). (4.44)
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De (4.44) obtemos rjFji = LjikrkFki. Como todas as curvaturas de Laguerre são cons-
tantes segue da última igualdade que (rjFji)(ûj), que já não dependia de uj, também não
depende de uk, onde k é distinto de i e j. Logo, segue que rjFji depende apenas de ui.
Definindo Gji = rjFji, obtemos (4.39). Como ri = 1

ki
, diferenciando (4.39) em ui e usando

(4.8) e (4.39), temos que

G
′
ji =

∂

∂ui

(
√
gii(1−

rj
ri

)

)

=
gii,i

2
√
gii

(
1− rj

ri

)
−√gii

rj,i
ri

=
gii,i

2
√
gii

(
Gji√
gii

)
−

(
Gji

(1− rj
ri

)

)(
rj,i
ri

)

=
gii,i
2gii

Gji −Gji
rj,i

ri − rj
.

Logo, temos de (4.7) e (4.8) que

G
′

ji = ΓiiiGji −
(
rj
ri

)
GjiΓ

j
ji. (4.45)

Portanto, obtemos de (4.45) que Γiii =
rj
ri

Γjji +
G

′
ji

Gji

. Logo, a equação (4.40) é satisfeita.

Segue de (4.7) que

Γjji,i =
rj,iiri

(ri − rj)rj
+

(rj,i)
2ri

(ri − rj)2rj
− (rj,i)

2ri
(ri − rj)r2j

. (4.46)

Substituindo (4.40) em (4.20), obtemos

Aji = Γjji,i + Γjji(Γ
j
ji − Γiii) = Γjji,i + Γjji

(
Γjji −

rj
ri

Γjji −
G

′
ji

Gji

)
. (4.47)
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Substituindo (4.7) e (4.46) em (4.47) segue que

Aji =
ri
rj

(
rj,ii

ri − rj
+

(rj,i)
2

(ri − rj)2
− (rj,i)

2

(ri − rj)rj

)
+

+
rj,iri

(ri − rj)rj

(
rj,iri

(ri − rj)rj
− rj,irirj

(ri − rj)rirj
−
G

′
ji

Gji

)

=
ri

rj(ri − rj)

(
rj,ii +

(rj,i)
2

ri − rj
− (rj,i)

2

rj

)
+

+
ri

rj(ri − rj)

(
(rj,i)

2ri
(ri − rj)rj

− (rj,i)
2

ri − rj
− rj,i

G
′
ji

Gji

)

=
ri

rj(ri − rj)

(
rj,ii +

(rj,i)
2

ri − rj
− (rj,i)

2

rj

)
+

+
ri

rj(ri − rj)

(
(rj,i)

2

rj
− rj,i

G
′
ji

Gji

)
.

Portanto,

Aji =
ri

rj(ri − rj)

{
rj,ii +

(rj,i)
2

ri − rj
− rj,i

G
′
ji

Gji

}
. (4.48)

Logo, substituindo (4.7), (4.48) e (4.35) em (4.19), temos que

0 =
1

rirj
+

ri
rj(ri−rj)

{
rj,ii +

(rj,i)
2

ri−rj − rj,i
G

′
ji

Gji

}
(ri)2

(ri−rj)2G
2
ji

+

rj
ri(rj−ri)

{
ri,jj +

(ri,j)
2

rj−ri − ri,j
G

′
ij

Gij

}
(rj)2

(rj−ri)2G
2
ij

+

+
∑
k 6=i 6=j

(ri,k)
2r2kri(rk − ri)2

(rk − ri)2r2i rjr2kG2
ik

=
1

rirj
+

ri−rj
rirj

{
rj,ii +

(rj,i)
2

ri−rj − rj,i
G

′
ji

Gji

}
G2
ji

+

rj−ri
rirj

{
ri,jj +

(ri,j)
2

rj−ri − ri,j
G

′
ij

Gij

}
G2
ij

+

+
∑
k 6=i 6=j

(ri,k)
2

rirjG2
ik

.
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Ovservamos que segue de (4.7), (4.35) e (4.39) que ri,k
Gik

= rj,k
Gjk

, quando i, j, k são distintos.
Portanto, concluímos que

1

rirj
+
ri − rj
rirjG2

ji

Ãji +
rj − ri
rirjG2

ij

Ãij +
1

rirj

∑
k 6=i 6=j

(ri,k)
2

G2
ik

= 0,

onde Ãji é dada por (4.42). Multiplicando a última expressão por rirj, segue que (4.41)
vale. �

Dentre as equações dadas em (4.41) vamos destacar algumas que serão úteis para
demonstrar o teorema seguinte.

Corolário 4.5. Seja x : Mn ⊂ Rn → Rn+1, n ≥ 3, uma hipersuperfície própria de Dupin
parametrizada por linha de curvatura e com curvaturas principais ki, distintas e que não
se anulam. Se todas as curvaturas de Laguerre são constantes então as equações de Gauss
dadas em (4.41) para os índices i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3} e i = 1, j ≥ 4, são dadas por:

1− (D − 1)2

D2G21

(
h

′
1

G21

)′

H − (D − 1)2

DG12

(
h

′
2

G12

)′

H +
(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2+

+
(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

(h
′
3)

2

G2
13

+
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0,

(4.49)

1− (D − 1)2

D2G21

(
h

′
1

G21

)′

H +
1

G13

(
h

′
3

G13

)′

H +
(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2+

+
(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

(h
′
3)

2

G2
13

+
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0,

(4.50)

1− (D − 1)2

DG12

(
h

′
2

G12

)′

H +
1

G13

(
h

′
3

G13

)′

H +
(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2+

+
(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

(h
′
3)

2

G2
13

+
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0,

(4.51)
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1− (D − 1)2

D2G21

(
h

′
1

G21

)′

H − (Ds − 1)2(D − 1)

DG1s

(
h

′
s

G1s

)′

H+

+
(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2 +

(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

(h
′
3)

2

G2
13

+
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0,

(4.52)

onde H é dada em (4.22), D = L132 e Ds = Ls21, s ≥ 4, e hi(ui) para i = 1, ..., n são
funções diferenciáveis dadas em (4.21).

Demonstração: Nas condições do Corolário 4.5, temos que as equações de Gauss de x
são dadas em (4.41). A seguir, vamos primeiro calcular as equações de Gauss para os
seguintes pares de índices: i = 1 e j = 2; i = 1 e j = 3; i = 2 e j = 3; i = 1 e j = s ≥ 4.

Segue de (4.21) que

r1,2 = −(D − 1)h
′
2, r1,3 = h

′
3, r1,s = (1− 1/Ds)h

′
s,

r2,1 = (1− 1/D)h
′
1, r2,3 = (1/D)h

′
3, r2,s = h

′
s,

r3,1 = h
′
1, r3,2 = h

′
2, r3,s = (1 + 1/(Ds(D − 1)))h

′
s,

rs,1 = (1−Ds)(1− 1/D)h
′
1, s ≥ 4.

(4.53)

Por outro lado, segue de (4.39) que Gji = LjikGki para i, j, k distintos. Logo, usando
(4.10) temos que

G
′
ji

Gji

=
G

′

ki

Gki

, para i, j, k distintos. (4.54)

De (4.10) e (4.39), obtemos

G13 = L132G23 = DG23, G32 = L321G12 =
1

1−D
G12,

G31 = L312G21 =
D

D − 1
G21, G2k = L2k1G1k =

Dk

Dk − 1
G1k,

Gk1 = Lk12G21 = (1−Dk)G21, k ≥ 4.

(4.55)

Fazendo i = 1 e j = 2 em (4.41), tem-se que

1 +
(r1 − r2)Ã21

G2
21

+
(r2 − r1)Ã12

G2
12

+
(r1,3)

2

G2
13

+
∑
k≥4

(r1,k)
2

G2
1k

= 0. (4.56)
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Por (4.42), (4.22) e (4.53), temos

(r1 − r2)Ã21 = (r1 − r2)r2,11 + (r2,1)
2 − r2,1(r1 − r2)

G
′
21

G21

= −(D − 1)2

D2
Hh

′′

1 +
(D − 1)2

D2
(h

′

1)
2 +

(D − 1)2

D2
Hh

′

1

G
′
21

G21

.

Portanto,

(r1 − r2)Ã21 =
(D − 1)2

D2

(
−h′′

1 + h
′

1

G
′
21

G21

)
H +

(D − 1)2

D2
(h

′

1)
2. (4.57)

Também, por (4.42), (4.22) e (4.53) segue-se que

(r2 − r1)Ã12 = (r2 − r1)r1,22 + (r1,2)
2 − r1,2(r2 − r1)G

′
12

G12

= −(D − 1)2

D
Hh

′′

2 + (D − 1)2(h
′

2)
2 +

(D − 1)2

D
Hh

′

2

G
′
12

G12

.

Logo,

(r2 − r1)Ã12 =
(D − 1)2

D

(
−h′′

2 + h
′

2

G
′
12

G12

)
H + (D − 1)2(h

′

2)
2. (4.58)

Substituindo (4.57) e (4.58) em (4.56), obtemos

1− (D − 1)2

D2G2
21

(
h

′′

1 − h
′

1

G
′
21

G21

)
H − (D − 1)2

DG2
12

(
h

′′

2 − h
′

2

G
′
12

G12

)
H+

+
(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2 +

(D − 1)2

G2
21

(h
′

2)
2 +

(h
′
3)

2

G2
13

+
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0.

(4.59)

Portanto, de (4.59) segue a equação (4.49).

Fazendo i = 1 e j = 3 em (4.41), obtemos que

1 +
(r1 − r3)Ã31

G2
31

+
(r3 − r1)Ã13

G2
13

+
(r1,2)

2

G2
12

+
∑
k≥4

(
r1,k
G1k

)2

= 0. (4.60)
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Por (4.42), (4.22) e (4.53) temos

(r1 − r3)Ã31 = (r1 − r3)r3,11 + (r3,1)
2 − r3,1(r1 − r3)

G
′
31

G31

= −Hh′′
1 + (h

′
1)

2 +Hh
′
1

G
′
31

G31

.

Portanto,

(r1 − r3)Ã31 = −
(
h

′′

1 − h
′

1

G
′
31

G31

)
H + (h

′

1)
2. (4.61)

Temos também por (4.42), (4.22) e (4.53) que

(r3 − r1)Ã13 = (r3 − r1)r1,33 + (r1,3)
2 − r1,3(r3 − r1)

G
′
13

G13

= Hh
′′
3 + (h

′
3)

2 −Hh′
3

G
′
13

G13

.

Logo,

(r3 − r1)Ã13 =

(
h

′′

3 − h
′

3

G
′
13

G13

)
H + (h

′

3)
2. (4.62)

Substituindo (4.61) e (4.62) em (4.60), obtemos

1− 1

G2
31

(
h

′′

1 − h
′

1

G
′
31

G31

)
H +

1

G2
13

(
h

′′

3 − h
′

3

G
′
13

G13

)
H +

1

G2
31

(h
′

1)
2+

+
(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

1

G2
13

(h
′

3)
2 +

∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0.

(4.63)

Substituindo (4.54) e (4.55) em (4.63), segue que

1− (D − 1)2

D2G2
21

(
h

′′

1 − h
′

1

G
′
21

G21

)
H +

1

G2
13

(
h

′′

3 − h
′

3

G
′
13

G13

)
H +

(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2+

+
(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

1

G2
13

(h
′

3)
2 +

∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0.

(4.64)

Portanto, segue de (4.64) que a equação (4.50) é satisfeita.
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Fazendo i = 2 e j = 3 em (4.41), tem-se que

1 +
(r2 − r3)Ã32

G2
32

+
(r3 − r2)Ã23

G2
23

+
(r2,1)

2

G2
21

+
∑
k≥4

(r2,k)
2

G2
2k

= 0. (4.65)

Por (4.42), (4.22) e (4.53) temos

(r2 − r3)Ã32 = (r2 − r3)r3,22 + (r3,2)
2 − r3,2(r2 − r3)

G
′
32

G32

= − 1

D
Hh

′′

2 + (h
′

2)
2 +

1

D
Hh

′

2

G
′
32

G32

,

(r3 − r2)Ã23 = (r3 − r2)r2,33 + (r2,3)
2 − r2,3(r3 − r2)

G
′
23

G23

=
1

D2
Hh

′′

3 +
1

D2
(h

′

3)
2 − 1

D2
Hh

′

3

G
′
23

G23

.

Logo

(r2 − r3)Ã32 = − 1

D

(
h

′′

2 − h
′

2

G
′
32

G32

)
H + (h

′

2)
2,

(r3 − r2)Ã23 =
1

D2

(
h

′′

3 − h
′

3

G
′
23

G23

)
H +

1

D2
(h

′

3)
2.

(4.66)

Substituindo (4.66) em (4.65), temos que

1− 1

DG2
32

(
h

′′

2 − h
′

2

G
′
32

G32

)
H +

1

D2G2
23

(
h

′′

3 − h
′

3

G
′
23

G23

)
H+

+
(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2 +

(h
′
2)

2

G2
32

+
(h

′
3)

2

D2G2
23

+
∑
k≥4

(h
′

k)
2

G2
2k

= 0.

(4.67)

Substituindo (4.54) e (4.55) em (4.67), segue que

1− (D − 1)2

DG2
12

(
h

′′

2 − h
′

2

G
′
12

G12

)
H +

1

G2
13

(
h

′′

3 − h
′

3

G
′
13

G13

)
H+

+
(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2 +

(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

1

G2
13

(h
′

3)
2 +

∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0.

(4.68)
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Portanto, segue de (4.68) que a equação (4.51) é satisfeita.

Fazendo i = 1 e j = s, s ≥ 4, em (4.41), obtemos

1 +
(r1 − rs)Ãs1

G2
s1

+
(rs − r1)Ã1s

G2
1s

+
(r1,2)2

G2
12

+
(r1,3)

2

G2
13

+
∑

k≥4,k 6=s

(r1,k)
2

G2
1k

= 0. (4.69)

Por (4.42), (4.22) e (4.53) temos

(r1 − rs)Ãs1 = (r1 − rs)rs,11 + (rs,1)
2 − rs,1(r1 − rs)

G
′
s1

Gs1

= −(Ds − 1)2(D − 1)2

D2
h

′′

1H +
(Ds − 1)2(D − 12)

D2
(h

′

1)
2+

+
(Ds − 1)2(D − 1)2

D2
h

′

1

G
′
s1

Gs1

H.

Portanto,

(r1 − rs)Ãs1 = −(Ds − 1)2(D − 12)

D2

{(
h

′′

1 − h
′

1

G
′
s1

Gs1

)
H − (h

′

1)
2

}
. (4.70)

Temos também por (4.42), (4.22) e (4.53) que

(rs − r1)Ã1s = (rs − r1)r1,ss + (r1,s)
2 − r1,s(rs − r1)

G
′
1s

G1s

= −(Ds − 1)2(D − 1)

DsD
h

′′

sH +
(Ds − 1)2

D2
s

(h
′

s)
2+

+
(Ds − 1)2(D − 1)

DsD
h

′

s

G
′
1s

G1s

H.

Logo,

(rs − r1)Ã1s = −(Ds − 1)2(D − 1)

DsD

(
h

′′

s − h
′

s

G
′
1s

G1s

)
H +

(Ds − 1)2

D2
s

(h
′

s)
2. (4.71)

74



Substituindo (4.70) e (4.71) em (4.69), temos que

1− (Ds − 1)2(D − 1)2

D2G2
s1

(
h

′′

1 − h
′

1

G
′
s1

Gs1

)
H − (Ds − 1)2(D − 1)

DsDG2
1s

(
h

′′

s − h
′

s

G
′
1s

G1s

)
H+

+
(D − 1)2(Ds − 1)2

D2G2
s1

(h
′

1)
2 +

(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

(h
′
3)

2

G2
13

+
(Ds − 1)2

D2
sG

2
1s

(h
′

s)
2+

+
∑

k≥4,k 6=s

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0.

(4.72)

Substituindo (4.54) e (4.55) em (4.72), concluímos que

1− (D − 1)2

D2G2
21

(
h

′′

1 − h
′

1

G
′
21

G21

)
H − (Ds − 1)2(D − 1)

DsDG2
1s

(
h

′′

s − h
′

s

G
′
1s

G1s

)
H+

+
(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2 +

(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

(h
′
3)

2

G2
13

+
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0.

(4.73)

Portanto, da equação (4.73) segue a equação (4.52). �

Observação 4.6. Por meio de cálculos inteiramente análogos aos feitos na demonstração
do Corolário 4.5, as demais equações de (4.19), para t 6= s e t, s ≥ 4, são dadas por

1− (D − 1)2

DG12

(
h

′
2

G12

)′

H − (Ds − 1)2(D − 1)

DG1s

(
h

′
s

G1s

)′

H +
(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2+

+
(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

(h
′
3)

2

G2
13

+
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0,

(4.74)

1 +
1

G13

(
h

′
3

G13

)′

H − (Ds − 1)2(D − 1)

DG1s

(
h

′
s

G1s

)′

H +
(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2+

+
(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

(h
′
3)

2

G2
13

+
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0,

(4.75)
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1− (Dt − 1)2(D − 1)

DDtG1t

(
h

′
t

G1t

)′

H − (Ds − 1)2(D − 1)

DDsG1s

(
h

′
s

G1s

)′

H+

+
(D − 1)2

D2G2
21

(h
′

1)
2 +

(D − 1)2

G2
12

(h
′

2)
2 +

(h
′
3)

2

G2
13

+
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
kG

2
1k

(h
′

k)
2 = 0.

(4.76)

O teorema seguinte caracteriza as hipersuperfícies de Dupin em Rn+1, n ≥ 3, com
todas curvaturas principais distintas e curvatura de Laguerre constante, que admitem
uma parametrização por linhas de curvatura, em termos de seus raios de curvatura e de
sua primeira forma fundamental.

Teorema 4.7. Seja x : Mn → Rn+1, n ≥ 3, uma hipersuperfície de Dupin própria
com curvaturas principais distintas que não se anulam, ki, e com curvaturas de Laguerre
constantes. Se x admitir uma parametrização por linha de curvatura então os raios de
curvatura de x são dadas por

r1 =
1

k1
= −(D − 1)h2 + h3 +

∑
s≥4

(
1− 1

Ds

)
hs,

r2 =
1

k2
=

(
1− 1

D

)
h1 +

1

D
h3 +

∑
s≥4

hs,

r3 =
1

k3
= h1 + h2 +

∑
s≥4

(
1 +

1

Ds(D − 1)

)
hs,

rs =
1

ks
= Dsr1 + (1−Ds)r2 para s ≥ 4,

(4.77)

onde

h1 =
AD2F 2

1

2(D − 1)2
+ b1F1 + d1, h2 =

ADF 2
2

2(D − 1)2
+ b2F2 + d2,

h3 = −A
2
F 2
3 + b3F3 + d3, hs =

ADDsF
2
s

2(D − 1)(Ds − 1)2
+ bsFs + ds,

(4.78)

com D = L132 e Ds = Ls21, s ≥ 4, F ′
1 = G21 6= 0 e F ′

j = G1j 6= 0, para j 6= 1 e, G21 e
G1j, j ≥ 2, são funções diferenciáveis dadas em (4.39), h′

l 6= 0, e A, bl, dl, 1 ≤ l ≤ n são
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constantes reais satisfazendo

1− 2A

(
d1 +Dd2 − d3 +

∑
s≥4

D

Ds(D − 1)
ds

)
+

(D − 1)2

D2
b21+

+(D − 1)2b22 + b23 +
∑
s≥4

(Ds − 1)2

D2
s

b2s = 0.

(4.79)

Reciprocamente, dadas funções diferenciáveis F1 = F1(u1), ..., Fn = Fn(un) tais que F ′
1, ..., F

′
n

nunca se anulam e, constantes D, Ds ∈ R − {0, 1}, s ≥ 4, tais que Ds 6= 1/(1 − D),
Ds 6= Dt para s 6= t. Definimos hi(ui) pelas expressões (4.78), onde as constantes A, bi e
di, 1 ≤ i ≤ n, satisfazem a relação algébrica (4.79). Considere ri dados por (4.77) e um
aberto U ⊂ Rn+1 , onde rl não se anula para todo l. Definimos gii em U por

g11 =
(F

′
1)

2r21
(r1 − r2)2

, gjj =
(F

′
j )

2r2j
(rj − r1)2

, j ≥ 2 . (4.80)

Então, a menos de movimento rígido, existe uma única hipersuperfície de Dupin parame-
trizada por linhas de curvatura, cuja métrica é dada por gii e as curvaturas principais são
dadas por 1/ri. Além disso, as curvaturas de Laguerre dessa hipersuperfície são constantes
e são dadas por D = L132 e Ds = Ls21, s ≥ 4.

Demonstração: A fim de obter as funções hi, calculamos as diferenças entre as equações
(4.50) e (4.49), (4.51) e (4.49), (4.49) e (4.52), respectivamente. Obtemos:

(D − 1)2

DG12

(
h

′
2

G12

)′

H +
1

G13

(
h

′
3

G13

)′

H = 0, (4.81)

(D − 1)2

D2G21

(
h

′
1

G21

)′

H +
1

G13

(
h

′
3

G13

)′

H = 0, (4.82)

−(D − 1)2

DG12

(
h

′
2

G12

)′

H +
(Ds − 1)2(D − 1)2

DG1s

(
h

′
s

G1s

)′

H = 0, s ≥ 4. (4.83)

Como H 6= 0, obtemos das equações (4.81), (4.82) e (4.83) que

(D − 1)2

D2G21

(
h

′
1

G21

)′

= A, (4.84)
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(D − 1)2

DG12

(
h

′
2

G12

)′

= A, (4.85)

1

G13

(
h

′
3

G13

)′

= −A, (4.86)

(Ds − 1)2(D − 1)

DDsG1s

(
h

′
s

G1s

)′

= A. (4.87)

onde A é uma constante real.

Definimos as funções F ′
1 = G21, F

′
j = G1j, j ≥ 2. Integrando (4.84) em relação a u1,

temos que
h

′
1

F
′
1

=
D2A

(D − 1)2
F1 + b1, (4.88)

onde b1 é uma constante real. De (4.88) obtemos

h
′

1 =
AD2

2(D − 1)2
[F 2

1 ]
′
+ b1F

′

1. (4.89)

Integrando (4.89) em u1, tem-se

h1 =
AD2

2(D − 1)2
F 2
1 + b1F1 + d1, (4.90)

onde d1 é uma constante real. Integrando (4.85) em relação a u2, concluímos que

h
′
2

F
′
2

=
AD

(D − 1)2
F2 + b2, (4.91)

onde b2 é uma constante real. De (4.91) temos que

h
′

2 =
AD

2(D − 1)2
[F 2

2 ]
′
+ b2F

′

2. (4.92)

Integrando (4.92) em u2, segue que

h2 =
AD

2(D − 1)2
F 2
2 + b2F2 + d2, (4.93)

onde d2 é uma constante real. Integrando (4.86) em relação a u3, obtemos

h
′
3

F
′
3

= −AF3 + b3, (4.94)
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onde b3 é uma constante real. De (4.94) concluímos que

h
′

3 = −A
2

[F 2
3 ]

′
+ b3F

′

3. (4.95)

Integrando (4.95) em u3, segue que

h3 = −A
2
F 2
3 + b3F3 + d3, (4.96)

onde d3 é uma constante real. Integrando (4.87) em relação a us, s ≥ 4, obtemos

h
′
s

F ′
s

=
ADDs

(D − 1)(Ds − 1)2
Fs + bs, (4.97)

onde bs, s ≥ 4, é uma constante real. De (4.97) temos que

h
′

s =
ADDs

2(D − 1)(Ds − 1)2
[F 2
s ]

′
+ bsF

′

s. (4.98)

Integrando (4.98) em us, segue que

hs =
ADDs

2(D − 1)(Ds − 1)2
F 2
s + bsFs + ds, (4.99)

onde ds, s ≥ 4, é uma constante real.

De (4.49), (4.84) e (4.85) temos

1− 2AH +
(D − 1)2

D2

(
h

′
1

F
′
1

)2

+ (D − 1)2
(
h

′
2

F
′
2

)2

+

(
h

′
3

F
′
3

)2

+

+
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
k

(
h

′

k

F
′
k

)2

= 0,

(4.100)

onde as funções hi são dadas por (4.90), (4.93), (4.96) e (4.99). Temos por (4.22) que

H =
AD2

2(D − 1)2

(
F 2
1 + F 2

2 +
(D − 1)2

D2
F 2
3 +

∑
k≥4

F 2
k

(Dk − 1)2

)
+ b1F1+

+Db2F2 − b3F3 + d1 +Dd2 − d3 +
∑
k≥4

D

Dk(D − 1)
(bkFk + dk) .

(4.101)
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Substituindo (4.101) em (4.100), concluímos usando as expressões (4.88), (4.91), (4.94)
e (4.97) que

0 = 1− A2D2

(D − 1)2

(
F 2
1 + F 2

2 +
(D − 1)2

D2
F 2
3 +

∑
k≥4

F 2
k

(Dk − 1)2

)
− 2Ab1F1+

−2A(Db2F2 − b3F3 + d1 +Dd2 − d3)− 2A
∑
k≥4

D

Dk(D − 1)
(bkFk + dk) +

+
(D − 1)2

D2

(
AD2

(D − 1)2
F1 + b1

)2

+ (D − 1)2
(

AD

(D − 1)2
F2 + b2

)2

+

+ (−AF3 + b3)
2 +

∑
k 6=4

(Dk − 1)2

D2
k

(
ADDk

(D − 1)(Dk − 1)2
Fk + bk

)2

=

= 1− A2D2

(D − 1)2

(
F 2
1 + F 2

2 +
(D − 1)2

D2
F 2
3 +

∑
k≥4

F 2
k

(Dk − 1)2

)
− 2Ab1F1+

−2A(Db2F2 − b3F3 + d1 +Dd2 − d3)− 2A
∑
k≥4

D

Dk(D − 1)
(bkFk + dk) +

+
A2D2

(D − 1)2
F 2
1 + 2Ab1F1 +

(D − 1)2

D2
b21 +

A2D2

(D − 1)2
F2 + 2ADb2F2+

+(D − 1)2b22 + A2F 2
3 − 2Ab3F3 + b23 +

∑
k≥4

A2D2

(D − 1)2(Dk − 1)2
F 2
k+

+
∑
k≥4

2ADbk
Dk(D − 1)

Fk +
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
k

b2k =

= 1− 2A

(
d1 +Dd2 − d3 +

∑
k≥4

Ddk
Dk(D − 1)

)
+

(D − 1)2

D2
b21 + (D − 1)2b22 + b23+

+
∑
k≥4

(Dk − 1)2

D2
k

b2k,

da última igualdade segue a equação (4.79), como queríamos provar. Analogamente com
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(4.50) a (4.52) obtemos a mesma equação que relaciona as constantes.

Reciprocamente, dadas funções diferenciáveis F1 = F1(u1), ..., Fn = Fn(un) tais que
F

′
1, ..., F

′
n nunca se anulam e, constantesD,Ds ∈ R−{0, 1}, s ≥ 4, tais queDs 6= 1/(1−D),

Ds 6= Dt para s 6= t. Considere ri dados por (4.77) e gii dada por (4.80). Vamos verificar
que a equação de Gauss, dada em (4.19) e equação de Codazzi, dada em (4.18), são
satisfeitas. Nestas condições, temos de (4.80) que

g11 =
(F

′
1)

2r21
(r1 − r2)2

. (4.102)

Diferenciando a equação (4.102) em relação a uj, j 6= 1, obtemos

g11,j =
2(F

′
1)

2r1[r1,j(r1 − r2)− r1(r1,j − r2,j)]
(r1 − r2)3

. (4.103)

Dividindo g11,j por 2g11, segue de (4.102) e (4.103) que

g11,j
2g11

=
r1,j(r1 − r2)− r1(r1,j − r2,j)

r1(r1 − r2)
. (4.104)

Por outro lado, segue de (4.77) que r2−r1
rj−r1 é constante. Diferenciando em uj e usando que

rj,j = 0, obtemos

r1,j − r2,j =
r2 − r1
rj − r1

r1,j. (4.105)

Substituindo (4.105) em (4.104), segue que

g11,j
2g11

=

r1,j

[
r1 − r2 − r1

r2 − r1
rj − r1

]
r1(r1 − r2)

=
r1,j[(r1 − r2)(rj − r1)− r1(r2 − r1)]

r1(r1 − r2)(rj − r1)
. (4.106)

Logo, de (4.106), segue que
g11,j
2g11

=
r1,jrj

r1(rj − r1)
. (4.107)

Portanto, segue de (4.107) que a equação (4.18) é verificada para i = 1. Para i ≥ 2, temos
de (4.80) que

gii =
(F

′
i )

2r2i
(ri − r1)2

. (4.108)
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Diferenciando a equação (4.108) em relação a uj, j 6= i, obtemos

gii,j =
2(F

′
i )

2r1[ri,j(ri − r1)− ri(ri,j − r1,j)]
(ri − r1)3

. (4.109)

Dividindo gii,j por 2gii, segue de (4.108) e (4.109) que

gii,j
2gii

=
ri,j(ri − r1)− ri(ri,j − r1,j)

ri(ri − r1)
. (4.110)

Por outro lado, segue de (4.77) que r1−ri
rj−ri é constante. Diferenciando essa expressão em uj

e usando que rj,j = 0, obtemos

ri,j − r1,j =
r1 − ri
rj − ri

ri,j. (4.111)

Substituindo (4.111) em (4.110), segue que

gii,j
2gii

=

ri,j

[
ri − r1 − ri

r1 − ri
rj − ri

]
ri(ri − r1)

=
ri,j[(ri − r1)(rj − ri)− ri(r1 − ri)]

ri(ri − r1)(rj − ri)
. (4.112)

Logo, de (4.112), segue que
gii,j
2gii

=
ri,jrj

ri(rj − ri)
. (4.113)

Portanto, segue de (4.113) que a equação (4.18) é verificada para i 6= 1. Logo, de (4.107)
e (4.113), temos que a equação de Codazzi esta verificada.
Considere hi(ui), 1 ≤ i ≤ n, dadas pelas expressões (4.78), onde as constantes A, bi e
di, 1 ≤ i ≤ n, satisfazem a relação algébrica (4.79). Queremos mostrar que a seguinte
identidade se verifica:

1

rirj
+
Aji
gii

+
Aij
gjj

+
∑
k 6=i 6=j

ΓiikΓ
j
jk

gkk
= 0, (4.114)

onde i 6= j e
Aji = Γjji,i + Γjji(Γ

j
ji − Γiii). (4.115)

Para tanto, vamos calcular as funções Γkij. Por definição, temos

Γkij =
1

2

∑
l

glk {gil,j + gjl,i − gij,l} . (4.116)
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Segue de (4.80) e (4.116) que

Γkij = 0, Γiii =
gii,i
2gii

, Γjii =
−gii,j
2gjj

, Γiij =
gii,j
2gii

, (4.117)

onde i, j, k são distintos.
Além disso, de (4.80) e da última equação de (4.117), obtemos que

Γjji =
rj,iri

(ri − rj)rj
. (4.118)

A fim de verificar as equações dadas em (4.19), para cada i 6= j, vamos calcular as funções
Aji dadas em (4.20). Diferenciando (4.118) em ui, obtemos

Γjji,i =
rj,iiri

(ri − rj)rj
+

(rj,i)
2ri

(ri − rj)2rj
− (rj,i)

2ri
(ri − rj)r2j

, (4.119)

cujos cálculos serão omitidos, pois são os mesmos da equação (4.46). Segue de (4.77) que,
para i, j, k distintos, temos que ri−rj

rk−rj
é constante. Desta forma, usando (4.80) e a segunda

equação de (4.117), obtemos que

Γiii =
rj,i

ri − rj
+
F

′′
i

Fi′
. (4.120)

Por cálculos inteiramente análogos aos feitos para deduzirmos a equação (4.48), obtemos
de (4.20), (4.119) e (4.120) que

Aji =
ri

rj(ri − rj)

{
rj,ii +

(rj,i)
2

ri − rj
− rj,i

F
′′
i

F
′
i

}
. (4.121)

Como as funções ri são todas distintas e satisfazem ri,i = 0, e também, para i, j, k distintos,
temos que ri−rj

rk−rj
é contante, obtemos que equação (4.35) é verificada, isto é,

riΓ
i
ik = rjΓ

j
jk para i, j, k distintos. (4.122)

Concluímos de (4.121) e (4.122) que verificar a equação (4.19) é equivalente a verificar,
para i 6= j, as seguintes equações

1

r1rj

[
1 +

r1 − r2
(F

′
1)

2
Ã21 +

rj − r1
(F

′
j )

2
Ã1j +

∑
k 6=j 6=1

(r1,k)
2

(F
′
k)

2

]
= 0, se i = 1 (4.123)

83



e

1

r1rj

[
1 +

ri − r1
(F

′
1)

2
Ã1i +

rj − r1
(F

′
j )

2
Ã1j +

(r2,1)
2

(F
′
1)

2
+

∑
k 6=i 6=j 6=1

(r1,k)
2

(F
′
k)

2

]
= 0, se i 6= j 6= 1,(4.124)

onde

Ãji = rj,ii +
(rj,i)

2

ri − rj
− rj,i

F
′′
i

F
′
i

. (4.125)

De fato, como r1−rj
r1−r2 , j 6= 1, é constante, tomando a derivada em u1, obtemos que

rj,1 =
r1 − rj
r1 − r2

r2,1, rj,11 =
r1 − rj
r1 − r2

r2,1. (4.126)

Substituindo (4.126) em (4.121), para i = 1, temos que

Aj1 =
r1

rj(r1 − r2)

{
r2,11 +

(r2,1)
2

r1 − r2
− r2,1

F
′′
1

F
′
1

}
=
g11(r1 − r2)

r1rj
Ã21, (4.127)

onde g11 é dada em (4.80) e Ã21 é dada em (4.125). Usando (4.80), (4.118), (4.122) e
(4.127), temos para j 6= k 6= 1 que

Γ1
1kΓ

j
jk

gkk
=
r1(Γ

1
1k)

2

rjgkk
=

r1(r1,k)
2r2k(rk − r1)2

rjr21r
2
k(rk − r1)2(F

′
k)

2
=

(r1,k)
2

r1rj(F
′
k)

2
. (4.128)

Usando (4.80), (4.127) e (4.128) na identidade (4.114), para i = 1, obtemos a equação
(4.123).
Como ri−rj

ri−r1 , i 6= j 6= 1, também é constante, derivando em ui, obtemos que

rj,i =
ri − rj
ri − r1

r1,i, rj,ii =
ri − rj
ri − r1

r1,ii. (4.129)

Consideremos agora i 6= 1 e j 6= 1. De (4.114) e (4.129), segue que

Aji =
ri

rj(ri − r1)

{
r1,ii +

(r1,i)
2

ri − r1
− r1,i

F
′′
i

F
′
i

}
=
gii(ri − r1)

rirj
Ã1i, (4.130)

onde Ã1i e dado por (4.125) e gii é dada em (4.80). Usando (4.80), (4.118), (4.122) e
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(4.126), temos para i 6= j 6= 1 que

Γii1Γ
j
j1

g11
=
ri(Γ

i
i1)

2

rjg11
=

ri(ri,1)
2r21(r1 − r2)2

rjr2i r
2
1(r1 − ri)2(F

′
1)

2
=

(r2,1)
2

rirj(F
′
1)

2
. (4.131)

Substituindo (4.128), (4.130) e (4.131) em (4.114) obtemos a identidade (4.124). Logo,
segue de (4.123) e (4.124) que verificar a equação (4.114) é equivalente a verificarmos as
seguintes equações

1 +
r1 − r2
(F

′
1)

2
Ã21 +

rj − r1
(F

′
j )

2
Ã1j +

∑
k 6=j 6=1

(r1,k)
2

(F
′
k)

2
= 0, se i = 1 (4.132)

e

1 +
ri − r1
(F

′
1)

2
Ã1i +

rj − r1
(F

′
j )

2
Ã1j +

(r2,1)
2

(F
′
1)

2
+

∑
k 6=i 6=j 6=1

(r1,k)
2

(F
′
k)

2
= 0, se i 6= j 6= 1, (4.133)

onde Ãji é dado em (4.125).
Identificamos F ′

1 = G21 e F ′
i = G1i, i ≥ 2 nas equações dadas em (4.49), (4.50), (4.51),

(4.52), (4.74), (4.75) e (4.76). Note que, por cálculos inteiramente análogos, obtemos,
fazendo j = 2, j = 3 e j = s ≥ 4 na equação (4.132) as equações dadas em (4.49), (4.50)
e (4.52), respectivamente. Também, tomando os índices i = 2, j = 3; i = 2, j = s ≥ 4;
i = 3, j = s ≥ 4 e i = s ≥ 4, j = t ≥ 4 na equação (4.133) obtemos as equações
(4.51), (4.74), (4.75) e (4.76), respectivamente. Mas essas equações são verificadas, já
que, substituindo as funções hi, dadas em (4.78), elas se reduzem a relação algébrica
(4.79) que é verificada pelas constantes A, bi e di. Portanto, a equação de Gauss também
é verificada como queríamos mostrar.

�

Observação 4.8. Seja Mn uma hipersuperfície de Dupin com curvaturas principais dis-
tintas e parametrizadas por linhas de curvaturas. Então dizer que x possui curvatura de
Möbius constante equivale a dizer que ela possui, em dimensões maiores, todos os inva-
riantes de Laplace nulos (para detalhes veja [34]). Entretanto, segue da Proposição 4.3,
que se Mn é uma hipersuperfície de Dupin com curvaturas principais distintas e que não
se anulam, parametrizada por linhas de curvaturas, que possui todas as curvaturas de La-
guerre constantes, então, em dimensões maiores, isso implica que todos os invariantes de
Laplace são não nulos. Para a definição destes invariantes veja [25]. Para i, j, k distintos,
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os invariantes de Laplace, associados ao sistema de equações (4.4), são dados por

mikj = Γiik − Γjjk, j 6= i 6= k, 1 ≤ j ≤ n.

Da Proposição 4.3 obtemos que mikj =
(
rj
ri
− 1
)

Γjjk são não nulos, para i, j, k distintos,

já que todos os raios de curvatura ri de M são distintos e Γjjk, dado por (4.7), nunca se
anula, já que ri,l = h

′

l 6= 0, para todo l, i 6= l, conforme Teorema 4.7 .

Na seção seguinte apresentamos uma família de hipersuperfícies de Dupin Mn ⊂ Rn+1

com curvaturas principais distintas que não se anulam, cujas curvaturas de Laguerre são
constantes, que admitem uma parametrização por linhas de curvatura.

4.3 Exemplo

Nesta seção vamos verificar que a família de hipersuperfícies de Dupin em Rn+1 dadas
no Exemplo 2.10 satisfaz as condições do Teorema 4.7. Calculamos também as curvaturas
de Lie dessas hipersuperfícies. Em [34], os autores Riveros-Rodrigues-Tenenblat provaram
um resultado de não existência de hipersuperfícies parametrizadas por linha de curvatura
e curvaturas de Möbius constantes quando a dimensão n ≥ 4. Se n ≥ 3, a hipersuperfície
apresentada no Exemplo 2.10 é parametrizada por linhas de curvatura e têm curvaturas
de Laguerre constantes.

Consideremos a hipersuperfície no espaço Euclidiano Rn+1 parametrizada por (veja
também [34])

x(u1, ..., un) = (u1, ..., un, 0)−
2
∑n

j=1 fj∑n
j=1(f

′
j)

2 + b2
(f

′

1, ..., f
′

n,−b). (4.134)

Então x é uma hipersuperfície de Dupin parametrizada, onde (u1, ..., un) ∈ U ⊂ Rn e

fj = bj2u
2
j + bj1uj + bj0 para b 6= 0, bj2, bj1, bj0 ∈ R e 1 ≤ j ≤ n, (4.135)

e bj2 são contantes não nulas e todas distintas.

As curvaturas principais de x são dadas por (ver [15])

kl =
4bbl2
Bl

para 1 ≤ l ≤ n, (4.136)
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onde

Bl =
n∑
j 6=l

(f
′

j)
2 − 4bl2

n∑
j 6=l

fj + al, (4.137)

al = b2 + b2l1 − 4bl2bl0. (4.138)

Introduzindo a notação

S1 =
n∑
j=1

(f
′

j)
2 e S =

n∑
j=1

fj, (4.139)

a equação (4.137) reduz-se a Bl = S1− (f
′

l )
2− 4bl2(S− fl) + al. Usando (4.135) e (4.138),

temos que −(f
′

l )
2 + 4bl2fl + al = b2. Desta maneira, para cada l temos

Bl = S1 − 4bl2S + b2. (4.140)

Segue de (4.136) que

kl − ki =
4bbl2
Bl

− 4bbi2
Bi

=
4bbl2Bi − 4bbi2Bl

BiBl

=
4bbl2(S1 − 4bi2S + b2)− 4bbi2(S1 − 4bl2S + b2)

BiBl

.

Portanto,

kl − ki =
−4b(bi2 − bl2)(S1 + b2)

BiBl

. (4.141)

Se os coeficientes bj2 são distintos e não-nulos, para todo j, as curvaturas principais não
se anularão e terão multiplicidade um. Segue de (4.141) que

Lijl =
(ki − kj)kl
(kl − kj)ki

=
−4b(bj2 − bi2)(S1 + b2)(BlBj)(−4bbl2)Bi

BiBj(−4b)(bj2 − bl2)(S1 + b2)(−4bbi2)Bl

.

Portanto, as curvaturas de Laguerre

Lijl =
(bj2 − bi2)bl2
(bj2 − bl2)bi2

(4.142)
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são todas constantes. Além disso, as curvaturas de Lie dadas por (4.12) são constantes
dadas por

Ψijsl =
(bi2 − bs2)(bj2 − bl2)
(bi2 − bl2)(bj2 − bs2)

.

Portanto, segue do Teorema 4.7 que a hipersuperfície x dada em (4.134), é uma hiper-
superfície de Dupin em Rn+1 parametrizada por linhas de curvatura e, com curvaturas
principais distintas que não se anulam, que é uma hipersuperfície isoparamétrica de La-
guerre.

Os autovalores do operador autoadjunto de Laguerre S̃ dessa hipersuperfície são dados
por

k̃i =

1

n

∑
j

1

bj2
− 1

bi2√√√√∑
i

(
1

n

∑
j

1

bj2
− 1

bi2

)2
, 1 ≤ i ≤ n.

As hipersuperfícies dadas por (4.134) satisfazem as condições do Teorema 4.7. De fato,
pode-se verificar que os raios de curvatura ri dessa hipersuperfície são dados por (4.77)
onde de (4.142) temos (veja os cálculos no Apêndice B)

D =
(b32 − b12)b22
(b32 − b22)b12

, Ds =
(b22 − bs2)b12
(b22 − b12)bs2

, s ≥ 4, (4.143)

e as funções hi(ui) são dadas por (4.78) onde

F1 =

(
1− b12

b22

)
u1, Fj =

(
1− bj2

b12

)
uj, j ≥ 2,

A =
−2b12b22(D − 1)

b(b22 − b12)D
,

b1 = −(D − 1)b11
Db

, b2 =
b21

(D − 1)b
,

b3 = −b31
b
, bj = − Djbj1

(Dj − 1)b
, j ≥ 4.
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No caso n ≥ 4, temos

d1 =
1

8b(1−D)(n− 3)

∑
j≥4

{
1 +Dj(1−D)

b12
+

2−D(1 +Dj(1−D))

b22

}
W

+
1

8b(n− 3)

∑
j≥4

1−Dj(1−D)

b32
W +

D

1−D
W0 +

∑
j≥4

1

Dj

,

d2 =
1

4bb22(D − 1)
W +

1

D − 1
W0,

d3 =
1

8b(n− 3)

∑
j≥4

(
1 +Dj

b12
+

2 +D(1−Dj)

b22
+

(Dj − 1)(D − 1)

b32

)
e

dj =
1

8(n− 3)b

(
− 1

b12
+
D

b22
− D − 1

b32

)
W.

No caso n = 3 as constantes d1, d2 e d3 são dadas por

d1 =
1

4b

(
1

b32
− 1

b22

)
W,

d2 =
1

4bb22
W −W0,

d3 =
1

4b

(
1

b12
+
D − 1

b22

)
W −DW0,

onde W =
∑n

j=1 b
2
j1 + b2, W0 =

∑n
j=1 bjo e, D e Dj são dados por (4.143).
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Apêndices

Apêndice A

Considere x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável, sem pontos umbílicos e com
curvaturas principais que não se anulam. Apresentamos com um pouco mais de deta-
lhes, as equações de estrutura para o referencial móvel de Laguerre da imersão x, dadas
em (1.60) (veja também [21]). Seja {Y,N,E1(Y ), E2(Y ), ..., En(Y ), η, P} um referencial
móvel de Laguerre em Rn+4

2 da imersão x. Então, são satisfeitas as seguintes relações de
ortogonalidade com relação à métrica de Laguerre g

〈Y,Ei(Y )〉 = 〈∆Y,Ei(Y )〉 = 0, 〈Y,∆Y 〉 = −n, 〈Ei(Y ), Ej(Y )〉 = δij,

〈N,N〉 = 〈Y, Y 〉 = 〈η, η〉 = 0, 〈Y,N〉 = −1, 〈η, P 〉 = −1.

(4.144)

As equações de estrutura para este referencial são dadas por

dY =
∑
i

ωiEi(Y ),

dN =
∑
i

ψiEi(Y ) + φP,

dEi(Y ) = ψiY + ωiN +
∑
j

ωijEj(Y ) + βiP,

dη = −φY +
∑
i

βiEi(Y ).

(4.145)

onde {ψi, ωij, φ, βi} são 1-formas diferenciáveis em M com ωij = −ωji.

Proposição 4.9. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável, sem pontos um-
bílicos e com curvaturas principais que não se anulam. Então as equações de estrutura
de x, com relação à métrica de Laguerre g, são dadas por (4.145). Tomando a derivada
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exterior das equações dadas em (4.145), obtemos:∑
i

ωi ∧ ψi = 0,∑
i

ωi ∧ βi = 0,

dωi −
∑
j

ωij ∧ ωj = 0,

dψi −
∑
i

ωij ∧ ψj = 0,

dφ−
∑
i

ψi ∧ βi = 0,

dβi −
∑
j

ωij ∧ βj − ωi ∧ φ = 0,

dωij −
∑
k

ωik ∧ ωkj = ψi ∧ ωj + ωi ∧ ψj.

(4.146)

Demonstração: Tomando a derivada exterior de primeira equação de (4.145), obtemos∑
i

dωiEi(Y )−
∑
i

ωi ∧ dEi(Y ) = 0. (4.147)

Usando a terceira equação de (4.145), segue que∑
i

dωiEi(Y )−
∑
i

ωi ∧ ψiY −
∑
ij

ωi ∧ ωijEj(Y )−
∑
i

ωi ∧ βiP = 0. (4.148)

Tomando o produto interno em (4.148), por Y , η e Ei(Y ) e usando as relações dadas
em (4.144), segue que as três primeiras equações de (4.146) valem. Tomando a derivada
exterior da segunda equação de (4.145), obtemos que∑

i

dψiEi(Y )−
∑
i

ψi ∧ dEi(Y ) + dφP = 0. (4.149)

Usando a terceira equação de (4.145) em (4.149), segue que∑
i

dψiEi(Y )−
∑
i

ψi ∧ ωiN −
∑
ij

ψi ∧ ωijEj(Y )−
∑
i

ψi ∧ βiP + dφP = 0. (4.150)

Tomando o produto interno em (4.150), por η e Ei(Y ) e usando as relações dadas em
(4.144), segue que a quarta e a quinta equação de (4.146) são satisfeitas. Tomando a
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derivada exterior da terceira equação de (4.145), obtemos que

dψiY −ψi∧dY +dωiN−ωi∧dN+
∑
i

dωijEj(Y )−
∑
j

ωij∧dEj(Y )+dβiP = 0. (4.151)

De maneira análoga, substituindo as equações dadas em (4.145) e usando as relações
dadas em (4.144), seguem as duas últimas equações de (4.146). �

Como o conjunto {wi} é LI, e de (4.146) temos
∑
i

ωi ∧ ψi = 0 e
∑
i

ωi ∧ βi = 0, pelo

Lema de Cartan, podemos escrever

ψi =
∑
j

Lijωj, Lij = Lji; βi =
∑
j

Bijωj Bij = Bji; φ =
∑
i

Ciωi, (4.152)

onde Lij, Bij e Ci são funções diferenciáveis em M . Temos os seguintes invariantes de
Laguerre, dados também em (1.61).

(i) O tensor segunda forma fundamental de Laguerre B =
∑
ij

Bijωi ⊗ ωj.

(iii) O tensor simétrico de segunda ordem L =
∑
ij

Lijωi ⊗ ωj.

(iii) A forma de Laguerre C =
∑
i

Ciωi.

(4.153)

Definição 4.10. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável, sem pontos umbílicos
e com curvaturas principais que não se anulam. Então as equações de estrutura de x, com
relação à métrica de Laguerre g, são dadas por (4.145). As derivadas covariantes dos
tensores C, L e B, dados em (4.153), e o tensor curvatura, com relação à métrica g, são
dadas por

dCi +
∑
j

Cjωji =
∑
j

Ci,jωj,

dLij +
∑
k

Likωkj +
∑
k

Lkjωki =
∑
k

Lij,kωk,

dBij +
∑
k

Bikωkj +
∑
k

Bkjωki =
∑
k

Bij,kωk,

dωij −
∑
k

ωik ∧ ωkj = Rijkl.

(4.154)

Proposição 4.11. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável, sem pontos umbí-
licos e com curvaturas principais que não se anulam. Então as equações de estrutura de x,
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com relação à métrica de Laguerre g, são dadas por (4.145). Tomando a derivada exterior
das equações dadas em (4.154), obtemos as seguintes relações entre estes invariantes:

Lij,k = Lik,j,

Ci,j − Cj,i =
∑
k

(BikLkj −BjkLki),

Bij,k −Bik,j = Cjδik − Ckδij,
Rijkl = Ljkδil + Lilδjk − Likδjl + Ljlδik,

(4.155)

onde Rijkl é o tensor curvatura da métrica g.

Demonstração: Tomando a derivada exterior da primeira equação de (4.152) e usando
(4.145), obtemos

dψi =
∑
j

dLij ∧ ωj +
∑
jk

Likωkj ∧ ωj. (4.156)

Substituindo a primeira equação de (4.152) na quinta equação de (4.146), temos que

dψi =
∑
jk

Lijωik ∧ ωj. (4.157)

Comparando as equações (4.156) e (4.157) e usando (4.154), obtemos∑
jk

Lij,kωk ∧ ωj = 0. (4.158)

Portanto, de (4.158) segue que∑
j<k

Lij,kωk ∧ ωj +
∑
j>k

Lij,kωk ∧ ωj = 0. (4.159)

Trocando j por k na segundo somatório de (4.159) e usando que ωk ∧ ωj = −ωj ∧ ωk,
obtemos ∑

j<k

Lij,kωk ∧ ωj −
∑
k>j

Lik,jωk ∧ ωj = 0. (4.160)

Como o conjunto {ωk ∧ ωj}j<k é LI, de (4.160) segue a primeira identidade de (4.155).
Tomando a derivada exterior da terceira equação de (4.152) e usando (4.155), segue que

dφ =
∑
i

dCi ∧ ωi +
∑
ij

Cjωji ∧ ωi =
∑
ij

Ci,jωj ∧ ωi. (4.161)
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Usando (4.152) na quinta equação de (4.146), obtemos

dφ =
∑
ijk

BkjLkiωj ∧ ωi. (4.162)

Comparando as equações (4.161) e (4.162), segue que

∑
ij

(
Ci,j +

∑
k

BkjLki

)
ωj ∧ ωi = 0. (4.163)

Usando um argumento similar em (4.163), ao usado em (4.160), segue que segunda equação
de (4.155) é satisfeita. Tomando a derivada exterior da segunda equação de (4.152) e
usando (4.155), segue que

dβi =
∑
j

dBij ∧ ωj +
∑
jk

Bijωjk ∧ ωk. (4.164)

Usando (4.152) na sexta equação de (4.146), obtemos

dβi =
∑
jk

Bjkωij ∧ ωk +
∑
k

Ckωi ∧ ωk. (4.165)

Comparando as equações (4.164) com (4.165) e usando (4.154), segue que∑
jk

(Bij,k − Ckδij)ωj ∧ ωk = 0. (4.166)

Usando um argumento similar em (4.166), ao usado em (4.160), segue que a terceira
equação de (4.155) é satisfeita. Substituindo a expressão de ψi dada em (4.146) no segundo
membro da última equação de (4.154), obtemos

ψi ∧ ωj + ωi ∧ ψj =
∑
k

Likωk ∧ ωj +
∑
k

Ljkωi ∧ ωk

=
∑
kl

Likδjlωk ∧ ωl +
∑
kl

Ljkδilωl ∧ ωk

= −1

2

∑
kl

Rijklωk ∧ ωl.

Portanto, ∑
kl

Likδjlωk ∧ ωl −
∑
kl

Ljkδilωk ∧ ωl = −1

2

∑
kl

Rijklωk ∧ ωl. (4.167)
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Usando um argumento similar em (4.167), ao usado em (4.160), segue que a última equa-
ção de (4.155) vale. �

Na proposição seguinte são dadas algumas identidades satisfeitas pelos invariantes de
Laguerre da imersão x.

Proposição 4.12. Seja x : M → Rn+1 uma hipersuperfície orientável, sem pontos um-
bílicos e com curvaturas principais que não se anulam. As derivadas covariantes dos
tensores C, L e B, com relação à métrica g, dados em (4.153), são dadas em (4.154).
Além disso, são satisfeitas as identidades∑

ij

B2
ij = 1,

∑
i

Bii = 0,
∑
i

Bij,i = (n− 1)Cj;∑
i

Lii = − 1

2n
〈∆Y,∆Y 〉 ;

Rik = −(n− 2)Lik −

(∑
j

Ljj

)
δik;

R = −2(n− 1)
∑
i

Lii =
n− 1

n
〈∆Y,∆Y 〉 ,

(4.168)

onde Rik =
∑
j

Rijkj e R =
∑
i

Rii são, respectivamente, a curvatura de Ricci e a curva-

tura escalar de M na métrica g.

Demonstração: Temos de (4.145) que

〈Ei(η), Ei(η)〉 =
∑
jk

BikBijδik =
∑
j

(Bij)
2 . (4.169)

Como Bij = ρ−1(r − ri)δij e ρ2 =
∑
i

(r − ri)2, segue de (4.169) que

∑
j

(Bij)
2 = ρ−2

∑
ij

(r − ri)2δ2ij = 1.

Logo, a primeira identidade de (4.168) é satisfeita. Além disso, da terceira equação de
(4.145), temos que o operador Laplaciano ∆ do vetor posição Y de x, com relação à
métrica g, é dado por

∆Y =
∑
i

Ei(Ei(Y )) =
∑
i

Lii + nN +
∑
ik

ΓkiiEk(Y ) +
∑
i

BiiP. (4.170)
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Como 〈∆Y,Ek(Y )〉 = 0, segue de (4.170) que

∆Y =
∑
i

Lii + nN +
∑
i

BiiP. (4.171)

Tomando o produto interno em (4.171) com η e usando que 〈∆Y, η〉 = 0, segue que∑
i

Bii = 0,

como queríamos mostrar. Tomando o produto interno em (4.171) com ∆Y e usando
(4.144), obtemos que ∑

i

Lii = − 1

2n
〈∆Y,∆Y 〉 .

Como Bij,k −Bik,j = Cjδik − Ckδij, temos que∑
ik

(Bij,k −Bik,j) =
∑
ik

(Cjδik − Ckδij) . (4.172)

De (4.172) segue que ∑
i

(Bij,i −Bii,j) = nCj − Cj, (4.173)

mas
∑
i

Bii = 0, logo, de (4.173) segue que a terceira equação de (4.168) vale.

De (4.155) segue que

Rik =
∑
j

Rijkj

=
∑
j

Ljkδij +
∑
j

Lijδjk −
∑
j

Likδjj −
∑
j

Ljjδik

= Lik + Lik − nLik −

(∑
j

Ljj

)
δik

Portanto,

Rik = −(n− 2)Lik −

(∑
j

Ljj

)
δik (4.174)

96



como queríamos mostrar. Tomando o traço de Rik dado em (4.174), obtemos

R =
∑
i

Rii

= −(n− 2)
∑
i

Lii −−(n− 2)Lik −
∑
i

(∑
j

Ljj

)
δii

= −(n− 2)
∑
i

Lii − n
∑
i

Lii

= −2(n− 2)
∑
i

Lii.

Portanto, usando (4.168), obtemos

R = −2(n− 2)
∑
i

Lii =
n− 2

n− 1
〈∆Y,∆Y 〉 ,

o encerra a demonstração da proposição. �

Apêndice B

A fim de provar que a hipersuperfície de Dupin dada em (4.134) satisfaz as condições
do Teorema 4.7 iremos calcular as funções hi e F1, · · · , Fn dadas em (4.78). Para tanto,
recalculamos a primeira e segunda formas fundamentais de x para reobtê-las em termos
das notações introduzidas no Teorema 4.7.

De (4.134) segue que

x,i =

[
1− 2f

′′
i S

S1 + b2

]{
ei −

2f
′
i

S1 + b2

(
f

′

1, · · · , f
′

n,−b
)}

,

onde S e S1 são dados por (4.139) e {e1, ..., en+1} é a base canônica de Rn+1.
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Logo,
gii = 〈x,i, x,i〉

=

[
1− 2Sf

′′
i

S1 + b2

]2(
1− 4(f

′
i )

2

S1 + b2
+

4(f
′
i )

2

S1 + b2

)

=

(
1− 2Sf

′′
i

S1 + b2

)2

=

(
S1 − 4Sbi2 + b2

S1 + b2

)2

.

Usando Bi definido por (4.140) segue que

gii =

(
Bi

S1 + b2

)2

. (4.175)

Substituindo (4.175) em (4.39), obtemos usando (4.136)

G21 =
√
g11

(
1− k1

k2

)
=

B1

S1 + b2

(
1− 4bb12B2

4bb22B1

)
.

Portanto
G21 =

B1

S1 + b2

(
b22B1 − b12B2

b22B1

)
. (4.176)

Logo, substituindo (4.140) em (4.176), temos que

G21 =

(
1

S1 + b2

)(
b22(S1 − 4b12S + b2)− b12(S1 − 4b22S + b2)

b22

)

=

(
1

S1 + b2

)(
(b22 − b12)(S1 + b2)

b22

)

=
b22 − b12
b22

.

Concluímos que

G21 = 1− b12
b22
. (4.177)
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Como F ′
1 = G21, integrando (4.177) em u1, obtemos

F1 =

(
1− b12

b22

)
u1 + α1, onde α1 é uma constante real. (4.178)

Para i 6= 1, segue de (4.39) que

G1i =
√
gii

(
1− ki

k1

)

=
Bi

S1 + b2

(
1− 4bbi2B1

4bb12Bi

)

=
Bi

S1 + b2

(
b12(S1 − 4bi2S + b2)− bi2(S1 − 4b22S + b2)

b12Bi

)

=
b12 − bi2
b12

.

Logo

G1i = 1− bi2
b12
. (4.179)

Como F ′
i = G1i, para i 6= 1, integrando (4.179) em ui, obtemos

Fi =

(
1− bi2

b12

)
ui + αi,

onde αi, 2 ≤ i ≤ n são constantes reais. Por uma translação no sistema de coordenadas,
se for necessário, podemos supor sem perda de generalidade que α1 = .... = αn = 0. Logo,
em geral, temos que

Fi =

(
1− bi2

bj2

)
ui, (4.180)

onde j = 2 se i = 1 e, j = 1 se 2 ≤ i ≤ n.
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De (4.135), (4.139) e (4.140) segue que

Bl = S1 − 4bl2S + b2

=
∑n

j=1(f
′
j)

2 − 4bl2
∑n

j=1 fj + b2

=
∑n

j=1(2bj2uj + bj1)
2 − 4bl2

∑n
j=1(bj2u

2
j + bj1uj + bj0) + b2

=
∑n

j=1(4b
2
j2u

2
j + 4bj2bj1uj + b2j1)− 4bl2

∑n
j=1(bj2u

2
j + bj1uj + bj0) + b2.

Logo,

Bl =
n∑
j=1

4bj2(bj2 − bl2)u2j +
n∑
j=1

4bj1(bj2 − bl2)uj +
n∑
j=1

(b2j1 − 4bl2bj0) + b2. (4.181)

Substituindo (4.181) em (4.136), obtemos

rl =
1

b

n∑
j=1

bj2

(
bj2
bl2
− 1

)
u2j +

1

b

n∑
j=1

bj1

(
bj2
bl2
− 1

)
uj +

1

b

n∑
j=1

(
b2j1
4bl2
− bj0

)
+

b

4bl2
. (4.182)

Por outro lado, segue de (4.77), (4.78) e (4.180) que

r1 =
−AD

2(D − 1)

{(
1− b22

b12

)2

u22 +
D − 1

D

(
1− b32

b12

)2

u23+

−
∑
j≥4

1

(Dj − 1)

(
1− bj2

b12

)2

u2j

}
− (D − 1)

(
1− b22

b12

)
b2u2+

+

(
1− b32

b12

)
b3u3 +

∑(
1− 1

Dj

)(
1− bj2

b12

)
bjuj+

−(D − 1)d2 + d3 +
∑
j≥4

Dj − 1

Dj

dj,

(4.183)
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r2 =
AD

2(D − 1)

{(
1− b12

b22

)2

u21 −
D − 1

D2

(
1− b32

b22

)2

u23+

+
1

Dj − 1

(
1− bj2

b22

)2

u2j

}
+
D − 1

D

(
1− b12

b22

)
b1u1+

+
1

D

(
1− b32

b22

)
b3u3 +

∑
j≥4

Dj − 1

Dj

(
1− bj2

b22

)
bjuj+

+
D − 1

D
d1 + d3 +

∑
j≥4

dj.

(4.184)

De (4.10) e igualando os coeficientes de u22 das equações (4.182) e (4.183), obtemos

b22
b

(
b22
b12
− 1

)
=
−AD

2(D − 1)

(
1− b22

b12

)
.

Logo, temos que

A =
−2b12b22(D − 1)

b(b22 − b12)D
. (4.185)

De (4.10) e igualando os coeficientes de u2, u3, uj, respectivamente, das equações (4.182)
e (4.183), temos também

1

b

(
b22
b12
− 1

)
b21 = −b2(D − 1)

(
1− b22

b12

)
,

1

b

(
b32
b12
− 1

)
b31 = b3

(
1− b32

b12

)
,

1

b

(
bj2
b12
− 1

)
bj1 = bj

Dj − 1

Dj

(
1− bj2

b12

)
, j ≥ 4.

(4.186)

Isolando os coeficientes b2, b3 e bj, j ≥ 4 dados em (4.186), obtemos

b2 =
b22

(D − 1)b
, (4.187)

b3 = −b31
b
, (4.188)

101



bj = − Djbj1
(Dj − 1)b

. (4.189)

De (4.10) e igualando os coeficientes de u1 das equações (4.182) e (4.184), temos

b11
b

(
b12
b22
− 1

)
= b1

D

D − 1

(
1− b12

b22

)
,

logo, concluímos que

b1 = −(D − 1)b11
Db

. (4.190)

Resta determinarmos as constantes d1, ..., dn. Comparando os termos independentes das
equações (4.182), (4.183) e (4.184), segue que

−(D − 1)d2 + d3 +
∑
j≥4

Dj − 1

Dj

dj =
1

4bb12

(
n∑
j=1

b2j1 + b2

)
−

n∑
j=1

bjo, (4.191)

D − 1

D
d1 +

1

D
d3 +

∑
j≥4

dj =
1

4bb22

(
n∑
j=1

b2j1 + b2

)
−

n∑
j=1

bjo, (4.192)

d1 + d2 +
∑
j≥4

(
1− 1

Dj(D − 1)

)
dj =

1

4bb32

(
n∑
j=1

b2j1 + b2

)
−

n∑
j=1

bjo. (4.193)

Seja W =
∑n

j=1 b
2
j1 + b2 e W0 =

∑n
j=1 bjo. No caso n = 3, as equações acima são dadas

por

−(D − 1)d2 + d3 =
1

4bb12
W −W0,

(1− 1/D)d1 + 1/Dd3 =
1

4bb22
W −W0,

d1 + d2 =
1

4bb32
W −W0.

(4.194)

Suponha d2 = 1
4bb22

W −W0. Desta forma, segue da segunda e da terceira equação de
(4.194) que

d1 =
1

4b

(
1

b32
− 1

b22

)
W, d3 =

1

4b

(
1

b12
+
D − 1

b22

)
W −DW0.

Para n ≥ 4, subtraindo a equação (4.191) pela equação (4.192) multiplicada por 1
D
,
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obtemos

D − 1

D
(d1 + d2) +

∑
j≥4

1 +Dj(D − 1)

DDj

dj =
1

4b

(
1

b22
− 1

Db12

)
W − D − 1

D
W0.

Multiplicando a equação acima por D
D−1 e subtraindo pela equação (4.193), segue que

∑
j≥4

(
1 +Dj(D − 1)

Dj(D − 1)
+

1−Dj(D − 1)

Dj(D − 1)

)
dj =

1

4b

(
− 1

(D − 1)b12
+

D

(D − 1)b22
− 1

b32

)
W,

daí, segue que ∑
j≥4

1

Dj

dj =
1

8b

(
− 1

b12
+
D

b22
− D − 1

b32

)
W.

Vamos supor, para cada j ≥ 4, que

dj =
Dj

8(n− 3)b

(
−1

b12
+
D

b22
− D − 1

b32

)
W. (4.195)

Desta forma, subtraindo a equação (4.193) da equação (4.192), obtemos

1

D
d1 + d2 −

1

D
d3 −

1

D − 1

∑
j≥4

1

Dj

dj =
1

4b

(
−1

b22
+

1

b32

)
W.

Portanto, substituindo (4.195) na última igualdade concluímos que

d1 +Dd2 − d3 =
D

8b(D − 1)

{
−1

b12
+

2−D
b22

+
D − 1

b32

}
W.

Seja

d2 =
1

4bb22(D − 1)
W +

1

D − 1
W0. (4.196)

Então, substituindo (4.196) em (4.191) temos que

− 1

4bb22
W −W0 + d3 +

∑
j≥4

Dj − 1

Dj

dj =
1

4bb12
W −W0,
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logo, da última igualdade obtemos

d3 =
1

4b

(
1

b12
+

1

b22

)
W − 1

8(n− 3)b

∑
j≥4

(Dj − 1)

(
− 1

b12
+
D

b22
− D − 1

b32

)
W.

Portanto

d3 =
1

8b(n− 3)

∑
j≥4

(
1 +Dj

b12
+

2 +D(1−Dj)

b22
+

(Dj − 1)(D − 1)

b32

)
W. (4.197)

Substituindo a equação (4.195) e (4.197) em (4.192), obtemos

d1 = − 1

D − 1
d3 −

D

D − 1

∑
j≥4

dj +
D

4(D − 1)bb22
W − D

D − 1
W0

=
−1

8(D − 1)(n− 3)b

∑
j≥4

(
1 +Dj

b12
+

2 +D(1−Dj)

b22
+

(Dj − 1)(D − 1)

b32

)
W+

+
1

8(D − 1)(n− 3)b

∑
j≥4

(
DDj

b12
+
−D2Dj

b22
+

(D − 1)DDj

b32

)
W+

+
D

4(D − 1)bb22
W − D

D − 1
W0.

Portanto

d1 =
1

8b(1−D)(n− 3)

∑
j≥4

{
1 +Dj(1−D)

b12
+

2−D(1 +Dj(1−D))

b22

}
W

+
1

8b(n− 3)

∑
j≥4

1−Dj(1−D)

b32
W +

D

1−D
W0.

(4.198)

De (4.195), (4.196), (4.197) e (4.198) obtemos as constantes d1, d2,..., dn.
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