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Resumo

Mostramos que hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre com duas curvaturas prin-
cipais distintas em R""!, n > 3, sdo hipersuperficies com segunda forma fundamental de
Laguerre paralela. Classificamos tais hipersuperficies. Exibimos, a menos de transfor-
macao de Laguerre, as tnicas hipersuperficies no espaco Euclidiano com segunda forma
fundamental paralela, que admitem uma parametrizacao por linhas de curvatura. Pro-
vamos que hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em R"*! sdo ciclides de Dupin
ou hipersuperficies de Dupin com curvaturas de Laguerre constante. Caracterizamos as
hipersuperficies de Dupin em R"™!, n > 3, parametrizadas por linhas de curvatura e
com curvaturas principais distintas que nao se anulam e cujas curvaturas de Laguerre sao

constantes.

Palavras-chaves: isoparamétrica de Laguerre, curvatura de Laguerre, linhas de cur-

vatura, hipersuperficie de Dupin.



Abstract

We show that Laguerre isoparametric hypersurfaces with two distinct principal curva-
tures in R™™! n > 3, are hypersurfaces with parallel Laguerre second fundamental form.
We classify such hypersurfaces. Up to Laguerre transformations, we exhibit the only
hypersurfaces in Euclidean space with parallel second fundamental form, which admit
a parametrization by lines of curvature. We prove that Laguerre isoparametric hyper-
surfaces in R™™! are cyclides of Dupin or Dupin hypersurfaces with constant Laguerre
curvature. For n > 3, we characterize the Dupin hypersurfaces in R"*! parametrized by
lines of curvature with distinct principal curvatures and that do not vanish and whose

Laguerre curvatures are constant.

Keywords: Laguerre isoparametric, Laguerre curvature, line of curvature, Dupin hy-

persurface.
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Introducao

Uma hipersuperficie M™ imersa no espaco Euclidiano R™*! na esfera S**! ou no espaco
hiperbolico H"*! ¢ chamada isoparamétrica se ela possui curvaturas principais constantes.
Uma hipersuperficie isoparamétrica em R™"™! pode ter no maximo duas curvaturas princi-
pais distintas, e ela deve ser um subconjunto aberto de um hiperplano, hiperesfera ou um
cilindro esférico S¥ x R*™*. Um resultado similar vale em H"!. Entretanto, Cartan (|2,
3], [4] e [5]) mostrou em uma série de quatro artigos publicados no periodo 1938-1940
que a teoria de hipersuperficies isoparamétricas na esfera S"*! é muito mais interessante

e complicada.

Cartan produziu exemplos de hipersuperficies isoparamétricas na esfera com g = 1,2, 3
ou 4 curvaturas principais distintas e classificou todas com g < 3. Aproximadamente
quarenta anos depois, Miinzner, [27] e [28], escreveu dois artigos que estendem o trabalho
de Cartan, provando que todas hipersuperficies isoparamétricas sao algébricas e que o
numero g de curvaturas principais distintas pode ser ¢ = 1,2,3,4 ou 6. O problema
de classificacao nos casos ¢ = 4 e 6 permanece aberto até o momento, porém muitos

progressos tém sido feitos.

Uma hipersuperficie M~ ! numa forma espacial R**!, S"*! ou H"*! é de Dupin se
cada curvatura principal é constante ao longo das correspondentes linhas de curvatura.
Isto é claramente uma generalizacao da condicao isoparamétrica. Uma hipersuperficie de
Dupin M ¢é dita ser propria se o nimero g de curvaturas principais é constante em M.
Além das hipersuperficies isoparamétricas em R3, os primeiros exemplos de superficies de

Dupin sao as ciclides de Dupin em R?, obtidas por Dupin em 1822.

Um passo importante na teoria de hipersuperficies de Dupin proprias foram os traba-
lhos de Pinkall ([37], [38], [39] e [40]) que situou o estudo das hipersuperficies de Dupin no
cenario das esferas de Lie. Dentre outras coisas, Pinkall provou que a propriedade de uma

hipersuperficie ser de Dupin prépria é invariante pela agao do grupo de trasformagoes de



Lie. A classificacao de hipersuperficies de Dupin é realizado a menos dessas transforma-
¢oes. O grupo das transformacoes de Lie pode ser visto como a uniao de dois importantes
subgrupos, o subgrupo das transformagoes de Mdbius e o subgrupo das transformagoes
de Laguerre. Neste sentido, iremos caracterizar uma classe especial de hipersuperficies de

Dupin invariantes pelo grupo das transformagoes de Laguerre.

Thorbergsson [42] provou que se M é uma hipersuperficie de Dupin compacta propria
entdo g = 1,2, 3,4 ou 6. Pinkall [40] mostrou que nao existem restri¢goes em g se M é nao
compacta. Usando invariantes basicos, mais precisamente, tubos, cilindros e subvariedades
rotacionais, ele encontrou hipersuperficies do espago Euclidiano para qualquer g. Uma
hipersuperficie propria é dita redutivel se ela é equivalente por transformagoes de Lie a

uma hipersuperficie de Dupin propria obtida por estas construcoes basicas.

A classificacao local de superficies de Dupin em R3 diz que uma tal superficie é to-
talmente umbilica ou uma ciclide de Dupin. Pinkall [40] provou que se M"™ é uma hi-
persuperficie de Dupin em R"*! e ¢ = 2, entdao M é conformemente equivalente a uma
hipersuperficie isoparamétrica em S"™. Pinkall [39] deu também uma classificagao com-
pleta, a menos de equivaléncia de Lie, para hipersuperficies de Dupin M? C R?* com trés
curvaturas principais distintas. Em particular, ele mostrou que se M ¢é irredutivel, entao

ela é localmente Lie equivalente a uma hipersuperficie isoparamétrica de S*.

Niebergall em [31] e [32] e mais recentemente Cecil e Jensen [11] (veja também Cecil
el al. 2007 [12],[13] e [14]) estudaram hipersuperficies de Dupin proprias irredutiveis em
R® com quatro curvaturas principais distintas. Pinkall [37] provou que hipersuperficies de
Dupin préprias M™ com g > 3 que sao Lie equivalentes a hipersuperficies isoparamétricas

nao podem ser parametrizadas por linhas de curvatura.

A intersecao do grupo das transformagoes de Mobius com o grupo das transformagoes
de Laguerre ¢ o grupo das transformacoes de similaridade de R™*!, que sao as transfor-
magoes de R"*! geradas por uma dilatagao seguida por uma isometria de R™*! ( ver [10],
pag. 35-36). Um importante invariante de M&bius é a curvatura de Mobius. Por analogia
as ja conhecidas curvaturas de Mobius, neste trabalho iremos definir as curvaturas de

Laguerre que sao invariantes por transformacao de Laguerre.

Em [45], [43] e [44], Wang estudou a geometria de Mobius de subvariedades em S™+?
numa série de artigos. Usando o método do referencial mével de Cartan, Wang encontrou
um sistema completo de invariantes de Mobius para superficies em S? sem pontos umbilicos

(veja [43]) e para hipersuperficies em S* com trés curvaturas principais distintas em cada



ponto (veja [44]). Em [45], Wang definiu uma métrica invariante de Mdbius ¢ e segunda
forma fundamental de Mobius para subvariedade em S"*'. Wang entao provou que para
hipersuperficies em S"*! com n > 3, o par (g, B) forma um sistema invariante completo

que determina a hipersuperficie a menos de transformagoes de Mdébius.

Num resultado relacionado, Riveros, Rodrigues e Tenenblat [34] provaram que uma
hipersuperficie de Dupin M™ C R™™ n > 4, com n curvaturas principais distintas e
curvatura de Mobius constante nao pode ser parametrizada por linhas de curvatura. Eles
também mostraram que a menos de transformacao de Mobius, existe uma tnica hipersu-
perficie de Dupin M3 C R* com trés curvaturas principais distintas que é parametrizada
por linhas de curvatura e curvatura de Mobius constante. Esta hipersuperficie M3 é um

cone em R* sobre o toro plano na esfera unitaria S* C R*.

Em [16], Hu, Li, Wang e Zhao introduziram o conceito de uma hipersuperficie isopara-
métrica de Mobius na esfera S"*!. Eles mostraram que uma hipersuperficie isoparamétrica
(Euclidiana) é automaticamente isoparamétrica de Mobius, bem como uma hipersuperfi-
cie isoparamétrica de Mobius deve ser de Dupin prépria. Depois, Rodrigues e Tenenblat
[35] mostraram que se M C S"*! ¢ uma hipersuperficie com um niimero g de curvaturas
principais distintas em cada ponto, onde g > 3, entao M é uma hipersuperficie isopara-

métrica de Mobius se, e somente se, M é Dupin com curvatura de Mobius constante.

Recentemente, progressos significativos tém sido feitos na classificacao das hipersu-
perficies isoparamétricas de Mobius. Primeiro, Hu, Li, Wang e Zhao [16]| obtiveram a
classificacao das hipersuperficies isoparamétricas de Mobius com duas curvaturas prin-
cipais distintas a menos de equivaléncia de Mobius. Depois, Hu e Li [17] classificaram
todas hipersuperficies isoparamétricas em S*, e Hu, Li e Wang [20] classificaram todas as
hipersuperficies isoparamétricas em S°. Entdo Hu e Li [19] estudaram as hipersuperficies
isoparamétricas de Mobius com trés curvaturas principais distintas em S™ encontraram

uma classificacdo completa de tais hipersuperficies em S°.

A geometria de Laguerre para superficies em R? ¢ encontrada no livro de Blaschke
[1], e tem sido estudada por Musso e Nicolodi ([29], [30]) e outros autores. Em [21], os
autores Li e Wang estudaram a geometria diferencial de Laguerre para hipersuperficies
em R"*! usando o método do referencial movel de Cartan. Para qualquer hipersuperficie
sem pontos umbilicos  : M — R""! com curvaturas principais que nao se anulam,
definiram uma métrica invariante de Laguerre g, segunda forma fundamental de Laguerre
B, forma de Laguerre C e tensor de Laguerre L. em M, e mostraram que {g,B} é um

sistema invariante completo para hipersuperficies em R"*! para n > 3. No caso n = 2,



um sistema invariante completo para superficies em R* é dado por {g,B,L}(ver Hu-Li
[18]).

Usando o espaco Euclidiano R | o espaco semi-Euclidiano R}*! e o espaco de-
generado R} correspondendo ao hiperplano tipo-espaco, hiperplano semi-Euclidiano e
hiperplano degenerado em R Li e Wang [21] definiram as trés formas espaciais de
Laguerre UR™!, UR" ™ e U Rg“ os fibrados sobre R™*1 | R ¢ Rg“, respectivamente,
e as imersdes de Laguerre URTT! — UR"*! e URJ™ — UR™*! analogamente com o que
acontece para a geometria de Mobius onde temos trés formas espaciais de Mobius (espagos
de curvatura constante) e imersoes conformes H"*! — S"*1 ¢ R"*! — §"!. Usando estas

imersoes de Laguerre, podemos unificar as geometrias de Laguerre de hipersuperficies em

n+1 n+1 n+1
R RO ¢ RIFL

Em [22], os autores Li, Li H. ¢ Wang introduziram o conceito de hipersuperficie com
segunda forma fundamental de Laguerre paralela que sao hipersuperficies com forma de
Laguerre nula e segunda forma fundamental de Laguerre B paralela, isto é, satisfazendo
VB = 0, onde V ¢é a derivada covariante em relagao a métrica de Laguerre g. Além disso,
eles obtiveram a classificagao completa dessas hipersuperficies. Um autovalor do tensor de
Laguerre L é chamado um autovalor de Laguerre. Se os autovalores de Laguerre sao iguais,
isto é, L. = Zij Ajjw; ® wj, e a forma de Laguerre C = ) . Cyw; é identicamente nula,
entao a hipersuperficie é chamada hipersuperficie isotropica de Laguerre (veja detalhes em
[24]). Em [24] foram classificadas todas as hipersuperficies com autovalores de Laguerre

constantes.

Li-Sun [23] introduziram o conceito de hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre
como segue: Uma hipersuperficie M™ C R"! ¢ chamada de hipersuperficie isoparamétrica
de Laguerre se os autovalores da segunda forma fundamental de Laguerre sao constantes
e se a forma de Laguerre é nula. Além disso, os autores Li e Sun [23] provaram que uma
hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre é uma hipersuperficie de Dupin e reciproca-
mente se uma hipersuperficie de Dupin em R" tem forma de Laguerre nula, entao ela é
uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre. Li e Sun classificaram as hipersuperfi-
cies isoparamétricas de Laguerre M? C R*. As superficies isoparamétricas de Laguerre

satisfazem VB = 0, isto é, a segunda forma fundamental de Laguerre é paralela.

Neste trabalho, obtemos a classificacao das hipersuperficies isoparamétricas de La-
guerre M™ C R"*! com duas curvaturas principais distintas usando a classificacao obtida
por [22]. Provamos o seguinte teorema

Teorema 2.13. Seja x : M — R™™! uma hipersuperficie com duas curvaturas principais



distintas que nao se anulam. Entdo, x € uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre

se, e somente se, sua sequnda forma fundamental de Laguerre é paralela.

Como consequéncia da classificagdo de Li, T.-Li, H.-Wang [22] das hipersuperficies que
tem segunda forma fundamental de Laguerre paralela, obtemos a classificacao completa
das hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre com duas curvaturas principais distintas

em R+,

Para cada trés curvaturas principais distintas, k;, k; e k;, a curvatura de Moebius é

definida por
Cijl _ ki — kj
ki —k;

Rodrigues e Tenenblat [35] provaram que se x : M — R™! ¢ uma hipersuperficie
propria sem pontos umbilicos, entao x é uma hipersuperficie isoparamétrica de Moebius

se, e somente se, ¢ uma ciclide de Dupin ou uma hipersuperficie de Dupin cujas curvaturas

de Moebius sao constantes.

Motivados pelo teorema anterior, provamos um resultado similar para hipersuperficies

isoparamétricas de Laguerre no espago Fuclidiano.

Para cada trés curvaturas principais distintas que nao se anulam, k;, k; e k;, dizemos

que os invariantes de Laguerre
(ki — kj)ki
(ki — k) ki

sao as curvaturas de Laguerre de M. Mostramos o seguinte teorema de caracterizacao.

Eijl —

Teorema 3.4. Seja x : M™ — R"" n > 3, uma hipersuperficie propria, sem pontos
umbilicos e com curvaturas principais que nao se anulam. Entao, x é uma hipersuperficie
1soparamétrica de Laguerre se, e somente se, é uma ciclide de Dupin ou uma hipersuper-

ficie de Dupin cujas curvaturas de Laguerre sao constantes.

Em seguida, considerando as hipersuperficies de Dupin M™ C R"*! parametrizadas
por linhas de curvatura e cujas curvaturas principais sao todas distintas, provamos no Teo-
rema 4.2 que as curvaturas de Laguerre sao constantes se, e sO se, as curvaturas principais
sao dadas em termos de n funcoes diferenciaveis de uma variavel. Além disso, estabele-
cemos relagoes que essas fungoes devem satisfazer que determinam tais hipersuperficies
unicamente de acordo com o seguinte teorema.

Teorema 4.7: Seja x : M" — R"™' n > 3, uma hipersuperficie de Dupin propria
com curvaturas principais distintas que nao se anulam, k;, e com curvaturas de Laguerre

constantes. Se x admitir uma parametrizacao por linhas de curvatura com coordenadas



Uy, -, Uy, entao os ratos de curvatura de x sao dadas por

1 1
= —=—(D—-1)h h 1—— hsa
1 i ( Yho + 3+;( Ds>
1 ( 1) 1
ro=—=|(1—— h1+—h3+zhs7
k'Q D D s>4 (1)
1 1
_—:h h, 1 7~ 4N h87
T3 s 1+ 2+;( +DS(D—1))
) >
rszk—:Dsrl—l—(l—Ds)TQ para 5247
onde
AD?F? ADF;
h1:m+b1F1+dla h2:m+62FQ+d27
(2)
ADDSFS2

A
hs = —§F§+53F3+d3, hs = + b Fs + ds,

2(D—1)(Ds—1)?
com D =LY% e D, = L2, s >4, F/(u) = Go(u) #0 e Fjl(uj) = Gy(u;j) # 0, para
j>2e Gy e Gy, s> 2, sao fungoes diferencidveis determinadas pela primeira forma

quadrdtica
2,.2
(Gar)?rt (Giy)™ry > 9.

g1 = (Tl _ T2>27 9j5 = (Tj _ 7"1)27 J

Além disso, h; #0 e A b,d;, 1 <1l<n, sio constantes reais satisfazendo

D —1)?
( ) b2+

D
1-%(@+D@-@+Xhﬂ5t3¢>+_57_

s>4
Dy — 1)
+(D —1)%% + b2 + Z %bi = 0.

s>4

Reciprocamente, dadas fungoes diferencidveis Fy = Fy(u1), ..., F, = F,(uy,) tais que Fy, ..., F,
nunca se anulam e, constantes D, Dy € R —{0,1}, s > 4, tais que Dy # 1/(1 — D),
Dy # Dy para s # t. Definimos h;(u;) pelas expressoes (2), onde as constantes A, b; e d;,

1 <i <n, satisfazem a relagao algébrica (3). Considere r; dados por (1) e g; dada por

(Fy)*r? (F)Prs
gll ( g]] (T] —T1)2’ ] -

r — TQ)Q’

7

n



Entao, a menos de movimento rigido, existe uma unica hipersuperficie parametrizada por
linhas de curvatura, cuja métrica é dada por g; € as curvaturas principais sao dadas por
1/r;. Além disso, as curvaturas de Laguerre dessa hipersuperficie sao constantes e sao
dadas por D = L3 ¢ D, = L5 s > 4.

Concluimos nosso trabalho com um exemplo de uma familia de hipersuperficies de
Dupin em R"*! n > 3, parametrizada por linhas de curvatura com n curvaturas princi-
pais distintas e cujas curvaturas de Laguerre sao constantes. Estas hipersuperficies foram
encontradas por Corro-Ferreira-Tenenblat [15] por aplicagdes de transformagoes de Ribau-
cour a um hiperplano. Observamos que a existéncia dessas hipersuperficies contrasta com
o resultado de |Riveros-Rodrigues-Tenenblat|[34] onde foi provado que néo existem hiper-
superficies parametrizadas por linhas de curvatura cuja curvatura de Moebius é constante

para n > 4.
Organizamos o trabalho da seguinte forma:

No Capitulo 1, revisamos a geometria de esferas orientadas em R"*! tendo como base
os trabalhos de Cecil [10] e Cecil e Chern [9]. Estudamos o grupo das transformagoes
de Laguerre em UR™!. Apresentamos as formas espaciais de Laguerre UR™*!, UR?! e
URy™ e as imersdes de Laguerre o : UR}™ — UR™! e 7 : UR}™ — UR™!. Identifi-
camos as hipersuperficies orientadas z : M — R"™ com as subvariedades (x,£) : M —
UR™! onde ¢ é a normal unitaria de x. Definimos a métrica de Laguerre g e usando o
método do referencial movel de Cartan com base em [21], reescrevemos as equagdes de
estrutura de z para g, onde determinamos trés invariantes bésicos de Laguerre, a segunda
forma fundamental de Laguerre, a forma de Laguerre e o tensor de Laguerre. Usando as
imersoes de Laguerre, relacionamos hipersuperficies em R™"! com hipersuperficies tipo-

n+1 n+1
espago em R ou R{™.

No Capitulo 2, definimos as hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre e mostramos
que tais hipersuperficies sdo de Dupin (veja também [23]). Inversamente, se M é uma hi-
persuperficie de Dupin em R™™! cujos autovalores do operador segunda forma fundamental
de Laguerre sao constantes, entao M é uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre
em R™™!. Mostramos também que hipersuperficies de Dupin em R™™! com duas curva-
turas principais distintas sao isoparamétricas de Laguerre. Apresentamos a classificacao
de hipersuperficies de Laguerre com segunda forma fundamental de Laguerre paralela em
R"™! dada por [22]. Demonstramos o Teorema 2.14 que fornece a classificagao das hiper-
superficies em R"*! com duas curvaturas principais distintas que sao isoparamétricas de

Laguerre.



No capitulo 3, provamos o Teorema 3.4 que caracteriza as hipersuperficies isoparamé-
tricas de Laguerre M™ C R como ciclides de Dupin ou hipersuperficies de Dupin com

curvaturas de Laguerre constantes.

No Capitulo 4, listamos alguns resultados basicos sobre hipersuperficies de Dupin em
R™"*L n > 3, que sdo parametrizadas por linhas de curvatura e com curvaturas principais
distintas. Estes resultados também podem ser encontrados em [34]. Consideramos M™,
n > 3, uma hipersuperficie de Dupin no espac¢o Euclidiano, parametrizada por linha de
curvatura, com curvaturas principais distintas que nao se anulam e curvaturas de Laguerre
constante. Obtemos no Teorema 4.2 uma caracterizagao para que as curvaturas de La-
guerre sejam constantes em termos de seus raios de curvatura. No Lema 4.3 obtemos uma
tal caracterizacao em termos de seus simbolos de Christoffel. No Lema 4.4 reescrevemos
as equagoes de Gauss (obtidas em (4.41)) de tais hipersuperficies. Usando o Lema 4.4
provamos o Teorema 4.7 que caracteriza essas hipersuperficies em termos da primeira e

segunda forma quadratica.



Capitulo 1

(Geometria de Laguerre para

hipersuperficies no espaco Euclidiano

A geometria das esferas de Lie para superficies foi estudada por W. Blaschke, veja
o livro [1]. Em 1985, Chern estudou a geometria diferencial das esferas de Lie de hi-
persuperficies de Dupin e publicou dois importantes artigos neste tema junto com Cecil.
Os trabalhos de Pinkall ([40]), Chern e Cecil ([9],[8]) motivaram uma série de artigos no

estudo de hipersuperficies de Dupin sob o grupo das esferas de Lie.

Na primeira parte deste capitulo incluimos uma breve revisao sobre o estudo da geo-
metria das esferas de Lie. A teoria pode ser vista com mais detalhes em [9]. Estudamos
o grupo das transformacoes de Laguerre, que é um importante subgrupo do grupo das
transformacoes da esfera de Lie. Mostramos que o grupo das transformacoes de Laguerre
é isomorfo ao grupo das transformacoes de Lorentz de R}*! e ¢ gerado por isometrias,

transformagoes parabdlicas e transformagoes hiperbolicas de R™™ (ver [21]).

Por analogia ao caso da geometria de Mobius, no qual existem trés espagos de curvatura
constante R"™!, S§"*1 ¢ H"*! ¢ as imersoes de Mobius (conformes) o : R**t — S"l ¢ 7
H"! — S"*1 introduzimos as trés formas espaciais de Laguerre UR™*! UR}*! e UR}™
e também as imersdes de Laguerre o : UR}J™ — UR™! e 7 : URJT — UR™!. Usando
as imersoes de Laguerre podemos nos restringir ao estudo de propriedades invariantes,

pela agao do grupo das transformagoes de Laguerre, de hipersuperficies em R"*! (veja
[21]).

Concluimos o capitulo apresentando alguns invariantes bésicos de Laguerre para hi-

ersuperficies de Laguerre em R"™! tais como a métrica de Laguerre ¢, a segunda forma
) )



fundamental de Laguerre, a forma de Laguerre e o tensor de Laguerre, estudados por
Li e Wang em 2007 (veja [21]), que serao usados nos capitulos seguintes. Para maiores

detalhes indicamos também [22], entre outros.

1.1 Geometria de esferas orientadas em R"t!

Nesta secao revisamos a geometria de esferas orientadas em R™™!. Para maiores deta-

lhes sobre esferas orientadas na geometria de Lie referimos aos livros de Cecil [10] e Cecil

e Chern [9].
Seja UR™! o fibrado tangente unitario sobre R"*! que é uma hipersuperficie em
R2"*2 definida por:

UR™ = {(z,¢)/z € R"! ¢ € S"} = R"T x §" C R* 2, (1.1)

Definigao 1.1. Uma esfera orientada em UR™! centrada em p com raio r é uma sub-

variedade n-dimensional em UR"*! dada por
S(p.r) = {(x,€) € UR™ [ — p =1&}. (1.2)

Geometricamente, S(p,r) com r # 0 corresponde a uma esfera orientada em R"*!
centrada em p € R™™ com raio |r|. Se r > 0, entdo o vetor normal unitério & de S(p, r)
¢ exterior; se r < 0, o vetor normal unitario £ de S(p,r) é interior. Se r = 0, entao
S(p,r) C UR™™! consiste de todos os vetores tangentes em p. Chamamos S(p,0) o ponto

esférico em p € R**L,

Definicao 1.2. Fixados £ € S" e uma constante A € R, um hiperplano orientado em

UR™! & uma subvariedade n-dimensional de UR"*! dada por

(& N) = {(x,&) € UR™ Jx.& = \}. (1.3)

Geometricamente, I1(£, \) é o hiperplano {z € R""!/z.£ = A} em R™™ ortogonal ao

vetor &.

Denotamos por ¥ o conjunto constituido por todas as esferas orientadas e hiperplanos

orientados em UR™ 1.
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Definigao 1.3. Sejam 7, 72 € X. Dizemos que vy, e 7, tém contacto orientado se a

intersecao y; M ~y, ¢ um tnico ponto (z,§) € UR™ .

Geometricamente, 7, e 7, tém contacto orientado em (z, &) se , e somente se, elas sao
esferas orientadas (ou hiperplanos) em R"™! tangentes em z com o mesmo campo normal
unitario £. Notemos que qualquer ponto (x,£) € UR™! determina unicamente um pente
de esferas que tem contacto orientado em x € R™"! com campo normal unitario comum
¢. Notemos também que existe um tnico ponto esférico e um tunico hiperplano I1(¢, x.£)

neste pente.

Seja RSH o espaco R™* munido com o produto interno

(X)) ==X\ 1+ XoYo + .+ XY — X Yaqa (1.4)

Seja C"*3 o cone de luz em Ry dado por

C"? ={X e R"™/ (X, X) = 0}. (1.5)

Denotamos por Q"2 a quédrica no espaco projetivo real RP"*3, definida por

Q" = {[X] e RP"™/ (X, X) = 0}. (1.6)
Entao, podemos associar uma esfera orientada S(p,r) € X a um ponto [y] € Q" por

S(.7) ¢ Bl onde 5= (514 bR =30 b4 Apon) . (0D

e associar um hiperplano orientado I1(£, \) € ¥ a um ponto [y] € Q"2 por
H<§7 /\) — h/]a onde Y= (>‘7 _)‘)57 1) (18)

Chamamos [y] € Q"*? a coordenada da esfera orientada S(p,r) ou II(£, \).

Para qualquer v € X, denotamos por [y] € Q"™ sua coordenada dada em (1.7) e
(1.8). Temos que a correspondéncia v € ¥ «— [y] € Q"™ define uma bijecio de ¥ em
Q"2 — {[P]}, onde

P=(1,-1,0,0),0 € R™*", (1.9)
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Geometricamente, o ponto

P = Jim o | (G002 50 - b)) |

Ip|—o0

em Q"2 & a coordenada do ponto esférico no oo de R™*1,

Segue de (1.7) e (1.8) que 71,72 € ¥ tém contacto orientado se, e somente se, suas

coordenadas esféricas satisfazem

{(1,72) = 0. (1.10)

De (1.7), (1.8) e (1.9) obtemos que [y] € Q"™ — [P] é uma esfera orientada UR™ ™! se,
e somente se, (v, P) # 0 e [y] € Q" — {[P]} ¢ um hiperplano II({,\) em UR™"! se, e
somente se, (v, P) = 0.

Um ponto (z,£) € UR™! determina um tnico pente de esferas orientadas que tem
contacto em x € R™! com mesma normal £. O ponto esférico v, = S(z,0) e o hiperplano

orientado vo = P(&, 2.£) no pente possuem coordenadas [y1] e [72], onde

%= (%( + |x|2),%(1 - |x|2),x,0) coe= @ 6. (1.11)

Entao, qualquer esfera [y] no pente pode ser escrita como

V] = M+ pye) € Q2 — {[P]}, (1.12)

para algum (\, ) € R? — {0}. Assim, um ponto (x,£) € UR"™! determina uma tnica
reta projetiva
{1+ mel /(N ) € R? = {0}}

contida em [y] € Q"2 — {[P]}.

Seja A*"*1 o conjunto de todas as retas projetivas contidas em Q"2 — {[P]}. Entao
a aplicacao L : UR™! — A?"*! definida por

L((2,€)) = {[Mn + pyo] € Q"2 = {[P]}/(\, ) € R* — {0} }, (1.13)

é um difeomorfismo.
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1.2 O grupo das transformacgoes de Laguerre

Nesta secao estudamos o grupo das transformacoes de Laguerre em UR"' !, que é
um importante subgrupo do grupo das transformagoes de Lie (cf. [10], Secao 2.5). Na
geometria diferencial de Laguerre sao estudadas propriedades invariantes sob a agao do

grupo das transformagoes de Laguerre.

Nossa definicao de transformacgao de Laguerre é a mesma apresentada por Blaschke
em seu livro [1]. O grupo das transformagoes de Laguerre definido por Cecil [10] é mais

geral, e é chamado, por Blaschke [1], o grupo das transformagoes de Laguerre afins.

Seja LG o subgrupo do grupo ortogonal O(n + 2,2) em R dado por T : UR™ ! —
A"+ definida por

LG = {T € O(n +2,2)/PT = P}, (1.14)

onde P ¢ o vetor tipo-luz em R} definido por (1.9) e O(n + 2,2) é formado pelo grupo

ortogonal que deixa o produto interno (1.4) invariante.

Entao qualquer 7' € LG induz uma transformacao em Q"2 definida por

T([X)) = [XT], T € Q"™ (1.15)

Chamamos ambas, T € LG e T : Q"% — Q"*2, de transformacoes de Laguerre e LG

o grupo das transformacoes de Laguerre.

Sejam 71,y € X duas diferentes esferas ou hiperplanos em contacto orientado. Entao,

[11] e [72] definem uma reta projetiva contida em Q"2 — {[P]} por

span{[m], [vel} = {[Mn + 2l /(A ) € R? — {0}} € A™FL

Entao, qualquer T' € LG define uma transformacao T : A>"*1 — A"+ por

T(span{[m], hel}) = span{[nT], [=T1}-

Seja L : UR™ — A?""! um difeomorfismo dado em (1.13). Entao, qualquer T' € LG

13



induz uma transformacao
o=L"'oToL:UR" — UR"

chamada de transformacao de Laguerre em UR" . Assim, o grupo das transformacoes

de Laguerre em UR™"! ¢ dado por

LG ={o:UR"™ = UR"" /o =L oToL,T cO(n+2,2),PT = P}.

A dimensao de LG ¢é (n + 2)(n + 3)/2, conforme [21].

Seja T' € LG uma transformagao de Laguerre. Entao, temos que PT' = P e T :
Q"2 — {[P]} — Q"™ — {[P]}. Como qualquer esfera orientada v € UR"™! determina
um ponto [y] € Q"2 — {[P]} tal que (v, P) # 0, entao (yT, P) = (vT, PT) = (v, P) # 0,
obtemos que T'([y]) é também uma esfera orientada. Como qualquer hiperplano orientado
v € UR™! determina um ponto [y] € Q"% — {[P]} tal que (v, P) = 0, entao (T, P) =
(vT,PT) = (v, P) = 0, obtemos que T'([y]) ¢ também um hiperplano orientado. Desta
forma, qualquer transformacao de Laguerre o : UR" ™! — UR™"! leva esferas orientadas

em esferas orientadas, leva hiperplanos orientados em hiperplanos orientados.

A seguir apresentamos trés exemplos de transformacgoes de Laguerre dados por Li-

Wang em [21] que geram todas as transformagoes de Laguerre, como veremos mais adiante.

Exemplo 1.4. (|21]) Qualquer isometria em R"*! dada por
wz)=xA+c, AeOmn+1), ceR"™
induz uma transformacao isométrica p : UR™ — UR™ definida por

p(z, &) = (xA+c€,EA). (1.16)

Temos que v ¢ uma transformacio de Laguerre em UR™! e que

L+]c?/2 —|ef*/2 ¢ 0
2/2 1—|c]*/2 ¢ O
TG =Lopor = | 147/ , € LG, 1.17
(1) I A Al Ao (1.17)
0 0 0 1

/ z
onde ¢ é o transposto do vetor ¢ € R**!,
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Exemplo 1.5. (|21]) As transformagoes parabdlicas a 1-parametro(ou transformagoes

paralelas) definidas por

di(x, &) = (z+t£,§), teR, (1.18)

sao transformacoes de Laguerre em UR™"!. Neste caso, temos

1—¢2/2 /2 0 —t
—t2/2  1+t3/2 0 —t
0 0 I, 0
t —t 0 1

T((bt> =Lo ¢t o} Lil = € LG. (119)

Como ¢; 0 ¢y = ¢4, chamamos ¢; de fluzo parabolico em UR™ L,

Exemplo 1.6. (|21]) O terceiro exemplo de transformagoes de Laguerre em UR"™ é o

fluzo das transformacoes hiperbolicas a 1-pardmetro. Para cada (x,£) € UR™ escreva
z = (zo,71) ER" xR, = (&, &) ER" xR,
entao a transformacao hiperbolica
ve(@,§) = (x(1),£(t)) € UR™ L €R,

é definida por

sinh tx; 1
t)={zo— 1.20
z(t) (IO sinh t&; + cosh tfo, sinh t&; + cosht) ’ (1.20)

1 cosh t& + sinh t
£t) =< &, I . (1.21)
sinh t&; + cosh t sinh t&; + cosh t

Neste caso, temos

I 0 0
T() =LoyyoL ! = 0 cosht sinht | € LG. (1.22)
0 sinht cosht

Como 1) 0 9, = 1y, chamamos ¢, de fluzo hiperbolico em UR™ .
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Seja {e1, e, ...en4a} a base canonica para R ™, e; = (0,...,0,1,0,...,0). Para qualquer
T € LG temos

PT =P, (eT,P)={(e;T,PT)=(e;,P), 1<i<n-+4.

Usando estas informagoes e o fato de que 7' € O(n + 2,2) podemos escrever

L+[ef?/2—p*/2  —[c]/2+p%/2 ¢ p
212 —p%/2  1—|c|*/2+ p*/2
T(o)=LoogoL = |C|// v ’C|{ T2 ey , (1.23)
Ac — pu —Ac + pu A u
ve — pw —vc + pw vow

para algum

A
< B ) cOm+1,1), (c,p) €eR™™, weR.
vow

A aplicacao

A
T — v w 0 |,
c p

define um isomorfismo de LG sobre o grupo das transformacdes de Lorentz em R} (veja
[21]).
Agora, sejam v, = S(p,r), 72 = S(p*,r*) esferas orientadas em R"™!. Seja T uma

transformagao de Laguerre dada por (1.23). Como
1= (5 + P + %), 31— |pl* + 7)., 7).

v = (L4 PP+ (r)?), 5(1 = [p*[* + (r)%), 0%, —17)
obtemos que as esferas orientadas 11T = S(p,7) e 2T = S(p*,7*) sdo dadas por

(p,—7) = (pPA—1v+c,pu+rw—+p),

(p*, =) = (p*A—r*v+ e, p u+r*w+p).
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Assim, temos que

A
P —p, -+ =@ —p,—r"+r)| v w 0 |. (1.24)
c p
Segue que
F=p"=pl* = (" —r)? (1.25)

é uma invariante de Laguerre. Geometricamente, se uma esfera nao esté contida na outra,
entao F' é exatamente o quadrado do comprimento do segmento tangente comum das duas

esferas S(p,r) e S(p*,r*).

A demonstracao do teorema seguinte pode ser encontrada em [21].

Teorema 1.7. (/21]) Para qualquer T € Q(n+2,2) com PT = P existem, duas isometrias

i, o em UR™ 1 e constantes s,t € R, tal que

T = €T ()T ()T ()T (1),

onde € = £1 , ¢, € uma transformacao paralela em UR™ ! e 1), é um fluwo hiperbélico em
URH'H.

Coroléario 1.8. (/21]) Qualquer transformag¢io de Laguerre em UR™ € gerada por iso-

metrias, transformacoes paralelas e transformagcoes hiperbolicas.

1.3 Formas espaciais de Laguerre e imersoes de La-
guerre

Na geometria de Mdbius temos trés espacos de curvatura constante S R*! e H !

e imersoes conformes R"™! — S+l ¢ H"*! — Sl Similarmente, introduzimos nessa

secdo trés formas espaciais de Laguerre UR™ !, UR} ! e U Rg“ e as imersoes de Laguerre
o URM' — UR™ e 7: URIT — UR™! (ver [21]).

Seja R?™ o espaco de Lorentz com o produto interno
(X, V)=X\V1+ ...+ X,.)Y, — X1 Yo (1.26)
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Seja UR}™ o fibrado unitario de R7*" definido por
URT™ = {(2,§) € RI*T x Ry / (€, €) = —1}. (1.27)

Uma esfera orientada (hiperbolica) H(p,r) centrada em p € R} com raio r pode ser

imersa em UR?™ como subvariedade n-dimensional
H(p,r) = {(z,6) € URY™ /o — p =1} (1.28)

Aqui, r é um numero real. Se r = 0, entdao H(p,r) consiste de todos os vetores tipo-
tempo em p, chamado ponto esférico em p. Associamos v = H(p,r) ao vetor [y] € Q"2

dado por

v = (%(1 + (p.p) +17), %(1 — (p,p) —1?), —T,p> : (1.29)

Um hiperplano orientado tipo-espaco TI(€, \) em R} com vetor normal unitario pode

ser imerso em UR}*! como subvariedade n-dimensional
I, A) = {(2,€) € URY/ (x, &) = A}. (1.30)

Associamos v = TI(£, \) ao vetor [y] € Q"2 dado por

Definigao 1.9. Duas esferas (ou hiperplanos) orientadas v, e o tém contacto orientado
em R} se, e somente se, seus vetores correspondentes 1, v, € Q"2 satisfazem (71, 72) =
0.

Qualquer ponto (z,&) € URT™ determina um pente de esferas(hiperplanos) em Rf™

com contacto orientado em x e com vetor normal &, ao qual corresponde uma reta projetiva
pelo difeomorfismo L; : UR?™ — A2+ dado por

Li(2,€) = {[ M + pwl /(0 1) € B2 — {0}}, (1.32)
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onde

v = (%(1 + (x, x>2), %(1 — (x, m)g), 0, a:) , (1.33)

Y2 = ((x,§),—(x,f),1,§). (1'34)

Seja L : UR™! — A?*+1 o difeomorfismo definido por (1.13). Desta forma, temos a
aplicacdo 0 = L' o L; : UR?™ — UR"! dada por

o(z,&) = (2 ,€&) € UR™, (1.35)

onde (7,¢&) € URP', com z = (z9,71) ER" xR, £ = (§,&) ER" xRe

(S I (L
m‘( g §150>’§ (51’51)' (1.36)

Temos que o leva o hiperplano II(£, \) em UR?™ no hiperplano P(¢', \/&) em UR™,
e leva a esfera orientada H(p,r) em UR}™ na esfera orientada S(p’,r') em UR™!, onde
p = (po,p1), p = (=r,po) e r = —p;. Assim, ¢ : UR}™ — UR"! é uma imersio de

Laguerre.
Analogamente vamos descrever a forma espacial de Laguerre URJ ™.

Seja R72 o espaco semi-Euclidiano com produto interno
(X)Y)=XiY1+ ..+ X1 Yoy — XnpoYoio. (1.37)

Sejav = (1,0,1) o vetor tipo-luz em R} com 0 € R™. Seja Ry o hiperplano degenerado

em R} definido por
Ryt = {z e R{™*/(z,v) =0} . (1.38)
Definimos
URG™ = {(2,8) e R x RI?/ (z,v) = 0,(£,&) =0,(¢,v) =1}. (1.39)

Uma esfera orientada C(p) em R{™ com p € R}*? é uma subvariedade n-dimensional
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em UR) dada por

Clp) = {(z,6) e URG" Jx —p=—(p,v) £} (1.40)

Geometricamente, se (p,v) # 0, entdo C(p) é um paraboloide em R{™' obtido pela
intersecio do cone de luz (x —p,z —p) = 0 em R}"? com o hiperplano (z,v) = 0. O
paraboloide C(p) esta centrado em p* = p + 7(1,0,0) € R (r = — (p,v)) com eixo de
simetria [ = {p* + tv/t € R}. Se r = 0 entdo C(p) consiste de todos (p, &) € URF™ com &
contido no paraboloide {f c R/ (£,6) =0,(¢,v) = 1} em R"2. Associamos v = C(p)

a um vetor [y] € Q"™ onde

v = (%(H <p,p>)7%(1 - <p,p>),p>- (1.41)

Um hiperplano tipo-espaco I1(£,\) em Ry™! com normal unitaria ¢ pode ser imerso

em UR('! como subvariedade n-dimensional
(¢, A) = {(=,6) € URG™/ (z,§) = A} (1.42)
Associamos v = II(£, \) ao vetor [y] € Q"2 onde

v=(\=\E). (1.43)

Defini¢ao 1.10. Duas esferas orientadas(ou hiperplanos) 7 e 72 tém contacto orientado
em Rg“ se, e somente se, seus vetores correspondentes vy, 72 € Q"2 satisfazem (M,72) =
0.

Qualquer ponto (x,¢) € URP™ determina um pente de esferas(hiperplanos) em Rj™!

com contacto orientado em x e com normal unitaria comum &, com correspondente reta

projetiva pelo difeomorfismo Ly : URJT — A%n+!

Lo(w,€) = {Pn + sl /0, ) € B2 — {0} (1.44)

onde

- (%(1 + (a:,x)),%(l _ <x,x>),z) , (1.45)
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Yo = (<l‘,£>,—<x,f),f). (1'46)

Seja L : UR™™! — A?"*1 ¢ difeomorfismo definido por (1.13). Segue que 7 = L™ to Ly :
URp™ — UR™! ¢ dado por

7(x,§) = (x',€) € UR™, (1.47)

onde = (z1,20,71) ERXR"X R, £ = (& +1,6,5) ERxR*xRe

N G ) ' 1 &
””‘( g 5150)’5 (H&’&)' (148)

Temos que 7 leva o hiperplano I1(¢, ) em URZ ! no hiperplano II(£', A/£;) em UR™ 1,
leva a esfera orientada C(p) em URJ'' na esfera orientada S(p’,r') em UR™! onde
p=(p1—7,p0,p1), P = (D1 —7,p0), 7 = — (p,v) e 7 = —pi. Assim, 7: URy™! — UR™"!

¢ uma imersao de Laguerre.

1.4 Hipersuperficies de Laguerre em UR"™!

A geometria de superficies de Laguerre em R3 foi introduzida no livro de Blaschke.
Nesta secao apresentamos as hipersuperficies de Laguerre em R"*!. Para maiores detalhes

indicamos [21].

Consideremos (z,€) : UR™™ — Rl x §* € R*"*2 a imersao canodnica e 7,7, :

UR™ ! — R2™ dados em (1.11). Seja T € LG uma transformacio de Laguerre e

(Z,§) =¢o(x,§), ¢=L"'oToL:UR" — UR"

Denotamos por a e b as ultimas coordenadas de v, T e 75T, respectivamente. Entao, por

(1.11) e (1.23) podemos escrever

. 1 . 1 oy~ a
= (5(1 +12%), 5 (1 = |x|2>,x,0) =T = 37T, (1.49)
T2 = (fﬁ —%.8,¢ 1) — ot (1.50)
Y ) Y b ?

21



onde 7, e 72 sdo dados em (1.11) e estao associados a (Z,§).

Sao satisfeitas as seguintes relagoes de ortogonalidade

(71,7) = (72,72) =0, (dm,dy,) = dz.dz,

(1.51)
<d’}/1, d72> = dxd'f? <d’}/27 d72> = d€d£
Segue de (1.51) que
. . a 1 1 1
dz.§ = (dy1, %) = <d(71T - EVQT)a 572T> =3 (dy1,72) = gdﬂ& (1.52)
~ B B 1 1
AE.dE = (i, ds) = (A2, da) = €., (153

Definigao 1.11. Chamamos f = (z,&) : M™ — UR™" uma hipersuperficie de Laguerre,

se £ M™ — S™ é uma imersao e dz.£ = 0.

Segue de (1.52) e (1.53) que qualquer transformagao de Laguerre leva hipersuperficies
de Laguerre em UR™"! em hipersuperficies de Laguerre em UR""!. Por (1.2) e (1.3)

obtemos que hiperplanos e esferas orientadas sao hipersuperficies de Laguerre em UR" !,

Seja x : M™ — R™*! uma hipersuperficie orientada com curvaturas principais que nao
se anulam. Entdo, a aplicacao normal £ : M™ — S"™ é uma imersdo. Assim, z : M — R"*!
induz unicamente uma hipersuperficie de Laguerre f = (z,€) : M™ — UR™"!. Note que,
para qualquer hipersuperficie de Laguerre f = (z,&) : M™ — UR" ¢ : M™ — R*"!
pode ndo ser uma imersao. Por outro lado, por um Teorema de Pinkall [40] temos que a
transformagao paralela f; = (z + t£,£) de f é uma imersdo em qualquer ponto p € M"
para quase todo t € R. Neste sentido, podemos assumir que = : M™ — R"*! seja uma

imersao. Por exemplo,

Exemplo 1.12. (ver [41]) Considere a familia de superficies em R* parametrizadas por

u} 2 uj 2,2 2
xy(ug, ug) = <u1 — 3+ wuy, ug — F + uguy, uy — Uy

onde t é uma constante real nao nula. A aplicacio £ : R? — S? dada por &(uy,us) =

(—2uq, 2ug, 1 — u? — u3) / (1 4+ u? 4+ u3) é o campo normal unitario de z;.
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Cada superficie x; possui singularidades no seguinte conjunto
U, = {(u1,u2)/(1 +u? +ud)t = 4t2} )

A primeira forma fundamental da superficie x; é dada por

2t 2 2a\°
[:(Z—T) du§+<l+7“) dii2,

onde [ = 1+ u? +u3. Fixados ty € R e p € Uy, temos que z;, nao é uma imersao numa
vizinhanga de p. Porém, para cada t = ty + [, onde [ é uma constante real, temos que
Ty = x4, + €. Entao, existe uma vizinhanca V' de p tal que x; é uma imersao em V, ja

que p nao é ponto singular de z;,t # t,.

Definicao 1.13. Sejam .,z : M™ — R"*! duas hipersuperficies orientadas com curvatu-
ras principais que nao se anulam. Dizemos que x e T sao equivalentes por transformagoes
de Laguerre, se as hipersuperficies correspondentes f = (x,€), f = (&,&) : M™ — UR"t!
sao diferentes apenas por uma transformagao de Laguerre, isto é, f =¢of,¢=LoToL ™
T e LG.

Na geometria diferencial de Laguerre sao estudadas as propriedades de hipersuperficies
de Laguerre em UR™*! que sao invariantes pelo grupo da transformacoes de Laguerre em
URnJrl.

1.5 Geometria de Laguerre para hipersuperficies em
Rn—H

Nesta secao, estudamos a geometria diferencial de Laguerre para hipersuperficies em
R™*!. Para qualquer hipersuperficie orientével z : M — R™*! sem pontos umbilicos e com
curvaturas principais que nao se anulam, obtemos uma métrica invariante de Laguerre
pd€.d€, onde € : M — S™ é o campo normal unitario de x. Vamos obter as equacoes de

estrutura de z para a métrica p?d€.d€. Para maiores detalhes veja [21].

Seja RSH o espaco R munido com o produto interno

(X)Y) =-X\V1+ XoYo+ ..+ Xoi3Yanys — XpyaYonia (1.54)
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Seja C"*3 o cone de luz de Ry dado por C"** = {X € Ry™| (X, X) = 0}. Seja LG o
subgrupo do grupo ortogonal O(n + 2,2) em R dado por

LG = {T € O(n +2,2)|PT = P}, (1.55)

o grupo das transformagoes de Laguerre de R"™! onde P = (1,—1,0,0), 0 € R*"! & um

: 4
vetor tipo-luz em Rj™.

Considere z : M — R™*! uma hipersuperficie orientavel sem pontos umbilicos e com
curvaturas principais que nao se anulam. Seja £ : M — S™ o campo normal unitario. Seja
e;, 1 <1 < n, uma base ortonormal para T'M com relacao a dx.dx formada por vetores
principais, isto é, e;(§) = —kse;(z), 1 < i < n, onde —k; é o autovalor correspondente a

e;. Definimos

1 ri+r+...+r, 9
ri:k‘_i’ r= n e p= Z(Ti_r)a (1.56)

7

onde r; é o raio de curvatura (ou raio principal), r é o raio de curvatura média de x e p
¢ uma funcgao suave em M. Observamos que p nunca se anula, ji que x nao tem pontos

umbilicos. Definimos
Y =p(x.€ -6 61): M — C" c Ry

o vetor posicao de Laguerre da imersao x.

O teorema seguinte apresentado por Li-Wang(2007) nos fornece a equivaléncia entre

hipersuperficies de Laguerre em termos dos seus respectivos vetores posigao.

Teorema 1.14. (/21]) Sejam x,& : M™ — R™™! duas hipersuperficies sem pontos umbi-
licos e com curvaturas principais que nao se anulam. Entao, x e T sao equivalentes por

uma transformacao de Laguerre se, e somente se, existe T € LG tal que Y =YT.

A partir do Teorema 1.14, os autores Li-Wang em [21] mostraram que
g = {dY,dY) = p*d¢.d¢ (1.57)

é uma métrica invariante por transformacoes de Laguerre, que é conforme a terceira forma

fundamental da imersao z : M — R"". Chamamos g a métrica de Laguerre de x.

24



Seja A o operador Laplaciano de ¢, definimos

1 1
N = EAY + ﬁ <AY, AY> Y.
(1.58)
_ 1+|z\2 1-— \$| 0 . 1
n 2 y Ly +T(x'§7 'r'€7§7 )a

onde r é o raio de curvatura média de z. A aplicacdo n: M — C™3 C Ry ¢é conhecida
como a aplica¢io normal de Laguerre. O significado geométrico de n(p), p € M, é a esfera
em R"*! centrada em z(p)+r(p)¢(p) com raio r(p), a qual é tangente a hipersuperficie no
ponto x(p). Sejam {Fy, Fs, ..., E,} em RSH campos tangentes a Y, consistindo de uma
base ortonormal na métrica g com base dual {wy,ws, ...,w,}. Séo satisfeitas as seguintes

relagoes de ortogonalidade na métrica (1.54)

(Y, Ei(Y)) = (AY, Ei(Y)) =0, (Y,AY) =—n, (Ei(Y), E;(Y)) = 0y,
<N7N>:<KY>:<77’77>:O’ <Y7N>:_17 <777P>:_1'

Entao, temos a seguinte decomposigao ortogonal

Ry = span {Y, N} @ span {EL(Y), E5(Y), ..., E,(Y)} @ {n, P} .

Chamamos {Y, N, E1(Y), Ex(Y), ..., E,(Y),n, P} de referencial mdvel de Laguerre em

RSH de . As equacoes de estrutura para este referencial sao dadas por

ZLWE )+ C,P,
Ej(Ez(Y)) LigY + 03N + Z LB Y) + By(Y)P, (1.60)

Ei(n) = —=CiY + ) _ BijEj( Y).

J

onde Cj, L;j = Ly, B;j = B]Z,F sao funcoes suaves definidas em M. Destas equagoes
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obtemos os seguintes invariantes:

(i) A métrica de Laguerre g = (dY,dY").
(ii) O tensor segunda forma fundamental de Laguerre B = Z Bijw; ® w.
]

(iii) O tensor simétrico de segunda ordem L = Z Lijw; @ w;. (1.61)

ij

(iv) A forma de Laguerre C = Z Ciw;.

As derivadas covariantes dos tensores C, L e B com relagao & métrica g sao dadas por

dC;+ Y Ciwsi =Y Cijuwj,
J J
dL;; + Z Lipwr; + Z Lyjwr; = Z Lij g, (1.62)

k k k
dB;; + Z Bipwyj + Z By jwy; = Z Bij rwy,
k k k

onde w;; = (dEL(Y), E;(Y)) sao 1-formas diferenciaveis em M.

Tomando a derivada exterior das equagoes dadas em (1.60), obtemos as seguintes

relagoes entre estes invariantes (veja Apéndice A)

Lijk = Lk,
Cij —Cji= Z(Bikij — Bji L),
k (1.63)
Bijr — Birj = Cj0i — Crdij,
Rijii = Ljidi + L0 — Lixdji — Ljidig,

onde R;ji; é o tensor curvatura da métrica g. Além disso, temos as seguintes identidades

(veja Apéndice A)

ZB?. ZB“—O, ZBW_ (n —1)Cy;
ZLH — —— (AY,AY);
Ry, = —(n —2) Ly — <Z L) Ot

(n—1) ZL“ =

(1.64)

)
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No caso n > 3, temos da primeira e da terceira equacao de (1.64) que C; e L;; sao

completamente determinados pelos invariantes {g, B}. Portanto, obtemos o

Teorema 1.15. (/21]) Duas hipersuperficies orientadas sem pontos umbilicos em R" ™ (n >
2) com curvaturas principais que nao se anulam sao equivalentes por transformagoes de
Laguerre se, e somente se, elas possuem a mesma métrica de Laguerre g e a mesma

sequnda forma fundamental B.

No caso n = 2, um sistema invariante de Laguerre completo para superficies em R? é
dado por {g,L,B} obtido por Hu-Li em [18].

A seguir daremos relagoes entre os invariantes de Laguerre, dados em (1.60), e os

invariantes Euclidianos de x : M — R,

Proposicao 1.16. (/22]) Considere e;,1 < i < n, uma base ortonormal com rela¢io
a métrica dz.dx para TM, consistindo de vetores principais, isto €, e;(§) = —ke;(x),
1 <i<n, onde k; € o autovalor correspondente a e;. Entdo, considerando as defini¢oes
(1.56), temos que rie;;1 < i < n, forma uma base ortonormal para d§.d§ com base
dual 0;,1 < i < n. Além disso, os campos E; = p~trie;,1 < i < n formam uma base
ortonormal na métrica de Laguerre g = p*dé.dé com base dual w; = pk;0;. Entdo, as

sequintes i1gualdades se verificam

Bij = p~(r —1:)dy,
(1.65)
Ci = —p~?ri{ei(r) — (r —ri)ei(log p)} -

Demonstragao: Vamos deduzir as duas primeiras equagoes de (1.65). Temos de (1.59)
e (1.60) que
Bij = (Ei(n), E5(Y)) , Ci = (Ei(n),N) . (1.66)

Definindo y = (z.§, —x.£,&, 1), podemos escrever o vetor posigdo de z como Y = py
e (dy,dy) = d¢.d¢. Diferenciando, obtemos e;(y) = (e;(€).z, —e;i(§).x,e;(€),0). Como
ei(§) = —kiei(z), temos

ei(y) = —k; (ei(z).x, —e;i(x).x, e;(x),0) . (1.67)

Diferenciando (1.58), temos que €;(n) = (e;(x).x, —e;(z).x, e;(x),0)+e;(r)y+re;(y). Logo,
de (1.67) obtemos
ei(n) = (r —riei(y) + ei(r)y. (1.68)
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Por outro lado, diferenciando Y = py, obtemos

De (1.66), (1.68) e

Portanto, B;;

=p

ei(Y) = ei(p)y + pei(y).

(1.69), obtemos

Bi; = p~?rivi{ei(n), e (Y))
= plriri(r —ri) (ei(y), €5 (y))
= plriri(r —ry)ei(§).e;()
= pH(r—rjeir).(x).

— r;)6;;, como haviamos afirmado.

Como E; = p~'re;, temos de (1.69) que

Substituindo (1.70) em

Segue de (1.66), (1.69), (1.71) e

&

Portanto,

ei(y) = ~E,(Y)

T

—p lei(logp)Y.

(1.68), obtemos

1
(=) EBi(Y) + p~

(ei(r) — ei(log p)(r —1;))Y.

(1.59) que
<Ez'<77)7 N>

pr (L= ) E(Y), 3AY + 2 (AV.AY) V) +

ptri ((ptei(r) — p~le;(log p)(r — 13))Y, 2AY + S5 (AY,AY) Y)

— p*riei(log p) (r — ;)Y

n

p2riei(r)

(Y, AY).

Ci = —p~?ri{ei(r) — ei(log p)(r — i)}

como queriamos mostrar.

(1.69)

(1.70)

(1.71)

g

Observacao 1.17. Nas condi¢oes dadas na Proposigao 1.16 pode-se provar também (ver
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22]) que

_ 1
Lij=p~ {Hessij(log p) — rirjei(log p)(e;log p) + S(|V log pl? — 1)%} , o (L72)
onde {Hess;;} é a matriz hessiana de d€.d§ e V é seu operador gradiente.

Seja S : TM — T'M o operador auto-adjunto associado a segunda forma quadratica

da imersao x, com relagdo a métrica dx - dxr, com raio principal r; definido em (1.56).

Por (1.65) temos que o operador segunda forma fundamental de Laguerre B é dado por

Bi; = p~'(r—r;)d;;. Entao, o operador auto-adjunto de Laguerre, associado a B, ¢ definido
por

S=—p XS =rId):TM — TM. (1.73)

Denotando por k; os autovalores para o operador S, de (1.73), obtemos

ki =p t(r —1y). (1.74)

O operador auto-adjunto de Laguerre é outro invariante de Laguerre, o qual, junto com
a métrica de Laguerre, determina a hipersuperficie  de R™*!, a menos de equivaléncia

de Laguerre, conforme Teorema 1.15.

1.6 Hipersuperficies em formas espaciais de Laguerre

Usando as imersoes de Laguerre o e 7 definidas em (1.35)-(1.36) e (1.47)-(1.48), res-
pectivamente, cada hipersuperficie x : M — R ou z : M — Rg“ corresponde a uma
hipersuperficie ' : M — R*!. Nesta secao estudamos as relacoes entre = e z', conforme

21].

Seja R™™ o espaco semi-Euclidiano com produto interno (,) dado em (1.26). Seja
r : M — R uma hipersuperficie orientada tipo-espaco no espaco semi-Euclidiano
Rt Seja € o campo normal unitario de z com (£,&) = —1. Definimos o operador
auto-adjunto S : TM — TM por dé = —dx o S. Como S é auto-adjunto, todos os
autovalores k; sdo reais. Supondo que k; # 0, definimos r; = 1/k; o raio de curvatura de x
er = (r +ry+..+r,)/n como o raio de curvatura média de x. Seja {ey, e, ...,€,} uma

base ortonormal para T'M com rela¢ao a métrica (dx,dz), consistindo de autovalores de
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S, isto é,
ei(&) = —kiei(x), 1<i<n. (1.75)

Em particular, temos que €;(§1) = —kse;(21), com z = (xg,21) € R* xR, £ = (§,&) €
R™ x R. Definimos

= p(<$,£> ' <$L’,f> ) 175)7
n= (% (1 + <JZ,ZL‘>),%(1 - <$,ZL’>) 707I) +T(<ZL’,§>,— <CL’,§>,1,€), (176)

= p? (d€,d€) = Y, (ri — r)* (d€, d)

o vetor posi¢cao de Laguerre, a aplicacao normal de Laguerre e g a métrica de Laguerre

da imersao x, respectivamente.

Definimos o(z,¢) = (z',¢) € UR™!, onde ¢ : UR!™ — UR"™! é a imersdo de
Laguerre dada por (1.35). Obtemos de (1.36) e (1.75) que

’

eilx)=—(r& +x)e(€), 1<i<n. (1.77)

Segue que e; ¢ um vetor principal para a hipersuperficie de Laguerre (z,£) : M — UR™!

correspondente ao raio de curvatura
ry =&+, (1.78)

o que implica nas seguintes relacbes entre os raios de curvatura média e 7
r=r& o, (P/)z = Z(T; -r ) =& Z( —r) =&, (1.79)
% %

o~ . ~ / ~
Temos que o vetor posicao de Laguerre e a aplicacao normal de Laguerre de x e x sao

dados por

((2,6), = (2,6),1,§) = p'(«'.€ , '€ ,€, 1) =Y,
LA+ (w2), 5 (L= (z,2)),0,2) + 7 ((x,8), — (x,£),1,¢)

/ / !/ /

(1+ |z']?), 21— |x'|2),x’,0) +r'(2 g~ 6,6 1) =
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Assim, as métricas de Laguerre sao dadas por
g =p*(d€,dg) = (p)*de d§ =g

De (1.75) temos que 7;¢;,1 < i < n, forma uma base ortonormal na terceira forma
fundamental (d¢,d¢). Como a métrica de Laguerre de z ¢ dada por g = p? (d¢, d€) segue
que E; = p~'rie;;1 < i < n forma uma base ortonormal na métrica g com base dual
w; = pk;B;, onde 6; é a base dual de e;. Obtemos que os invariantes de Laguerre para

x: M — R sdo dados pelas seguintes expressoes:
B:ZBijwi@)wj, L:Z:Lijwi®Wj C:ZCZ'CU@‘,
ij ij i
onde

Bij=p (r—r)dy,  Ci=—p?ri{ei(r) — (r —ri)ei(log p)},
(1.80)

Lij = p~*{Hess;;(log p) — rirje;(log p)e;(log p) — 3 (|V1og p|* — 1) 6;;},

onde Hess;; e V sao, respectivamente, a matriz hessiana e o gradiente com relacao a
terceira forma fundamental (d¢, d¢) de x. A demonstracdo das equagoes dadas em (1.80)

¢ analoga a demonstracao das equagoes dadas em (1.65) e (1.72).

De modo analogo, vamos relacionar uma imersao x : M — R com a correspondente

hipersuperficie = : M — R

Sejam R}*? o espaco semi-Euclidiano com produto interno dado em (1.37) e R{™ o
espago degenerado em R} definido em (1.38). Sejam z : M — Ry™*! uma hipersuperficie

orientada tipo-espaco no espaco degenerado Ryt e ¢ o tinico vetor em R satisfazendo

<§,dl‘> =0, <£a§> =0, <§7V> =1,

onde v = (1,0,1) € R?"2 ¢ o vetor tipo-luz com 0 € R™.

Definimos o operador auto-adjunto S : TM — TM por d§ = —dx o S. Como S é
auto-adjunto, todos os autovalores k; sao reais. Seja {ey, es, ..., €,} uma base ortonormal

para T'M com relagao a (dz,dx), consistindo de autovalores de S, isto é,

ei(§) = —kiei(z), 1 <i<n. (1.81)

31



Supondo que k; # 0, definimos r; = 1/k; o raio de curvaturade z e r = (r1+ry+...+1,)/n

como o raio de curvatura média de z. Definimos

Y:p<<l‘,5>,—<$,5>,f),
n= (31 + (), 51— (x,2),2) +r (2,8, (2,€,8), (1.82)

= p?(d€, d&) =37, (ri — r)* (d€, dE) ,

o vetor posi¢cao de Laguerre, a aplicacao normal de Laguerre e g a métrica de Laguerre

da imersao x, respectivamente.

De 7(z,€) = (2',¢') € UR™!, obtemos uma hipersuperficie 2’ : M — R"*!, onde z’ e
¢ sdo dados em (1.48). Obtemos de (1.48) e (1.81) que

ei(e) = —(ri& +x)e(), 1<i<n, (1.83)

onde x = (z1,79,71) E RXR" X R, £ = (&1 +1,&0,&1) € R xR" x R. Segue que ¢; é uma
vetor principal para a hipersuperficie de Laguerre (z',¢) : M — UR"™! correspondente

ao raio de curvatura
!
r; = rié1 + T, (1.84)
. . . ~ . L. ’
o que implica nas seguintes relacoes entre os raios de curvatura média r e 7:

r=rlta, (p)P=) (-r)P =8 (n—1)?=&p" (1.85)

% %

o~ . ~ !/ ~
Temos que o vetor posi¢ao de Laguerre e a aplicacao normal de Laguerre de x e z sao

dados por
Y = p(< > <(L‘,§>,§) (xl 5/75,7571) )
n o= U+ ;0= (@) )+ ,5, (,6),6)
= (3 +]), 50 - Ix\% 0) +r' (2, =’ e ) =0,

onde p =3.(r; —7)? e p=_.(ri — r)%. Assim, as métricas de Laguerre sio dadas por

g = (pd¢, d€) = (p)*d€ d€ =g .
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De (1.81) temos que r;¢;, 1 < i < n, forma uma base ortonormal para a terceira forma
fundamental (d¢,d¢). Como a métrica de Laguerre de z é dada por g = p*d€.d¢ segue
que E; = p~'rie;, 1 < i < n forma uma base ortonormal para g com base dual w; = pk;0;,
onde 0; é a base dual de e;. Obtemos que os invariantes de Laguerre para = : M — Rg“

sao dados por
B:ZBijwi(g)wj’ L= ZLUW@'(@CU]' (C: ZCZ'WZ‘,
ij ij i
onde

Bi; = P_l(r —1i)0ij,  Ci= —P_Qri {ei(r) = (r —ri)ei(logp)},
(1.86)
Lij = p~*{Hess;;(log p) — rirjei(log p)e;(log p) + 3|V log p|*di;},
onde Hess;; e V sao, respectivamente, a matriz hessiana e o gradiente com relagao a

terceira forma fundamental (d€,d€). A demonstragdo das equagoes dadas em (1.86) é

analoga a demonstracao das equagoes dadas em (1.65) e (1.72).
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Capitulo 2

Sobre hipersuperficies isoparamétricas

de Laguerre em R"T1

Em [23], Li-Sun consideraram uma hipersuperficie z : M — R"™! sem pontos umbilicos
e com curvaturas principais que nao se anulam e introduziram o conceito de hipersuperfi-
cies isoparamétricas de Laguerre em R"*!. Eles mostraram que elas sao hipersuperficies de
Dupin e classificaram as hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em R* (ver Teorema
2.12).

Em [22], foram classificadas as hipersuperficies em R" ! com segunda forma fundamen-
tal de Laguerre paralela. Estas hipersuperficies, a menos de transformacgao de Laguerre,
sao abertos de duas hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre. Estes resultados foram
revistos na Secao 2.1, pois serao tteis ao desenvolvimento dos principais resultados das

segoes seguintes (para mais detalhes veja [22]).

As hipersuperficies de Dupin no espago Euclidiano com duas curvaturas principais
distintas sao conhecidas como ciclides de Dupin. Na se¢ao 2.2, mostramos que hipersu-
perficies de Dupin com duas curvaturas principais distintas e que nao se anulam em R™*!

sao hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre.

Na secao 2.3 mostramos que hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em R"+!
com duas curvaturas principais distintas sao as hipersuperficies com segunda forma funda-
mental de Laguerre paralela em R"™!. Entao, obtemos a classificacao das hipersuperficies

isoparamétricas de Laguerre com duas curvaturas principais distintas em R™!,
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2.1 Hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em
Rn—i—l

Nesta secao introduzimos as hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em R"*! de-
finidas em [23]. Mostramos que estas hipersuperficies sdo, em particular, hipersuperficies

de Dupin (veja também [23]).

Consideremos z : M — R"*! uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com cur-
vaturas principais que nao se anulam tal que os autovalores do operador auto-adjunto
de Laguerre sao constantes. Entao, x é Dupin se, e somente se, x é isoparamétrica de

Laguerre. Concluimos que as ciclides de Dupin em R™™! sdo isoparamétricas de Laguerre.

Definigao 2.1. Uma hipersuperficie x : M — R™™! é Dupin se suas curvaturas principais
forem constantes ao longo de suas correspondentes linhas de curvatura. Neste caso, x é

dita propria se o namero de curvaturas principais distintas for constante.

Definigao 2.2. ([22]) Seja x : M — R""! uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com
curvaturas principais que nao se anulam. Considere a métrica de Laguerre e a segunda
forma fundamental de Laguerre de x dadas em (1.61). Dizemos que z possui sequnda
forma fundamental de Laguerre paralela se VB = 0, onde V é a conexao de Levi-Civita

da métrica g.

Definigao 2.3. (|23]) Uma hipersuperficie = : M — R"™"! sem pontos umbilicos e com
curvaturas principais que nao se anulam é chamada hipersuperficie isoparamétrica de
Laguerre se a forma de Laguerre C = 0 e os autovalores do operador auto-adjunto de

Laguerre S, dados em (1.74), sdo todos constantes.

Na proxima segao apresentamos exemplos e, também, a classificacao geral das hiper-
superficies em R"™! com segunda forma fundamental de Laguerre paralela dada por [22].

Da Definigao 2.3 segue o seguinte teorema (veja também [23]).

Teorema 2.4. (/25]) Seja v : M — R™ uma hipersuperficies isoparamétrica de La-
guerre. Entao x : M — R" ¢ uma hipersuperficie de Dupin.

Demonstragao: Para cada curvatura principal k; de z, temos r; = ki seu raio de cur-
vatura. Seja {eq,...,€;, ..., } uma base para T'M consistindo de autovetores do operador

auto-adjunto S de x, com relagdo a métrica dz.dz. Como C; = 0, Vi, obtemos de (1.65)
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que

ei(r) —e;i(log p)(r —r;) = 0. (2.1)

Por outro lado, temos que as funcdes k; = p~'(r—r;) dadas em (1.74) sao todas constantes.
Portanto,
0 = eki)
= elp ' (r—m))
= —p %ei(p)(r —ri) + plei(r — 1)
= —p Heillogp)(r —ri) —ei(r —ri)}
= —p Heillogp)(r — i) — ei(r) + ei(ri)},

Concluimos que
ei(r;) = e;(r) — e;(log p)(r — ;). (2.2)

De (2.1) e (2.2) segue que e;(r;) = 0. Portanto e;(k;) = 0, ou seja, x é uma hipersu-

perficie de Dupin. O

Como consequéncia do Teorema 2.4 temos o seguinte corolario.

Corolario 2.5. Seja x : M — R™ uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com
curvaturas principais que nao se anulam, tal que os autovalores do operador auto-adjunto
de Laguerre sao contantes. Entao, x € uma hipersuperficie de Dupin se, e somente se, x

€ uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre.

Demonstracao: Uma parte da prova é consequéncia imediata do Teorema 2.4. Reci-
procamente, se x é uma hipersuperficie de Dupin tal que as funcoes k; dadas em (1.74)
sao contantes, segue que a equagao (2.2) vale, o que implica que C; = 0,Vi. Portanto, x

é uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre. U

Proposicao 2.6. Seja x : M — R"™! uma hipersuperficie com duas curvaturas principais
distintas e que nao se anulam ki e ko (ﬁ =r <r9= ,}2) de multiplicidade n +1 —m
e m — 1, respectivamente. Entio, os autovalores do operador auto-adjunto de Laguerre S

sao constantes, e sao dados por

- m—1 ~ n+1—m
VNV (n+1—m)n
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Demonstragao: Sejam r; = 1?11 ery = k—12 os raios de curvatura de x de multiplicidade

n+1—m e m — 1, respectivamente, satisfazendo ry —r; > 0 ja que 1, < ry. Por (1.56) e
(1.74) temos

~ _ 1— 1
S N S

Como p? = Z(r —7;)?, temos que

PP=m+1—m)(r—r)*+ (m—1)(r—ry)? (2.4)
onde, de (2.3), temos que

m_l(rz—ﬁ)a T_TQZM(W_“)- (2:5)

r—ry =
Portanto, substituindo (2.5) e (2.5) em (2.4) obtemos

2 = (n+1—m)(m—1)2:2(771—1)(n+1—m)2(r2_r1)2

_ (m—1)(n+1—-m) (rs — 11)2,

implicando que

IR | n
P _rg—rl\/(m—l)(n—i-l—m)' (2:6)

Logo, substituindo (2.6) em (2.3), obtemos

m—1 n+1-m
\/ n(n+1—m) —\/ n(m —1) (2.7)

como queriamos provar. O

Segue da Proposicao 2.6 e do Corolario 2.5 o seguinte corolério.

Corolario 2.7. Seja x : M — R™ uma hipersuperficie de Dupin com duas curvaturas
principais distintas e que nao se anulam. FEntao, x é uma hipersuperficie isoparamétrica

de Laguerre.
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2.2 Classificacao de hipersuperficies em R""! com se-

gunda forma fundamental de Laguerre paralela

Nesta secao apresentamos a classificacao das hipersuperficies em R"*! com segunda
forma fundamental de Laguerre paralela dada por [22]. A menos de transformagao de
Laguerre, mostramos que as tnicas hipersuperficies com segunda forma fundamental de
Laguerre paralela em R"™!, parametrizadas por linhas de curvatura, sao dadas no Exemplo

2.8 e no Exemplo 2.9.

Conforme (1.62), a derivada covariante do tensor B, em relacao a g, é dada por
dBi; + Z Bigwi; + Z Byjwri = Z Bij kw. (2.8)
k=1 k=1 k=1

Primeiro daremos exemplos de hipersuperficies em R"™! com VB = 0. Para maiores
detalhes veja [22].

Exemplo 2.8. Para qualquer inteiro m com 1 < m—1 < n denotamos H™ ! = {(v,w) €
R /v.v — w? = —1,w > 0} o espago hiperbdlico imerso no espago de Minkowski R

Definimos x : S*™1=™ x ™! — R**! por

z(u,v,w) = <£(1 + w), 2) .

w w

KA
w

Entao, x ¢ uma hipersuperficie com normal unitéaria & = (%, ), e a primeira e segunda

formas fundamentais sao, respectivamente, dadas por

1
I = dedzr = @{(1 + w)*du.du + dv.dv — dw?},
1
Il = —dzd{ = ——{(1+w)du.du+dv.dv— dw?}.
w

Portanto, x esté parametrizada por linhas de curvatura e possui duas curvaturas prin-

1L
w—+1

métrica de Laguerre g de x é dada por

cipais distintas — e —1 com multiplicidade n + 1 — m e m — 1, respectivamente. A

(m—1)(n+1—m)

g = p*d€ - d¢ = (du.du + dv.dv — dw?),
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e a segunda forma fundamental de Laguerre B =) ; Bijw; ® wj, onde

m— 1
Bijj=—7—= 0y, 1<1,)< L =m,
! (n+1—m)n " Shisntlom

In+1—m .

De (1.65), obtemos
C;=0, 1<i<n.

Segue de (2.8) e (2.9) que a segunda forma fundamental de Laguerre x é paralela e,

da Definigao 2.2 segue que x ¢ uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre.

Exemplo 2.9. Para quaisquer inteiros my, ms, ..., ms com mq+mso—+...+ms = n, com s >
2, e constantes distintas nao nulas Ay, ..., A\; definimos z : R" — Rg“ uma hipersuperficie

orientada tipo-espaco em Rg“ dada por

<)\1|U1’2 + )\2’u2’2 + ...+ )\S‘U5|2 )\1’U1‘2 -+ )\2’@62‘2 + ...+ )\S‘USP)
r = 9 y U1, U2,y ..y Usg, 2 )

onde (uy,us,...,us) € R™ x R™ x . R™ = R" e |u;|* = w;.uy, i = 1,..., 5. Neste caso,

temos que o campo normal unitario £ de x é dado por

s —)\11,61, _)\2u2, ceey —)\Sus, —

2

Aug]? + o4 | Asus? — 1
£= |- 5

Ajug |2+ o+ | Asus? + 1)

Temos que ¢ satisfaz as condigoes
(§dx) =0, (£,£ =0, ({v)=1

A primeira e segunda formas fundamentais de x sao, respectivamente, dadas por

I = du;.duy + ... + du,.du,

11 = Niduy.duq + ... + Agdug.dus.

Note que z estd parametrizada por linhas de curvatura e suas curvaturas principais
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sa0 A1, Ao, ..., A\, com multiplicidade mq, mao, ..., m,, respectivamente. Obtemos

1 mMiTry + Moty + ... + Mry
ri = — r= .

)\i’ n

De (1.86), obtemos que os invariantes de z sao dados por

0t = Zmi(ri —r)? = constante, C; =0, L;=0, 1<i,j<n,
Bz’j = 72115@‘, 1<, <n,
onde

~ r—r;

\/Z] ym(ry —r)?

(2.10)

e cada k; possui multiplicidade m;.

Assim, obtemos de (1.64) que z é plana com rela¢do a métrica g, isto é,
Rijkl = 07 1 S i?.j7 kvl S n,

a segunda forma fundamental B = Z Bjjw; ® w; ¢é paralela, e x ¢ uma hipersuperficie
]
isoparamétrica de Laguerre.
Consideremos a imersdo de Laguerre 7 de URJ™ em UR™!. Entdo, de (1.47) e (1.48)
temos 7(z,&) = (2',€) : URF™ — UR™!, e obtemos a hipersuperficie 2’ : R* — R+,

que por (1.48) é dada por:

Zle Ai |Uz|2
Zle )‘12 |Uz|2 +1

/

r = (0,uq,...,us) +

(1,—/\1U1, ...,—)\Sus) (211)

e sua normal unitaria & : R® — S" é dada por

51 = s ( /\2 |UZ -1, 2A1U1, ey 2)\5u5)
D A | 41 2

~ o, . L . . . .
Entao, x é uma hipersuperficie de Dupin parametrizada por linhas de curvatura e, de
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(1.84), segue que suas curvaturas principais sao dadas por

/ 2)\1 .
A\ = PREET— . 5 ,1<i<s. (2.12)
_ijl A |us]” + A Zj:l Aj lug|” =1

Segue de (1.65), (1.83), (1.84) e (1.86) que x' é uma hipersuperficie isoparamétrica de
Laguerre cuja métrica de Laguerre ¢ = ¢ e autovalores do operador auto-adjunto de
Laguerre k; = k;, dados por (2.10).

Exemplo 2.10. Corro-Ferreira-Tenenblat [15], aplicando transformagées de Ribaucour

ao plano, obtiveram uma familia de hipersuperficies de Dupin em R"*! dada por

227 1fj
> i (fi)2 402

(U, ooy Up) = (Upy ooey Uy, 0) — (fis s frs =D), (2.13)
onde (uq,...,u,) € U CR™ e
fi =bjpu’ 4+ bju; +bjo para b#0,bj2,bj1,bjp €R e 1 <j<n, (2.14)

e bjy sao contantes nao nulas e todas distintas. Fazendo mudanca de coordenadas u; =
bi1

vj = 35, obtemos de (2.13) que
2Zn 1 jQU2 — L b
:r;(’ul,...,vn) = (Ulw"avnaO)—i_ . (_b12U17"' >_bn2a_>_
Z b?Z 7 + E 2
(2.15)
b by,
(e, 2 0),

onde L = Z Z bjo. Note que, quando L = 0 e b = 2, a familia dada em (2.15)
by < !

da exatamente a familia dada em (2.11), a menos de uma translagao em R™ "1,

Em [22| foi obtido o seguinte teorema de classificagao:

Teorema 2.11 ([22]). Seja x : M™ — R™™! wma hipersuperficie orientdvel sem pontos
umbilicos com curvaturas principais que nao se anulam. Se sua sequnda forma fundamen-
tal de Laguerre € paralela entao x € Laguerre equivalente a um subconjunto de uma das

sequintes hipersuperficies:

1. a hipersuperficie orientada dada pelo Exemplo 2.8;
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2. a imagem pela isometria de Laguerre T da hipersuperficie orientada x : R* — RO

dada no Exemplo 2.9.

Em [23], os autores Li e Sun mostraram que hipersuperficies isoparamétricas de La-
guerre em R* tém segunda forma fundamental de Laguerre paralela. Entao, do Teorema

2.11 eles encontraram a seguinte classificagao:

Teorema 2.12 ([23]). Seja z : M3 — R* uma hipersuperficie orientdvel sem pontos
umbilicos com curvaturas principais que nao se anulam. Se x € uma hipersuperficie iso-
paramétrica de Laguerre, entao x € Laguerre equivalente a uma parte aberta de uma das

sequintes hipersuperficies:
1. a hipersuperficie orientada x : SF' x H** — R*, 2 < k < 3, dada pelo Exemplo
2.8;

2. a imagem pela isometria de Laguerre T da hipersuperficie orientada x : R® — R}

dada no Fxemplo 2.9.

2.3 Classificacao de hipersuperficies isoparamétricas de
Laguerre em R"™! com duas curvaturas principais

distintas

Em [23] os autores Li-Sun classificaram as hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre
em R*. Eles mostraram que todas as hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em R*

possuem segunda forma fundamental de Laguerre paralela.

A classificacao das hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em R"™! n > 4,
ainda nao foi obtida. Nesta secao classificamos todas hipersuperficies isoparamétricas de
Laguerre em R™! com duas curvaturas principais distintas, mostrando que sua segunda

forma fundamental de Laguerre é paralela.

Teorema 2.13. Seja x : M — R"™! uma hipersuperficie orientdvel com duas curvaturas
principais distintas e que nao se anulam. Entao, x é uma hipersuperficie isoparamétrica

de Laguerre se, e somente se, sua sequnda forma fundamental de Laguerre é paralela.

Demonstracao: Considere z : M — R"! uma hipersuperficie com duas curvaturas
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principais distintas e que nao se anulam, k; e ks, com multiplicidades m e n — m, respec-

tivamente. Faremos a seguinte convencao de indices:
1<i,j<m, m+1<a,p<n, 1<abec<n.

Seja {Ej, ..., E,} uma base ortonormal para T'M com relagdo & métrica de Laguerre g
formada por autovetores com base dual {wy, ..., w, }. Entdo, a segunda forma fundamental

de Laguerre de x é dada por

Bjj = k16ij,  Bap = kadas, Bai = 0. (2.16)

Suponha que x possui segunda forma fundamental de Laguerre paralela. Entao da

formula

dBab + i Bacwcb + i Bcbwca - i Bab,cwm (217)
c=1

=1 =1
obtemos que as funcdes k; e ks sao constantes. Por outro lado, segue de (1.64) que

Biap = (n — 1), (2.18)
o que implica que C, = 0,Va. Portanto, x é uma hipersuperficie isoparamétrica de

Laguerre.

Reciprocamente, suponha que x seja uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre.
Entao, /;1 e /%2 sao constantes e C, = 0, Va. E suficiente demonstrarmos que Bgp. = 0,
para 1 < a,b,c < n. Desta forma, obtemos que a segunda forma fundamental de Laguerre

de x é paralela e o resultado segue do Teorema 2.11.

Da formula

dBij + Z Bmwaj + Z Bajwai = Z Bij,awa
a=1 a=1 a=1

e de (2.16), segue que
];31(,02']' + l;’le'z' = Z Bij,awa.
a=1

Portanto, obtemos
Bya=01<ij<ml<a<n, (2.19)
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POIS wj; = —Wj;.
Também, de (2.8) temos
dBos + Y Baawap + ¥ Bupwaa = Y Bap.aWa
a=1 a=1 a=1
e de (2.16), segue que

n
k’gwag + k2Wﬂa = Z Bag’awa.
a=1
Portanto, obtemos

Bapa=0,m+1<a,f<n1<a<n, (2.20)

POIS Wag = —Wgq-

Logo, de (2.19) e (2.20) e da simetria de By, concluimos que
Bab,c =0,1< a,b,c <n,

isto é, a segunda forma fundamental de Laguerre de z é paralela, como queriamos demons-
trar. U

Como consequéncia imediata do Teorema 2.11 e do Teorema 2.13 obtemos a seguinte

classificacao.

Corolario 2.14. Seja x : M — R wma hipersuperficie orientdvel sem pontos umbilicos
com duas curvaturas principais distintas e que nao se anulam. Se x € uma hipersuperficie
1soparameétrica de Laguerre, entao x € Laguerre equivalente a um subconjunto de uma das

sequintes hipersuperficies:

1. a hipersuperficie orientada dada pelo Exemplo 2.8;

2. a imagem de T da hipersuperficie orientada x : R" — R0 dada no Ezemplo 2.9,

com s = 2.
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Capitulo 3

Caracterizacao de Hipersuperficies

isoparamétricas de Laguerre em R" 1

Considere z : M — R""! uma hipersuperficie sem pontos umbilicos com curvaturas
principais k;. Para quaisquer trés curvaturas principais distintas k;, k;, k;, em um ponto,

definimos as curvaturas de Mobius (veja [10]) como

ki —

ijl _
¢ ki — k;

para 1,7,[ distintos.
As curvaturas de Mobius sao invariantes sob transformagoes de Mobius. Por analogia,
para quaisquer trés curvaturas principais distintas e que nao se anulam, &;, k;, k;, em um

ponto, definimos as curvaturas de Laguerre (veja segao 3.1) como

(ki — kj)ki

£ijl —
(K — k) ki

para 1,7,[ distintos,

e mostramos que elas sao invariantes sob transformagoes de Laguerre.

Em [35], Rodrigues e Tenenblat mostraram que uma hipersuperficie isoparamétrica de
Mobius na esfera é uma ciclide de Dupin ou uma hipersuperficie de Dupin com curvatura
de Mobius constante. Motivados por este resultado, mostramos no Teorema 3.4 que as
hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em R"*! sdao as ciclides de Dupin ou as

hipersuperficies de Dupin com curvatura de Laguerre constante.
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3.1 Curvaturas de Laguerre para hipersuperficies em
Rn—i—l

Nesta secdo, introduzimos a curvatura de Laguerre para hipersuperficies em R"™! e
mostramos que ela é invariante por transformagoes de Laguerre. Este invariante ja era

conhecido, estamos introduzindo esta nomenclatura (veja [21]).

Seja x : M — R™"! uma hipersuperficie orientével sem pontos umbilicos e com curva-
turas principais que nao se anulam k;. Seja £ : M — S" seu campo normal unitario. Seja
{e1, €9, ..., €, } uma base ortonormal para T'M com rela¢do a métrica dz.dx formada por

vetores principais unitarios, isto é, e;(z).ej(x) = 0;; € €;(§) = —k;ei(x).

Sejam 71,7, : R™™! x §" — C"+3 ¢ R4 dados por (1.11), ou seja,

L+ z]? 1—|z|?
M= ( 9 ) 9 7x70 ’ Y2 = (x£7_$£7£71) (31)
Definigao 3.1. Seja x : M — R™"! uma hipersuperficie orient4vel sem pontos umbilicos
e com curvaturas principais que nao se anulam. Para quaisquer trés curvaturas principais

k;, k; e ki, distintas, definimos
(ki — kj)ki

Eijl —
(ky — kj)k;

(3.2)

a curvatura de Laguerre de x.

Para cada curvatura principal que nao se anula, seja r; = ki o raio de curvatura de x.
]

Desta forma, podemos escrever as curvaturas de Laguerre de x como:

Ti—Tj

L9 = (3.3)

=
Em alguns calculos, por conveniéncia, vamos utilizar essa férmula para calcular as curva-

turas de Laguerre.

Teorema 3.2. Sejam z,z : M™ — R"! duas hipersuperficies orientdveis sem pontos
umbilicos e cujas curvaturas principais nao se anulam. Sejam £,& : M™ — S"™, k; e k; os
campos normais unitdrios e as curvaturas principais de x e T, respectivamente. Se x e T

sao associadas por uma transformacao de Laguerre, entao

(ki — kj)ki (

I| 31

l

(k= kyki  (

~—
T T

Fi -
-

J
J

™

)

)
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Isto €, as curvaturas de Laguerre sao invariantes por transformagoes de Laguerre.

Demonstragao: Sejam x,7 : M™ — R™™! duas hipersuperficies sem pontos umbilicos
cujas curvaturas principais nao se anulam associadas por uma transformagcao de Laguerre
T € LG. Sejam &, € : M™ — S™ as normais unitérias de x e 7, respectivamente. Sejam k;
e k; as curvaturas principais de x e Z, respectivamente. Sejam 7;, 72 as imersoes dadas
por (3.1) para z e 7, 72 as imersoes dadas por (3.1) para Z. Denotando por a e b as

ultimas coordenadas de v, e 7,7, respectivamente, podemos escrever(veja [1])

_ L+ |z)* 1—17% _ a
M= ( 2| | ) 2| | » Ly 0> = VIT - EV2T7 (34)
_ _ sz _=z= 1
Y = (2.£,-2.£,¢,1) = E/YQT. (3.5)
Diferenciando (3.4) e (3.5), obtemos
a a 1 1
&y = d(T) — d (3) 2T = 2d(3T), dys = d <5> 1wl +7d(vT).  (3.6)

Sao satisfeitas as seguintes relagoes de ortogonalidade

(v, 71) = (72,72) = {d1,72) =0, (dn,dn) = dv.dx,

(3.7)
(dryy, drye) = dx.dE, (dryo, drye) = dE.dE.

Analogamente, essas mesmas relagoes se verificam para z, £, 71 e 2. De (3.7), (3.6) e
como T € O(n + 2,2), obtemos

dz.dz = (dy1,dy)

= (d(nT), dnT)) + (2) (d(2T), d(12T)) — 22 (d (1T) ,d (2T))

b
a2 a
= (dm,dmn) + (g) (dya, dry2) — 23 (dyy, dya)
Portanto
a\? a
dz.d% = dz.dz + (5) d€.dg — 27 dr.de. (3.8)

Seja e;,1 < i < n, uma base ortonormal para T'M com relacao a dx.dzr, formada por
vetores principais de x, isto é, e;(§) = —k;e;(x), onde k; é o autovalor correspondente a

e;. Temos de (3.8) que,
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dods(enes) = (dodo+ (3)* deds =2 (2) drade) (euey)

8y + (2)? Kiky0iy + 2 () k035

Concluimos que

2
De (3.9) temos que ¢; = (ﬁ) e;, 1 <1 < nformam uma base ortonormal para 7'M com
b T

relacdo a dz.dz, formada por vetores principais de Z, isto ¢, &(£) = —k;&(Z),1 < i < n,

onde k; é o autovalor associado a e; dado por

o k;
" b+ak;
De fato, temos que
Segue de (3.6) e (3.7) que,
—dz.d§ = —(dy,d%,)
1 a
= 7 (dy1,dya) + 5] (dya, dva)

1 a
= —gdx.dﬁ + ﬁdf.dé.

Logo, obtemos
dpdE =1 (dx de — Lde d§> (3.11)
g =— : pdg.dg) .
Portanto, de (3.10) e (3.11) temos

Boy = - (@) &0 - $a) &)

Y S R
) (R B k) (L gk

kib(1 + 2k;) )
b(1+4 %k;) (14 2k;) 7
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k)

Concluimos que k; = . Assim, temos

b+ Clk?j
kK ki
(Ez — kjj) _l o b—l—akl b+(l]€j b+akl
(ki — kj)ks ke Ok ki
b+ak, b+ak;) b+ ak;
k’z(b + CL]{?j) — k?](b + CL]{?Z) kl
(b + ak,)(b + (lk’j) b + ak‘l
- kl(b—l—ak]) — l@(b"‘akl) kl
(b+ ak;)(b+ ak;) b+ ak;
B (ki — kj)k
(ke — kj)k;’

ou seja, as curvaturas de Laguerre de x e T coincidem, como querfamos demonstrar. [J

3.2 Teorema de caracterizacao para hipersuperficies iso-

paramétricas de Laguerre em R"*!

Nesta secao mostramos que hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em R"*! sao
as ciclides de Dupin ou as hipersuperficies de Dupin com curvaturas de Laguerre constan-
tes. Neste sentido, apresentamos a seguinte proposicao que sera tutil para demonstrarmos

este resultado.

Proposicao 3.3. Seja x : M — R"™ wuma hipersuperficie orientdvel sem pontos um-
bilicos e com curvaturas principais que nao se anulam. FEntao, x € um hipersuperficie

1soparamétrica de Laguerre se, e somente se,

ei(r) — kie;(p) = 0, Vi
61‘(7"1‘) = O,Vi, (312)
ei(rj> - 6i<7") - kjez(p)7VZ7]72 7é ja
onde r;, r e p sao dadas em (1.56), {e;} € uma base formada por autovetores de x com

relagio & métrica dr.dx e as fungoes k; = p~ (r — r;) sio dadas em (1.74).

Demonstracao: Suponha que x : M — R"*! seja uma hipersuperficie isoparamétrica de

Laguerre. Desta forma, a segunda equacao é consequéncia imediata do Teorema 2.4. Por
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outro lado, como as fungées C; dadas em (1.65) sdo todas nulas, obtemos
ei(r) — p~Hr —ri)ei(p) = 0,Vi.
Por (1.74), como k; é constante, entdo ei(lgj) =0,V1,j. Quando i = j obtemos
ei(r) — kies(p) = 0, Vi. (3.13)

Portanto, temos que a primeira equacdo de (3.12) se verifica. Considerando e;(k;) = 0

para i # j, temos

0 = e(ky)
= ei(p~'(r—ry))
= —pPei(p)(r —ry) +plei(r) — plei(ry)
= —p Ykjei(p) — eilr) +eilr))}.

Portanto, da ultima igualdade e de (3.13), segue a terceira equagao de (3.12).

Reciprocamente, se z é uma hipersuperficie satisfazendo (3.12), da primeira equagao

de (3.12) segue que C; = 0,Vi e das ultimas equagoes de (3.12) segue que e;(k;) = 0, V4, j.

Portanto, x é uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre. Il

No teorema seguinte assumimos que x seja uma imersao propria, significando que o

nimero de curvaturas principais distintas é constante.

Teorema 3.4. Seja x : M — R\ uma hipersuperficie orientdvel propria, sem pontos
umbilicos e com curvaturas principais que nao se anulam. Entao, x € uma hipersuperficie
1soparamétrica de Laguerre se, e somente se, ¢ uma ciclide de Dupin ou uma hipersuper-

ficie de Dupin cujas curvaturas de Laguerre sao constantes.

Demonstragao: Assuma que x : M — R™"™! seja uma hipersuperficie propria, sem pontos
umbilicos e com curvaturas principais que nao se anulam. Se z é uma hipersuperficie
isoparamétrica de Laguerre, segue do Teorema 2.4 que = é uma hipersuperficie de Dupin.
Como x nao possui pontos umbilicos, entao x possui pelo menos duas curvaturas principais

distintas. Se x possui duas curvaturas principais distintas, entao x é uma ciclide de Dupin.

Agora, assumiremos que z possua pelo menos trés curvaturas principais distintas. De
(1.74), temos que r; = —pk; + r e para quaisquer par de curvaturas principais distintas
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Sejam r;, ; e r; quaisquer trés raios de curvaturas distintos. Entao, a curvatura de

Laguerre
ry—T;

T TN

T — T k; — j
é constante, ja que cada k; é constante.

Reciprocamente, assumimos que x seja uma ciclide de Dupin ou uma hipersuperficie de
Dupin cujas curvaturas de Laguerre sao constantes. Se existirem apenas duas curvaturas
principais distintas, temos pelo Corolario 2.7 que x é uma hipersuperficie isoparamétrica
de Laguerre. Caso contrario, seja m > 3 o nimero de curvaturas principais distintas de
x. Consideremos ky, ..., k, as curvaturas principais tal que cada k; tem multiplicidade m;,

isto é, as curvaturas principais

ki = .. = ki, =k, (3.14)

Denotaremos o conjunto de indices por

I = {in, ooy kiy = oo = ki, = ki) (3.15)

Como z é uma hipersuperficie de Dupin, para mostrarmos que x é uma hipersuperficie
isoparamétrica de Laguerre, é suficiente mostrarmos que as fungoes k; dadas em (1.74) sao
constantes, isto €, ei(l;:j) = 0, V4, j, conforme Coroléario 2.5. Como p* =", (r; — 7‘)2 > 0,

podemos escrever

p= \/6, onde () = er — %Zm“j.
i i,

Segue que

e(Q) = e (er —% > 7”ﬂ”j>

i¢l

onde a ultima igualdade segue de (3.14) e do fato de que para hipersuperficie de Dupin
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vale e;(r;) = 0.

Como as curvaturas de Laguerre sao constantes, para cada k;,

principais distintas, temos de (3.3) que ¢;(£%) = 0, isto é,

e(r)) el

=Ty T =T

Desta forma, para cada [ fixado, denotamos

L, = 4l ¢ I

="

Portanto,

e(Q) = QZel(ri) <ri— ' %)

il

= 2) Lir—r) ( Z#)

igl

- 2Ll2(rm Z””— zj: )

I

k; e ki, curvaturas

(3.16)

= 2I, Zrirl—(n_ml ZTITJ ZT ot

il

Z TZT] T’l?”j>
(3

ihj

= 2L <Zrirl_zrlrj—2rl,2+zri:j
@ J [ ij

- 2L,0.
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Assim, obtemos que ¢;(Q) = —2L;Q). Portanto, concluimos que
ei(p) = —Lip. (3.17)

Agora, provaremos que cada k; ¢ constante. Segue de (1.74), (3.14) e (3.16) que

61‘(/;%) = e(p(r—ry))

1 1
P ilr—r+ n Zn r;
J#L; JE1;
n—m; 1
= p'Li|r—m+ ri—— Y T
JEI;

m; 1
1Y 7 r T n § :T]

Se j € I;, entao k; = k;, assim Iij = l;;Z e pelo calculo anterior, obtemos ei(l;:j) = 0.

Portanto, necessitamos apenas mostrar que para j ¢ I;, obtemos e;(k;) = 0. De fato,
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segue de (1.74), (3.14) e (3.16) que
ei(ky) = elp™(r—ry)
= —peip)(r —rj) = p~lei(ry) + pei(r)

= —p H=Lip)(r —r;) = pH(Li(ri = 75)) + p~leil(r)

1
_ _ P
= p 'Li(r—r;) = p 'Li(ri — ;) + - Z e;(r;)

J

—1 -1
_ P Ly Z — _ P Z
= —p lLiT’j + n ‘ T'j —p lLﬂ”i + P 1Li7nj + T - ei(rj)
J JEL

—1 —1
P Ll 1% _
= E rj+—n E Li(ri —rj) — p~ ' Liry

n - ;
J JEL

J J¢ls J¢l
m;T n—m;)r 1
— p_lLZ —ZT]+ ;LZ+( n’L)’L__ TJ—/,”Z
J¢l; J#l;
= 0.
Portanto, ei(l;j) =0, Vi, j, como queriamos demonstrar. O

Observacao 3.5. As hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre com duas curvaturas
principais distintas, que sao ciclides de Dupin pelo Teorema 3.4, foram classificadas no
Coroléario 2.14. Além disso, essas hipersuperficies sao, a menos de transformacao de

Laguerre, dadas no Exemplo 2.8 e no Exemplo 2.9, com s = 2.
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Capitulo 4

Sobre hipersuperficies de Dupin em
R"*! com curvatura de Laguerre

constante

Pinkall [37] provou que hipersuperficies proprias de Dupin M"™ C R com g > 3
que sao Lie equivalentes a hipersuperficies isoparamétricas nao podem ser parametrizadas
por linhas de curvatura. Em [34], Riveros-Rodrigues-Tenenblat mostraram que hipersu-
perficies proprias de Dupin em R™™! para n > 4 com n curvaturas principais distintas e

curvaturas de Mobius constante nao podem ser parametrizadas por linha de curvatura.

Para n = 3, a menos de transformagoes de Mobius, existe uma tnica hipersuperficie
propria de Dupin em R?*, parametrizada por linhas de curvatura, com trés curvaturas
principais distintas e curvatura de Mobius constante, conforme [34]. Além disso, em
[34] foram obtidas todas as hipersuperficies de Dupin conformemente planas em R*, com

curvatura de Mobius constante.

Neste capitulo, consideramos as hipersuperficies proprias de Dupin no espago Eu-
clidiano possuindo todas as curvaturas principais distintas que nao se anulam, e cujas
curvaturas de Laguerre sao constantes. Na secao 4.1, incluimos resultados béasicos sobre
hipersuperficies de Dupin parametrizadas por linhas de curvatura e curvaturas principais

distintas, dentre eles, apresentamos as equagoes de Gauss de tais hipersuperficies.

A Secao 4.2 contém os resultados principais deste capitulo. Obtemos que, para hi-
persuperficies de Dupin parametrizadas por linhas de curvatura, a condi¢ao adicional de

possuir todas as curvaturas de Laguerre constantes se caracteriza pelo fato das curvaturas
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principais serem dadas em termos de n fungoes diferencidveis de uma variavel. Obtemos
também que, para hipersuperficies de Dupin parametrizadas por linhas de curvatura, esta
condicao adicional implica em ter, em dimensoes maiores, os invariantes de Laplace iguais
a zero, veja Observacao 4.8. Estes invariantes foram introduzidos por Kamram e Tenen-
blat [25], e eles foram usados para estudar um classe de hipersuperficies de Dupin de R®
em [33].

No Lema 4.4, secao 4.2, encontramos as equagoes de Gauss para tais hipersuperficies.
Usando estas equacgoes, demonstramos o Teorema 4.7, no qual foram caracterizadas essas

hipersuperficies em termos da primeira e segunda forma quadratica.

Na secao 4.3, concluimos o capitulo mostrando que uma familia de hipersuperficies
de Dupin, obtida por Corro-Ferreira-Tenenblat [15], fornece exemplos de hipersuperficies
parametrizadas por linhas de curvatura, com n curvaturas principais distintas que nao se
anulam e cujas curvaturas de Laguerre sao constantes. Observamos que as curvaturas de

Lie de tais hipersuperfices sao constantes, mas as curvaturas de Mobius nao sao constantes.

4.1 Hipersuperficies de Dupin com curvaturas princi-

pais distintas

Nesta secao apresentamos resultados basicos sobre hipersuperficies de Dupin com cur-
vaturas principais distintas no espaco Euclidiano. Estes resultados também podem ser

encontrados em [34].

Seja M um subconjunto aberto de R™ e p = (uq, ug, ..., u,) € M. Sejax: M C R" —
R™*! uma hipersuperficie de Dupin prépria parametrizada por linhas de curvatura com
curvaturas principais distintas que nao se anulam k; para 1 <i<nesejaé: M C R" —

R™*! 0 campo normal unitario de z. Entao

(Ti,75) = 0ijGii, (4.1)
f,z‘ = —kil’,z’, (4-2)
— (4.3)
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onde 1 <17,7 <n e o subscrito ”,7” denota a derivada com relacao a u;. Além disso,

xi—Dhw; — ngx,j =0 para 1 <i#j<mn, (4.4)
onde Ffj sao os simbolos de Christoffel. Considerando as derivadas de (4.2) com relagao
a uj para ¢ # j, obtemos &;; = —k; jr,; — k;x;;. Similarmente, £ ;; = —k;;z; — k;x j;.

Subtraindo essas equacoes e substituindo z ;; dado por (4.4), segue que

' =—"_ para 1<i#j<n. 4.5
ij k'j — ks p <i#j< ( )
Como o raio de curvatura r; = %, k; # 0, diferenciando em u; obtemos que 7; ; = —klz’; =
—k; jr?. Logo,
Tij . .
kij = _r_;’ i F . (4.6)

7

Substituindo (4.6) em (4.5), segue que

FEjZM para 1 <i#j <n. (4.7)

(Tj — Ti)T'i
Os simbolos de Christoffel em termos da métrica (4.1) sdo dados por

k — i _ g o i i Jiig
Iy =0, Ty = 2 I = » 15 (4.8)

29j; 9 2]

onde 1, j, k sao distintos.

Para hipersuperficies de Dupin com curvaturas principais distintas e que nao se anu-
lam, as curvaturas de Laguerre sao definidas por
(lfz — k’j)kl r; — T‘j

ijl _ _ . )
£ (ky — kj)ki 1 —1y para 1,7t distintos (4.9)

Assim, para todos 7, 7,1 distintos, temos

1 |
L= — (4.10)

igl _ 4 pily gil 1
L7 =1L L =1 - i

Quando n > 4, temos também
LU = L5050 para i,7,1,s distintos. (4.11)
A curvatura de Lie de M™ é dada pela razao cruzada das curvaturas principais. Ela é o
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produto de curvaturas de Laguerre definida em [26] por

(k:z - ks)(kj - kl)
(ki — ki) (kj — ks)

U,is1 = para i, j,s,l distintos. (4.12)

Para uso posterior, obteremos algumas propriedades dos simbolos de Christoffel e suas de-
rivadas e as equagoes de Gauss para uma hipersuperficie propria de Dupin parametrizada

por linhas de curvatura e com curvaturas principais distintas.

Segue de (4.8) que

Giij = 2F2jgiia (4.13)
j i Yii

F?i = _Fijfa (4-14)
9ji

para 1 <i# j <n. De (4.5) e (4.3), obtemos

[ =17, =T, para 1 <i#j<n. (4.15)
De (4.2) e (4.14), obtemos
vi=Tha;— > Ti I+ kaguid. (4.16)
P

Usando as expressoes (4.8) e (4.13)-(4.15), obtemos para 1 <1i # j < n que

[y, = 2% (<1, + 20T, — 2(0)?). (4.17)

] 5,] ©j= jJ
27
Além disso, comparando as equagoes (4.7) e (4.8), obtemos a equagao de Codazzi

Tighy — _ Yiig
(Tj - Ti)Ti 2Gii

para 1 <i#j<n. (4.18)

As equacoes de Gauss dessas hipersuperficies sao dadas a seguir.

Proposigao 4.1. (/34]) Seja x : M C R™ — R"™"! para n > 4 uma hipersuperficie
propria de Dupin parametrizada por linhas de curvaturas cujas curvaturas principais k;
para 1 <1 <n sao distintas. Entao a equacao de Gauss para a imersao x € dada por

A Lyl

A g
kik, + 2 + 2 =0, 4.19
! Z Gkk ( )

Gii Gjj kit
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ondei # j e
Ajy =T+ T%(T%, = Th). (4.20)

gt

4.2 Caracterizacao de hipersuperficies de Dupin em R"*!
parametrizadas por linhas de curvatura e com cur-

vatura de Laguerre constante

Considere M™ uma hipersuperficie de Dupin imersa no espaco Euclidiano, parametri-
zada por linhas de curvatura, com n curvaturas principais distintas que nao se anulam.
Nesta secao, no Teorema 4.2 provamos que tais hipersuperficies tem todas as curvaturas
de Laguerre constantes se, e somente se, suas curvaturas principais sao dadas em termos
de n fungoes diferenciaveis h;(u;),i = 1,--- ,n, de uma variavel. Em seguida, no Lema
4.3 obtemos uma caracterizagdo em termos dos simbolos de Christoffel e dos raios de
curvatura. No Teorema 4.7, caracterizamos tais hipersuperficies em termos de func¢oes

diferenciaveis h; = h;(u;).

Recordamos que no Capitulo 2 (veja Teorema 3.4) mostramos que hipersuperficies
isoparamétricas de Laguerre no espago Euclidiano (n + 1)-dimensional, n > 3, com mais
que duas curvaturas principais distintas sao as hipersuperficies de Dupin com curvaturas
de Laguerre constantes. Desta forma, as hipersuperficies consideradas nessa se¢ao sao,

em particular, hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre.
Comegamos provando o seguinte teorema.

Teorema 4.2. Suponha que M™ C R™™! para n > 3 seja uma hipersuperficie propria
de Dupin parametrizada por linhas de curvatura e que possua n curvaturas principais
distintas e que nao se anulam k;. As curvaturas de Laguerre sao constantes se, e somente

se, a menos de reordenacao dos indices, os raios de curvatura de x sao dados por

1 1
=—=—(D-1hy+h 1 — — | hs,
r1 o ( Yha + 3+5>Z4< Ds)
1 ( 1) 1
T9o = — = 11— — h1+—h3+2h5,
kf b b -zt (4.21)
= —=h+h 1+ ——|h
r= o=t 2+;< +D5(D—1)> .
) >
rszk—:Dsr1+(1—D5)r2 para s > 4,
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onde D, D; € R —{0,1} para s > 4 sao constantes tais que Ds # 1/(1 — D), Ds # D,
para s # t, e hy(u;) para i = 1,....,n sao fungoes diferencidveis satisfazendo h; # 0 para

algum i. Nestas condigoes, temos que

D -1 D, —-1)(D -1
Tl—TQI—TH, 7’1—7“82< _)D( )H
DD -1
r—ry=—H, rg—rs = (D >H,
1 1+ DsD — Dy
e — ——H = H
T2 T3 D ) 3 Ts D ) (422)
rs —ry=—((Ds— D)(D—1)/D)H para s,t >4,s#t, onde
H = hy + Dhy — h +2Lh £ 0
- 1 2 3 DS(D—l) S 9
s>4
e
D=L" e D,=/rL"% s>4. (4.23)

Demonstragao: Para cada i = 1, ..., n, definimos o raio de curvatura de x por r; = 1/k;.
Mostraremos primeiro que cada r; é a soma de funcoes de variaveis separédveis. Por

hipotese, todas as curvaturas de Laguerre sao constantes, e de (4.9), temos
i+ (L% — 1)ry, — Eikjrj =0 para todos 1, j,k distintos. (4.24)
Diferenciando essa equagao com relagao a uy, u;, obtemos 7; ;; = 0. Portanto,

ri = Zfzk(uk) para i=1,...,n. (4.25)
k#i

Fixamos os indices i = 1,j = 2 e k = 3, e tomando D = £'32. Entao, segue de (4.24) e
(4.25) que

Y fulw) + (D=1 fasus) = DD faulw) =0

1£1 s#3 t#2
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Considerando estas expressoes como uma soma de func¢oes de variaveis distintas, temos

a; = (D — 1) fa1(u1) — D for(w1),

as = fioa + (D —1),

az = fi3 — D fa3,

as = f1s+ (D —1)fss — Dfys para s >4

e Z as = 0. Portanto,
s=1
f12 = Q2 — (D - 1)f327
fis = az + D fa3,
fls = Qg — (D - ]-)f?)l + DfQS para S Z 47
f21 = [(D - 1)f31 - Cll]/D-

Seja a = a; na expressao acima, segue de (4.24) e (4.25) que

rn = —(D — 1)7’3 + DTQ
= —(D=1)) _ fss+ DD fos
$#£3 $#2
= —(D-=1)fsn —(D—=1)fs0— (D —1) Zf?)s + D fo1 + D faz + DZfQS-
s>4 s>4
Portanto, obtemos
ro= —(D—1)f32+Df23—a+DZfzs—(D—l)ngs. (4.26)
s>4 s>4
De (4.10), (4.24) e (4.25), obtemos
1 D—-1
r2:517;+1Dr?1’ D -1 D—-1
= - f32+E(Df23_a)+Zf25_Tzf35+TZf38
s>4 s>4 s#3
D D -1 D—-1
= - f32+ (Df23—a +Sz>;f25— I ;f3s+ D fa+

D—l —
D f32+ D Zf&s-

s>4
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Portanto, obtemos

D -1
D

o =

Ja1+ %(Df23—a)+2f25- (4.27)

s>4
Analogamente, de (4.10), (4.24) e (4.25), segue que

LD
D_1'"p_-1"

- L <_(D_1).f32+Df23—CL—|—DZf25_(D_l)ZfSS) +

D—1
s>4 s>4

Dlz 1 <Dl; 1f31 + %(sza —a)+ Zfzs)

s>4

rs = -

= fa— %(ﬁs —a) — % Zfzs + Zsz + fa1 + %(Df% —a)+

D s>4 s>4
512 e

s>4

Portanto, obtemos

7’3:f31+f32+2f3s- (4.28)

s>4

Finalmente, tomando D, = £, segue de (4.24) que

rs = Dgry + (1 — Dy)ry, s> 4. (4.29)

Como os raios de curvatura sao todos distintos temos que D, Dy € R — {0,1} e para
todo s > 4 temos que Dy # %, caso contrario, teriamos ry = r3, para todo s > 4, o que

nao ocorre. Temos também Dy # D; para | > 4 com [ # s, ja que ry # 1, | # s.

Temos de (4.26) e (4.27), para s > 4, que

s = Df2s,s - (D - 1)f3$,su

T2 s = f2s,s-
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Logo, como 74 nao depende de ug, para s > 4, segue de (4.29) que

0 = 7
- Dsrl,s + (1 - DS)T2,S

= l)scjjéSﬁ _'l)s((j‘_'l)j%sg *’(1 _‘l)s)jé&s
= (l)sl)‘+'1 __ZDS)jESJ _‘l)s(l)‘_'l)jé&s

= DA(D=1+42) fons — (D=1}

Logo,
1
<l) —'1'+’23_) jés@ _'(l)'_ 1)j38§ ::Oa

donde segue que

1
(l) _'1)j%s ::<Z) -1+ z;‘)jés __687
isto é,
1 b
c=(+ =)o —
onde b, é uma constante.
Introduzimos as seguintes fungoes
hi(ur) = fa1(ua), hs(us) = D fas3(us) — a,
bs
ha(uz) = fo(usg) — D1’ hg(us) = fos(us), para s> 4.

s>4

Substituindo (4.30) e (4.31) em (4.26), obtemos

ro= —(D—=1)fs(u) + Dfos(uz) —a+ DY for = (D=1))_ fs,

s>4 s>4

= —(D-1) <h2+ZDbi ) +h3+DZh5(US) _Dzh5<u5)+

s>4

> (1 - Di) ho(ug) + ) by

s>4 s>4

s>4 s>4

Portanto, concluimos que
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Substituindo (4.31) em (4.27), obtemos:

D—-1 1
ry = “—hi(w) + Sha(us) + ; hy(us). (4.33)
Substituindo (4.30) e (4.31) em (4.28), obtemos:
3 = fa +f32+2f35
s>4
= ha(ur) + holuz) + ) b 1 > D—1+—)n )b
= 1\ 2(U2 D—1 D—1 D, s s (-
s>4 s>4 s>4
Portanto, concluimos que
1
rs = hl(ul) + hg(Uz) + Z (1 + m) hs(us). (4.34)

s>4

Das equagoes (4.32), (4.33), (4.34) e (4.29) segue que (4.21) vale. Reciprocamente, se os

raios de curvatura sao dados por (4.21), entao

D -1 D,—-1)(D -1
7“1—7’2:—TH, 7“1—7"8:< l))( )H
Dy(D —1
r—ry=—H, 7’2—7"52¥Ha
1 1 DsD_DS
7"2—7“3:—5]{, rs —Ts = + i) H

ers—r,=—(Ds— Dy)(D —1)H/D para s,t > 4,s # t, onde

D

H:h1+Dh2—h3+Zm

s>4

hs.

Nas condig¢oes do Teorema 4.2 concluimos que a fun¢ado H dada em (4.22) nunca se anula,

j& que todas as curvaturas principais de M sao distintas. Além disso, como % =D

e =12 = D, concluimos de (4.9) que D = L' e D, = £**!. Concluimos que todas as
curvaturas de Laguerre sao constantes. U

A proposicao seguinte caracteriza as hipersuperficies de Dupin com curvatura de La-

guerre constante em termos dos simbolos de Christoffel.
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Proposicao 4.3. Seja M"™ C R"™ para n > 3 uma hipersuperficie de Dupin propria que
€ parametrizada por linhas de curvatura e que possui n curvaturas principais distintas e

que nao se anulam k;. As curvaturas de Laguerre sao constantes se, e somente se,
ril'y, = r;Y, para i, j,k distintos, (4.35)

onde r; = 1/k; € o raio de curvatura de M. Além disso, as curvaturas de Laguerre sao
distintas de 0 e 1.

Demonstragao: Seja r; = k% o raio de curvatura de x. De (4.7) segue que

; ; TiT; Tk T k Tk Tik Tik
J v J° 7 171, _ 75 )
il — rillie = ( - - - RS (4.36)
7

e — 1) (re— 1) R —T; Tk —

Por outro lado, temos de (4.9) que

T — Tk T — Tk (r; —ri)?

(‘Cikj)’k:(ri_lrk‘> _ Tk _(Ti_rk)rj,k. (4.37)
K

Logo, segue de (4.9), (4.37) e (4.36) que

" T =Tk [ Tik (ri = T3)750k Tik Tk 1 : :
1 £7,k] — J 5 _ Js — 5 _ Js _ 1"] o ’L .
(log ) ri — Tk (7”]- -7 (r; —ry)? =T T, —Tk Tk (rsT, = 7ili)
(4.38)

Como as curvaturas de Laguerre sao constantes, concluimos de (4.38) que er;k =,
para i, 7, k distintos.

Reciprocamente, se (4.35) vale, entdo para todos i, j, k distintos, temos de (4.38) que
(LUF) =0, (L*), =0 e (L), =0.

Segue de (4.10) que L% nao depende de u;, ux e uj. Se n = 3, o teorema esta provado. Se
n > 4, seja s qualquer indice distinto de 4, j, k; entdo segue de (4.11) que L% = Lks LsFi,
Ja que L% e £5% nao dependem de u,, concluimos que £*/ ndo depende de u, para todo
s distinto de 4, j, k. Portanto, £ é constante. Como todos os k; sdo distintos, concluimos
que LK £ 0 e L £ 1, O

O lema seguinte sera usado para provar o resultado principal desta secao.

Lema 4.4. Seja x : M™ C R® — R"™! para n > 3 uma hipersuperficie prépria de Dupin

parametrizada por linha de curvatura e com curvaturas principais k;, distintas e que nao
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se anulam. Se todas as curvaturas de Laguerre sao constantes entio

Gii < — Q) =Gji(u) = L7%Ghi(u;) para i,4,k distintos, (4.39)

Ty

onde Gj;(u;) € uma fungao diferencidvel de u; que nunca se anula, r; = ki € o raio de

curvatura de x e L7%* ¢ a curvatura de Laguerre de x dada em (4.9). Além disso,

/

J

e as equagoes de Gauss para i # j sao dadas por

Ty — T ~ T — T ~ (Ti,k)Q
1+ e LA+ ]G? A+ Z = 0, (4.41)
ji i ki) ik
onde
A (rj)° G
Aji = ij' + re j_ Tj — Tj’iG—;. (442)

Demonstragao: Segue da ultima equagao de (4.8) e (4.5) que

1 g.. .
o log(/gii [ki — k;|) = < (ki — k) + /Gii (ki g )
Giig . _Kiy
= + —
2gi ki —kj

= 0, paratodo i # j.

1

Assim /g;i(k; — k;) = Fj;(4;), onde Fj;(u;) é independente de u;. Como k; = —, obtemos
"

da ultima equagcao

Ty =Ty N ry—T A .o ..
Gii ( J) = Fji(4j), /i ( k) = Fy;(uy), paratodo i,j,k distintos.

rir; TiTL
(4.43)
De (4.43) segue que . .
T g i) = T g
P () ——. ki (k)
ou seja,
J Ty — Ty .
riFi(dy) = —— rkaFki(uk)- (4.44)
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De (4.44) obtemos r;Fj; = L7, F;. Como todas as curvaturas de Laguerre sdo cons-
tantes segue da tltima igualdade que (r;F};)(u;), que ja ndo dependia de u;, também nao
depende de uy, onde k ¢ distinto de 7 e j. Logo, segue que 7,7} depende apenas de u;.
Definindo Gj; = r;Fj;, obtemos (4.39). Como r; = k%" diferenciando (4.39) em u; e usando
(4.8) e (4.39), temos que

)

Gidi T
= : Gz G %
29i 7 Tri — rj
Logo, temos de (4.7) e (4.8) que
G =T5G — (r—j) Gjil'y;. (4.45)
T

/

Portanto, obtemos de (4.45) que I'Y" = T—JF;i + Gﬂ' Logo, a equagao (4.40) ¢ satisfeita.
T i
Segue de (4.7) que

L L4 SR G MU U )i (4.46)
=gy (=) (ri— )y

Substituindo (4.40) em (4.20), obtemos

gisi jisi G
Jt
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Substituindo (4.7) e (4.46) em (4.47) segue que

A = T _raa (rja)?  (ry)? n
" ri—ry (ri—r)? (=)

+ RN LRAR] B Tl o G;z
(ri =ry)ry \ (ri =ry)ry (ri =rg)riry Gy

. )2 AV

Portanto,

r ro)2 G
A]z — R Tj,ii 4 ( Jﬂ) o Tj,il )
ri(ri —r;) i =T Giji

Logo, substituindo (4.7), (4.48) e (4.35) em (4.19), temos que

/
)y () G i Y g
1 ri(ri—rj) {T],m + Ti—Tj T’le ri(r;—"ri) Tijj + Ti—T;

0 = + +

/
P
2y G”

)

(4.48)

+

ey (ri)? 2 (r;)2 9
"l (ri—rj)? G (ry e G

2
(rik) rkrl Tk —Ti)
2

— 2
Tk —Ti) TTJT’kle

ktij
iy Yo ) Gy i J g (i) G
1 TiTj TJ?” Ti—Tj TJJ Gji TiTj 7“7,7]] Ti—"; T ¥J Gi]'
= + +
. 2 2
TiT; Gji Gij
2
(rik)
* rir; G2
ki) 1)k
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Ovservamos que segue de (4.7), (4.35) e (4.39) que 2?1: = g—ﬂ’z, quando 1, j, k sao distintos.
Portanto, concluimos que
Ty =T« ;=T % 1 Tik
+ Z—GQJAji + G; Ay (Clﬂ) =0,
rir; rir; i rir; ij rir; kit ik

onde flﬂ ¢ dada por (4.42). Multiplicando a tultima expressao por r;r;, segue que (4.41)
vale. O

Dentre as equagoes dadas em (4.41) vamos destacar algumas que serdo tteis para

demonstrar o teorema seguinte.

Coroléario 4.5. Seja x : M™ C R"® — R, n > 3, uma hipersuperficie prépria de Dupin
parametrizada por linha de curvatura e com curvaturas principais k;, distintas e que nao
se anulam. Se todas as curvaturas de Laguerre sao constantes entao as equagoes de Gauss

dadas em (4.41) para os indices i # j, 1,5 € {1,2,3} ei =1, j >4, sio dadas por:

(D—12 (KN . (D=12(hy\ .. (D-1)? .,
1-— H — H+ —
DGy \ G Den \Gwn) " T D2cE, (hy)™+

(4.49)

(D—1)% [ B, \ 1 (R .. (D-12 .,
1— H+— () g+ ¥
D2y \m ) Tt an\G) 1 Doy, W)
(4.50)
(D_1)2 ''\2 (h;,)Q (Dk—1)2 N2

k>4

(D—1)% [ W\ 1 (R .. (D-1? .,
1-— H+ — =) H+——(h

DGn \an) Ttas\as) T g, M
(4.51)

(D=1 s (hy)? (D —1)* 1y
+ G%Q (h2> + +Z DI%G%I@ (hk) _07
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(D—12 /K . (Ds—12D-1) [\
1-— H — 5 H
D2G21 G21 DGls *

(4.52)

UES S NCEL ST e L e I

onde H é dada em (4.22), D = L132 ¢ D, = L5 s > 4, e hi(u;) para i = 1,....,n sdo

fungoes diferencidaveis dadas em (4.21).

Demonstracgao: Nas condigoes do Coroléario 4.5, temos que as equagoes de Gauss de x
sao dadas em (4.41). A seguir, vamos primeiro calcular as equagoes de Gauss para os

seguintes pares de indices: 1 =1lej=2;i=1ej=3;1=2ej=3;1=1ej=s52>4.

Segue de (4.21) que

7“172 = —(D — 1)h/2, 7’173 = h;, 7"175 = (1 — 1/Ds)h;,
7"271 = (1 — ]_/D)hll, 7“273 = (]_/D)hé, To s = hls, (4 53)
r31 = hy, r3a = hy, r3. = (14 1/(Ds(D = 1)) hy,

re1=(1—D)(1—1/D)h}, s> 4.

Por outro lado, segue de (4.39) que Gj; = LI*Gy,; para i, j, k distintos. Logo, usando
(4.10) temos que

/ /

G—; = GZ, para 1,7,k distintos. (4.54)
De (4.10) e (4.39), obtemos
1
Gz = LGz = DG, Gag = L¥'Gry = 1 DGIQ’
D D
Gy = LGy = 5=, Gor = LMGy = 5 G, (459)

Gr1 = L¥2Gy = (1 — Dy)Ga, k> 4.

Fazendo i =1e j =2 em (4.41), tem-se que

(7’1 - 7“2)1421 (7’2 - 7“1)12112 (7“173)2
G G, G

(rLk)2
G

+) =0. (4.56)

k>4

1+
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Por (4.42), (4.22) e (4.53), temos

- G
r —Tr2)A = (' —T2)T211 T21)” — 7121\ — T2
( )A ( )raan + (r2,1)? ( )G21
21
(D=12%_ . (D=12%, ., (D=12%_,Gy
— —Tth + T(hl) + D2 Hh1G21
Portanto,
. (D —1)2 v G (D—-1)2 ,
(11 —12) A2y = Dz —hy + hlG—i H + T<h1>2' (4.57)
Também, por (4.42), (4.22) e (4.53) segue-se que
o —T ~12 = (2 —T1)r122 T12)” —Ti2\T2 = T1)a5
( )A ( )ri00 + (r12)° ( )
(D—-1)*__, o 1o (D —1)2 ,Glz
= ———Hh D —1)(h Hh
5 Hh + (D = 1) + S iy
Logo,
5 D - 1 2 " ! G/ !/
(7"2 — Tl)Alg = % (—h2 + hQG—lz) H + (D — 1)2(h2)2. (458)
12

Substituindo (4.57) e (4.58) em (4.56), obtemos

_ 2 4 _ 2 /
P Cints (h;’—h’ﬁ)H——(D D (h;’—h’@>H+

(4.59)
(D=17 ., (D=1} D=1,
() + (. + (hy)* = 0.
b, (0 g G T 00
Portanto, de (4.59) segue a equagao (4.49).
Fazendo i =1 e j = 3 em (4.41), obtemos que

(7“1—7“3);131 (7‘3—7”1)12113 (7“12)2 (le)Q

1+ + p2L L NT (IR (4.60)
G4 Gi Gy  Z\Gu
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Por (4.42), (4.22) e (4.53) temos

!

_ G
(ri —r3)Asr = (r1—r3)rsn + (7‘3,1)2 —r31(r — 7“3)G—31
31
1" ! ! Gf
= —th + (h1)2 + Hh1i-
G'31
Portanto,
~ 17 ! G, !
(ry —r3)As; = — (hl — hli) H + (k)2 (4.61)
Ga
Temos também por (4.42), (4.22) e (4.53) que
A 2 G/13
(rs —r1)A1z = (r3 —r1)riss + (r3)° —ris(rs — Tl)G—
13
1" ! ! G/
G
Logo,
e 1 ! GI !
(rs —r1)Ai = (h3 — th—“”) H + (hy)?. (4.62)
13

Substituindo (4.61) e (4.62) em (4.60), obtemos

L (. .G L (. G 1
1 (h1 —h G31> H+ — (h3 —h Gl?’) H+ —(hy)*+

e gen G2, e G2,
(4.63)
D-12, ., 1 ., (Dr—1)? ..,
o (h)" + =5 (hy)" + ) 55— ()" = 0.
G ) g 2 e
Substituindo (4.54) e (4.55) em (4.63), segue que
(D—-12% (., . Gy 1 (. Gy (D—1)2, .,
l———=—|h —h—=—|H+— (hy —hy—=— | H+ ———(h

prc, \" e, ) s T ieG,, ) T gy,

(4.64)

TG AN Gl + % e =172,

2012
k>4 DG

Portanto, segue de (4.64) que a equagao (4.50) é satisfeita.
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Fazendo i =2 e j = 3 em (4.41), tem-se que

(?"2 - T3)A32 (7"3 - 7"2)12123 (7“2 1)2 (7“2 k)2
1+ + + ’ + ’ =0. 4.65
e, @ e i 459
Por (4.42), (4.22) e (4.53) temos
_ G'2
(7’2 - 7“3)1432 = (7’2 - 7”3)7’3,22 + (7’3 2) — T3 2(7’2 - 7“3)G
32
1 , G,
= ——Hhy + (hs Hh 32
_D + ( ) + 2G32
— ) Aoy = _ _ _ Gy
(7’3 7“2) 23 = (7’3 7“2)7"2,33+(7"2,3) 7“23(7’3 7“2)G
23
1 12 1 I ! G
_ —H _ 23
D2 hg + D2(h ) Hh3G23
Logo
~ 1 11 ! G’ !
(7“2 — Tg)AgQ = —B (h2 — h2G_2z) H + (h2)2’
(4.66)
e 1 1" ! G/ ]_ !
(7“3 — TQ)A23 = ﬁ (h3 — h3G—zz> H + ﬁ(h3)2
Substituindo (4.66) em (4.65), temos que
1 .G 1 .Gl
l1———(h,—h,=2|H ho — ha—2 | H
DG3, ( 2 2G32) " D, DGz, < P Goy *
(4.67)
D —1)? h,)? hy)? h)?
PCAED) P Pl L Y
21 32 28 j>q T2k
Substituindo (4.54) e (4.55) em (4.67), segue que
(D - 1)2 12 I Gl12 1 12 i Gllg
1l—~—ou " hy —h,—= | H hg —hg——= | H
DG%Q ? Gy T, G%s 3G13 i
(4.68)
D—1)? , D—1)? D — 1
P e Ry +Z : hy,)? = 0.

D2G3, G G?g D2G?k

k>4
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Portanto, segue de (4.68) que a equagao (4.51) é satisfeita.

Fazendoi=1e j=s, s >4, em (4.41), obtemos

(r1 —ro)Aa  (rs — 1) A N (71,2)2 N (r13)?

N (1)
G2, G1, G, Gis

+ ) =0
k>4,k+#s 1k

1+

Por (4.42), (4.22) e (4.53) temos

) .
(r—r)Aq = (11 —r)rsn + (1s1)2 = 151(r1 —75) =24

(D —1)*(D —1)? (Ds —1)*(D - 12)

= - ik W H + VoE (hy)*+
(Ds — 13D -1)% . G
h,—=">H.
- D2 'Ga
Portanto,
. (D, — 1)2(D —1?) ey /
(Tl - Ts)Asl - - D2 hl - hlG_; H — (h1>2 .
Temos também por (4.42), (4.22) e (4.53) que
A 2 Glls
(rs =)A= (rs = r)ries + (r1s)” = 11s(rs = 11) 5
1s
D, — 12D —-1) 4 D, —1)?
_( s )( )hSH—l-( )(hs)2+

D2

s

D,D

(D, —1)2(D—1),, G,
D,D hy GlSH'

- (Dy=1XD-1)(,» .Gy (Ds—1)%, .,
(rs Tl)Als - D D hs hS G]_s H _I_ D2 (hs) .

S
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Substituindo (4.70) e (4.71) em (4.69), temos que

(Ds—V)XD-1)% (., G, (D, —1V)XD-1) (., .G
1— — sL)H — — s)H
D22, =g D.DCE. he —hoG " )+
(D—12(D,—1)* 0y (D=1)2 ) (hy)*  (Ds—1)* .
D°C, (hy)* + &, (hy)® + &, + DR, (hy)+ (4.72)
(D — 1)
+ Z e hy,)? = 0.
k>4,k+#s 1k

Substituindo (4.54) e (4.55) em (4.72), concluimos que

(D-12%( ., Gy (D —12(D—-1) (., G
1—— —h, =2 H— —h =15\ H
DZG%l hl hl G21 DSDG%S hfs hs G]_S +
(4.73)
(D—12, ., (D=12% ,, (hy)? (Dp—1)2 /.,
(b )P+ —(h,)* + + E h)2=0
pecg, M e G 2 e
O

Portanto, da equac@o (4.73) segue a equagao (4.52).

Observacao 4.6. Por meio de calculos inteiramente anélogos aos feitos na demonstracao
do Corolario 4.5, as demais equagoes de (4.19), para t # s e t, s > 4, sdo dadas por

(D -1 ( b )’H_ (D= DD - 1) (Qi)IM%(h;)%

1 _
DG12 G12 DGls
(4.74)
(D—1)?2 ., (hy)? (D —1)°
) () PS5 EE S )2 =,
1 (R . (De—12D—1) [ I (D—1)?
1+— (=2 H- ) H+ it (hy)?
ey (Glg) DG, &) T e, (M
2 2 (4.75)
(D—1)?2 ., (hs) (Dp — 1)
s (hy) + +Y (b)) =0,
oL e 2 e,
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(D=0 -1 (h_;)’H_ (D, = 1D 1) <h; )’H+

DDtGlt Glt DDsGls Gls
(4.76)
(D—-172 ., (D—-1) Dy —1)* /0y
()2 4+ L (hy)? +§: hy)? = 0.
g, O g 2 D, |

O teorema seguinte caracteriza as hipersuperficies de Dupin em R"*!, n > 3, com
todas curvaturas principais distintas e curvatura de Laguerre constante, que admitem

uma parametrizacao por linhas de curvatura, em termos de seus raios de curvatura e de

sua primeira forma fundamental.

Teorema 4.7. Seja v : M™ — R"" n > 3, uma hipersuperficie de Dupin propria
com curvaturas principais distintas que nao se anulam, k;, e com curvaturas de Laguerre

constantes. Se x admitir uma parametrizacao por linha de curvatura entdo os raios de
curvatura de x sao dadas por

1 1

lek—l:—(D—1>h2+h3+;(1—38>h57
1 ( 1) 1

g = — = 11— — h1+—h3+2h8,
"312 b b o2 (4.77)
1 s>4

rs:k——Dsr1+(1—Ds)r2 para s > 4,

onde
AD?F} ADF}
hlzm"i_blFl‘f‘dl’ h2:m+b2F2+d27
(4.78)
A ADD, F?
hy = ——F2 + b3+ d hy = o s bsFs +d
3 2 3 + 3 3+ 3 S 2(D—1)<Ds—1)2+ S S+ S

com D = L'32 e Dy, = L2, 5 > 4, F:{:GQ]_%OQF;:G]_]'#O, para j # 1 e, Gy e
Ghj, j > 2, sao fungoes diferencidveis dadas em (4.39), hy #0, e A by, d;, 1 <1 <n sio
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constantes reais satisfazendo

D (D —1)?
1—2A ( dy + Ddy — ds + —d5> + Lt
( 222 D,(D-1) D2

(4.79)

D, —1)?
+(D — 1)%b% + b2 + Z%b‘ﬁ = 0.

s>4 s

/

Reciprocamente, dadas fungées diferencidveis Fy = Fy(uy), ..., F, = F,(uy,) tais que I, ..., F,
nunca se anulam e, constantes D, Dy € R — {0,1}, s > 4, tais que Dy # 1/(1 — D),
Dy # D, para s # t. Definimos h;(u;) pelas expressoes (4.78), onde as constantes A, b; e
d;, 1 < i <mn, satisfazem a relagao algébrica (4.79). Considere r; dados por (4.77) e um

aberto U C R™ | onde r; ndo se anula para todo 1. Definimos g; em U por

(F})*r3 (B

gll = ( g]j - (T] _ rl)z? j Z 2 . (480)

Y
T —T9)?
Entao, a menos de movimento rigido, existe uma unica hipersuperficie de Dupin parame-
trizada por linhas de curvatura, cuja métrica € dada por g;; € as curvaturas principais sao

dadas por 1/r;. Além disso, as curvaturas de Laguerre dessa hipersuperficie sao constantes
e sao dadas por D = L2 ¢ Dy = L5 s > 4.

Demonstracgao: A fim de obter as fungoes h;, calculamos as diferencas entre as equagoes
(4.50) e (4.49), (4.51) e (4.49), (4.49) e (4.52), respectivamente. Obtemos:

(D—1)2(h’2>' 1 (hg>'
H+— (=) H=0, 4.81
DG12 G12 G13 G13 ( )

(D—1)2(h;>' 1 (h;>'
H+— (=) H=0, 4.82
D2G21 G21 G13 G13 ( )

(D—1)2 (By\ . (D,=DAD—1)?* (B, \
_ = > 4. .

Dl s H + DG G H=0, s>4 (4 83)

Como H # 0, obtemos das equagoes (4.81), (4.82) e (4.83) que

(D—1)% [ B\
DG, o = A, (4.84)
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(D —1)° ( hy ) = A, (4.85)

DGIQ GlQ
1/ K )
S (i B 4.86
Gis (G13 (4.86)
(Ds—12(D—1) [ K.\
<) = A 4.
DDSGIS Gls ( 87)

onde A é uma constante real.

Definimos as funcdes F|, = Gay, FJ/ = (5,7 > 2. Integrando (4.84) em relacao a uy,

temos que
h} D?A
— =—=F1+0 4.
1/ (D—1)2 1+ 1 ( 88)

onde b; é uma constante real. De (4.88) obtemos

! A_D2 2 ’ /
Integrando (4.89) em u;, tem-se
AD?
hy = —Q(D — 1)2F1 + 0, F) + dy, (490)

onde d; é uma constante real. Integrando (4.85) em relagao a ug, concluimos que

—=—"F+0 4.91
F2/ (D—1)2 2+ 2, ( 9 )

onde by ¢ uma constante real. De (4.91) temos que

!/ A.D / /
Integrando (4.92) em usy, segue que
AD

onde dy é uma constante real. Integrando (4.86) em relagdo a ug, obtemos

;Lj” — —AF; + by, (4.94)

T
3

78



onde by é uma constante real. De (4.94) concluimos que

/ A ’ !
hy = —E[Fg?] + b3 F. (4.95)
Integrando (4.95) em w3, segue que
A,
hs = —5 13 + b3 F3 + ds, (4.96)

onde d3 é uma constante real. Integrando (4.87) em relagao a u,, s > 4, obtemos

ADD
s _ s P4, 4.97
F - D=-DD,—1p % (4.97)

S

onde bs, s> 4, é uma constante real. De (4.97) temos que

: ADD, o ,
- . 4.
K= o= 1yp ] b E (4.98)

Integrando (4.98) em ug, segue que

ADD;

}“:up—nu%—n2

F? +b,F, +d,, (4.99)

onde dg, s > 4, é uma constante real.

De (4.49), (4.84) e (4.85) temos

’ 2 ’ 2 / 2
(D—1) (hy 2 ( Ty hs
1-2AH 4+ —— | = D—1 -1 1
+ 7 P + ( ) F + 7 +

/ 2
(Dx —1)* ( Iy
2 \w) =

k>4

(4.100)

onde as fungoes h; sdo dadas por (4.90), (4.93), (4.96) e (4.99). Temos por (4.22) que

AD? (D —1)? F?
H = — | FP+F}+ "L [F? —k b F'
2(D_1>2< T 3_'_;(1)14_1)2 +hi P+
- (4.101)
D
+DbsFy — b3F3 + dy + Ddy — ds + E m(bka—de)

k>4
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Substituindo (4.101) em (4.100), concluimos usando as expressoes (4.88), (4.91), (4.94)

e (4.97) que

0 s

A2D? (D —1)2
- A <F12+F22+TF32

(D—1)

—2A(DbyFy — b3F3 + dy + Ddy — d3) — 24> 5
k

AD?
(D —1)?

+

(Dl;l)Q (

Fk
+Z(Dk_1)2

F1+b1)2+(D—1)2((

2
) — 2Ab Fi+

k>4

D

W (be Fy. + di) +

k>4

AD

2
7i3ﬁ5+@)+

ADD,

+(—AF;+b3)° + ) <DkD_,§ D <(D —

k#4

A2D?
(D—1)?

1)2

D —
- 1- <ﬁ+@+L—_

2
D2 Fy

—2A(DbyFy — b3F3 + dy + Ddy — ds) — 24> 5
k

A%D?

D —1)?
+—— 24 240 F) + (

F?
+jZ(Dk—n

) — 2Ab1 Fi+

D

m (beF + di) +

k>4

A%D?
S Fy + 2ADb Fa+

(D—-1)2"1 D2

+(D —1)%% + A2F2 — 2Abs Fy 4 b2 + Z

k:>4

(D — 1)

2
D? i

2ADb
2 5D-1

k>4

Fit )

k>4

Ddj,

(D —1)?

A%2D?
—1)*(Dy —1)?

F2+

_ 1—2A<d1+Dd2 d3+ZD(D
(D —

k>4

—1
k: sz

D

k>4

da ultima igualdade segue a equagdo (4.79), como queriamos provar. Analogamente com
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(4.50) a (4.52) obtemos a mesma equagao que relaciona as constantes.

Reciprocamente, dadas fungoes diferenciaveis Fy = Fy(u), ..., F,, = F,(u,) tais que
Fy, ..., F, nunca se anulam e, constantes D, D, € R—{0, 1}, s > 4, tais que D, # 1/(1—D),
Dy # D, para s # t. Considere r; dados por (4.77) e g; dada por (4.80). Vamos verificar
que a equagao de Gauss, dada em (4.19) e equacdo de Codazzi, dada em (4.18), sdo

satisfeitas. Nestas condigdes, temos de (4.80) que

(Fy)*ri

= — = 4.102
g1 (Tl _ 7"2)2 ( )

Diferenciando a equagdo (4.102) em relagao a u;, j # 1, obtemos

2(F)* [ (r = r2) = ri(ryy — ray)]
P = : : = 4.103
911, (r1 — ro)? ( )
Dividindo g11,; por 2¢11, segue de (4.102) e (4.103) que

guj _ 7“1,3'(7‘1 —7ry) — 7”1(7“1,]‘ - 7“2,3') (4 104)

2911 7“1(7’1 - 7“2)

Por outro lado, segue de (4.77) que 2="* ¢ constante. Diferenciando em u; e usando que
T

r;; = 0, obtemos

o —T1
T = T2j = y— T (4.105)
Substituindo (4.105) em (4.104), segue que
o —T
rii|lrp—ro—r
gy _ Li |71 2 lTj —r] _ 7”1,j[(7”1 — TQ)(TJ- —ry) —ri(re — )] (4.106)
2911 7“1(7’1 — 7'2) 7'1(7“1 - TQ)(TJ' — T'l) . ’
Logo, de (4.106), segue que
g _ Tl (4.107)

2911 ri(r;—r1)
Portanto, segue de (4.107) que a equagao (4.18) é verificada para i = 1. Para i > 2, temos

de (4.80) que
(F7)%r}
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Diferenciando a equagdo (4.108) em relagao a u;, j # 4, obtemos

/

2(F;)Prafrij(ri — ri) — ri(riy — 715)]

Gii,j (Tz’ _ 7,1)3 ( )
Dividindo g;; ; por 2g;;, segue de (4.108) e (4.109) que
Giij _ Tz‘,j(Tz‘ —71) — Ti(Tz',j - Tl,j). (4.110)

291’1’ 7”1'(7“1' —7”1)

Por outro lado, segue de (4.77) que ™= ¢ constante. Diferenciando essa expressao em u;
J 7

e usando que 7;; = 0, obtemos

rn —T;

Tijg —T1j = W’f‘id‘. (4111)
Substituindo (4.111) em (4.110), segue que
r —r;
Tij |Te —T1— T4
Giig _ " rp =il _ rigl(ri =) (g — i) —ri(r —ra)] (4.112)
29“ ri(ri —7"1) Ti<7“i —T1>(7”j —T’Z'>
Logo, de (4.112), segue que
Jiig . Tiily (4.113)

29 rilry —1i)
Portanto, segue de (4.113) que a equacao (4.18) é verificada para i # 1. Logo, de (4.107)
e (4.113), temos que a equacao de Codazzi esta verificada.
Considere h;(u;),1 < i < n, dadas pelas expressoes (4.78), onde as constantes A, b; e
d;, 1 < i < n, satisfazem a relagdo algébrica (4.79). Queremos mostrar que a seguinte

identidade se verifica:

1 Ay, Ay I,
D 1} (4.114)
riry Gii Gjj kit 9kk
onde i # j e
Aji = Fﬁm + F;z(rjz —T%). (4.115)

Para tanto, vamos calcular as fungoes Ffj Por definicao, temos

1
F?j 9 Z glk {9a; + 9j1i — 9i1} - (4.116)
!
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Segue de (4.80) e (4.116) que

i Gii i j —Gii,j _ YGig
k=0 16 =22% 17— _Jm i Jnd 4.117
1) Y 21 29” 9 1 2917 ) Z] 29“ Y ( )

onde 1, j, k sao distintos.
Além disso, de (4.80) e da tltima equagao de (4.117), obtemos que

Tl

Il = (4.118)

(ri = i)
A fim de verificar as equagdes dadas em (4.19), para cada i # j, vamos calcular as fungoes
A;; dadas em (4.20). Diferenciando (4.118) em u;, obtemos

pooo et (1) (1) (4.119)

T =y (=) (re—ry)r?

cujos calculos serao omitidos, pois sdo os mesmos da equagao (4.46). Segue de (4.77) que,

Ti—

para i, j, k distintos, temos que - ~=11 ¢ constante. Desta forma, usando (4.80) e a segunda

equagao de (4.117), obtemos que
il 3 (4.120)

Por calculos inteiramente analogos aos feitos para deduzirmos a equagao (4.48), obtemos
de (4.20), (4.119) e (4.120) que

T ( )2 FH
A= ——— i e 4.121
’ '—Tj){]’ +7’—7’J TJ’FZ} ( )

Como as fungoes r; sao todas distintas e satisfazem r; ; = 0, e também, para 4, j, k distintos,

Ti—

temos que - 5% ¢ contante, obtemos que equacao (4.35) é verificada, isto é,
rlh = rjfj:k para i, j,k distintos. (4.122)

Concluimos de (4.121) e (4.122) que verificar a equagao (4.19) ¢ equivalente a verificar,

para i # j, as seguintes equagoes

1
— 1+ Do A, B A S 0, se i=1 (4.123)
T17; (Fy)? ( ) i (
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1 i —T1 5 T —T1
1+ A + J—/Al +
rir; (F)? (Fj)2 i Z

£) ki j#1 ( ’f)

=0, se i#j#1(4.124)

onde

(rja)° F
. — i (4.125)
’I“Z'—’I“j J F,

7

Aji =rju+

17"J

De fato, como ,Jj # 1, é constante, tomando a derivada em u;, obtemos que

Tl—'f’j Tl—’f’j
21, Tj11 =
T — T2 L — T2

Tj1 = 2,1 (4.126)

Substituindo (4.126) em (4.121), para i = 1, temos que

1 (72 1)2 F{/ g (r —ra) 5
Aj=—— - Ll P A, 4.127
31 1 —12) {7”2,11 + E— 21 F vy 21 ( )
onde g, ¢ dada em (4.80) e Ay ¢ dada em (4.125). Usando (4.80), (4.118), (4.122) e
(4.127), temos para j # k # 1 que

Dhlhe _ n(Ch)? _ nlmarfie—n)* __(rie)?

= pr— 2 7 = - 7 . 4128
Gk Tigke  rrira(re —r)2(Fp)? rr(F)? ( )

Usando (4.80), (4.127) e (4.128) na identidade (4.114), para ¢ = 1, obtemos a equagao
(4.123).

Como =4

sl # j # 1, também é constante, derivando em wu;, obtemos que

T, — T T, — T

J ? J
Ty Tji =
ri—"r ri—"T1

71 i (4.129)

Tji =

Consideremos agora i # 1 e j # 1. De (4.114) e (4.129), segue que
T (7“17;)2 E! gii(Tz’—Tl) =

Ajy = ———— T Ly = 2 Ay, 4.130

J T’j(’f’i—’f’l) {TL +7“Z'—7”1 7”17 F } T‘Z‘Tj ! ( )

7

onde Ay; e dado por (4.125) e g;; é dada em (4.80). Usando (4.80), (4.118), (4.122) e

84



(4.126), temos para i # j # 1 que

il (@) (i) ri(r —re)? (190)?
_ = Ll A — (4.131)
911 rign  ririri(ry — )2 (F)? 0 rirg(FY)

Substituindo (4.128), (4.130) e (4.131) em (4.114) obtemos a identidade (4.124). Logo,
segue de (4.123) e (4.124) que verificar a equagao (4.114) é equivalente a verificarmos as

seguintes equacoes

(R L R I SLY, ) O <T1’,’“>22 —0, sei=1 (4.132)
(£7) (£}) v (B
(§]
i —T1 4 ry—"T1 5 (7“21)2 (le)z . .
14+ ——— A+ Ay + 25 + =0, se i#j#1, (4.133)
(£7)? (F2 7 (F)? ,#;# (F},)?

onde Aj; é dado em (4.125).

Identificamos F| = Goy ¢ F; = Gy;,i > 2 nas equacdes dadas em (4.49), (4.50), (4.51),
(4.52), (4.74), (4.75) e (4.76). Note que, por calculos inteiramente analogos, obtemos,
fazendo j = 2,7 = 3 e j = s > 4 na equagao (4.132) as equagdes dadas em (4.49), (4.50)
e (4.52), respectivamente. Também, tomando os indices i = 2,7 = 3; 1 = 2,7 = s > 4;
i=3,j=s>4ei=s52>4j=1t2>4naequagdo (4.133) obtemos as equagoes
(4.51), (4.74), (4.75) e (4.76), respectivamente. Mas essas equagoes sao verificadas, ja
que, substituindo as fungdes h;, dadas em (4.78), elas se reduzem a relacao algébrica
(4.79) que é verificada pelas constantes A, b; e d;. Portanto, a equac¢ao de Gauss também

é verificada como queriamos mostrar.

g

Observacao 4.8. Seja M"™ uma hipersuperficie de Dupin com curvaturas principais dis-
tintas e parametrizadas por linhas de curvaturas. Entao dizer que = possui curvatura de
Mobius constante equivale a dizer que ela possui, em dimensoes maiores, todos os inva-
riantes de Laplace nulos (para detalhes veja [34]). Entretanto, segue da Proposigao 4.3,
que se M™ é uma hipersuperficie de Dupin com curvaturas principais distintas e que nao
se anulam, parametrizada por linhas de curvaturas, que possui todas as curvaturas de La-
guerre constantes, entao, em dimensoes maiores, isso implica que todos os invariantes de

Laplace sao nao nulos. Para a definigdo destes invariantes veja [25]. Para 1, j, k distintos,
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os invariantes de Laplace, associados ao sistema de equagoes (4.4), sdo dados por
miijFﬁk—ng» jFiFk 1<j<n

Da Proposicao 4.3 obtemos que m;; = (:—J — 1) ng sao nao nulos, para 1, j, k distintos,
j& que todos os raios de curvatura r; de M sao distintos e F?k, dado por (4.7), nunca se

anula, ja que r;; = h; = 0, para todo [, i # [, conforme Teorema 4.7 .

Na secdo seguinte apresentamos uma familia de hipersuperficies de Dupin M™ C R"+!
com curvaturas principais distintas que nao se anulam, cujas curvaturas de Laguerre sao

constantes, que admitem uma parametrizacao por linhas de curvatura.

4.3 Exemplo

Nesta secao vamos verificar que a familia de hipersuperficies de Dupin em R"*! dadas
no Exemplo 2.10 satisfaz as condi¢oes do Teorema 4.7. Calculamos também as curvaturas
de Lie dessas hipersuperficies. Em [34], os autores Riveros-Rodrigues-Tenenblat provaram
um resultado de nao existéncia de hipersuperficies parametrizadas por linha de curvatura
e curvaturas de Mobius constantes quando a dimensao n > 4. Se n > 3, a hipersuperficie
apresentada no Exemplo 2.10 é parametrizada por linhas de curvatura e tém curvaturas

de Laguerre constantes.

Consideremos a hipersuperficie no espaco Euclidiano R"*! parametrizada por (veja
também [34])

230 fi
x(ub 7un) = (ul’ ""umO) B Zn Z(]JU)12 + b2
j=1\Jj

!

Entao x é uma hipersuperficie de Dupin parametrizada, onde (uy,...,u,) € U CR" e
fi =bju’ +bju; +bjo para b# 0,bj,bj1,bjg €R e 1 <j<n, (4.135)

e bjp sao contantes nao nulas e todas distintas.

As curvaturas principais de x sao dadas por (ver [15])

4bbyy

l

Ky

para 1 <[ <mn, (4.136)
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onde

Bi=> (£, =4 fi+a, (4.137)
il il
a; = b* + b, — 4babyg. (4.138)
Introduzindo a notacao . .
Si=) () eS=) F (4.139)
j=1 j=1

a equagdo (4.137) reduz-se a B; = Sy — (f;)? — 4bia(S — f1) + a;. Usando (4.135) e (4.138),

temos que —( fl/)2 + 4bio f1 + a; = b*. Desta maneira, para cada [ temos
By = S; — 4bpS + b*. (4.140)

Segue de (4.136) que

4bb;y  4bb;o
ky—k = -
l i Bl Bz

4bbjs B; — 4bbio By
B, B,

Abbis(Sy — 4binS + b2) — Abbin(Sy — 4bppS + b?)
BB, '

Portanto,
4b(biy — bi2)(S1 + b%)
BB '

Se os coeficientes bjs sao distintos e nao-nulos, para todo j, as curvaturas principais nao

by — ke = — (4.141)

se anulardo e terao multiplicidade um. Segue de (4.141) que

’ ki — k)

Ezyl ( J

(ki — kj)k;

—4b(bjg — blg)(Sl + b2)<BlB])(—4bb12)BZ
B;Bj(—4b)(bja — bia)(S1 + b?)(—4bbi2) B,

Portanto, as curvaturas de Laguerre

(bj — bia)bio

Lijl —
(bj2 — biz)biz

(4.142)
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sao todas constantes. Além disso, as curvaturas de Lie dadas por (4.12) s@o constantes

dadas por
(biz — bs2)(bj2 — bi2)
(bia — bi2) (b2 — bs2)

Portanto, segue do Teorema 4.7 que a hipersuperficie x dada em (4.134), é uma hiper-

\I/ijsl —

superficie de Dupin em R™! parametrizada por linhas de curvatura e, com curvaturas
principais distintas que nao se anulam, que é uma hipersuperficie isoparamétrica de La-

guerre.

Os autovalores do operador autoadjunto de Laguerre S dessa hipersuperficie sao dados

por

As hipersuperficies dadas por (4.134) satisfazem as condi¢oes do Teorema 4.7. De fato,
pode-se verificar que os raios de curvatura r; dessa hipersuperficie sdo dados por (4.77)
onde de (4.142) temos (veja os célculos no Apéndice B)

D, = (b22 = bio)brz s> 4, (4.143)

(b22 - bl2>bs27

(b32 - b12>b22

D=2 e
(b32 - b22 ) b12

e as fungoes h;(u;) sao dadas por (4.78) onde

b b;
Flz(l_ﬁ)ula F’]:<—£)U],]Z2,
bas b12

. —2b12b22(D — ].)

A= :

b(bzs — bis) D

(D= 1Dby by
b=y o
Db (D —1)b

b3 D;bj )
by = — 3L b, = > 4.
T T T RS NN
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No caso n > 4, temos

1 1+D;(1—-D 2—-D(1+D;(1—-D
h=wa-p 32{ 2( 22 b S
(1—=D)(n— )324 12 22

1 1-D;(1-D) D 1
W+ ——W, —
+8b(n—3).Z bs2 +1_D 0+ZDJ"
j=4 j=4
1 1
d2_4bb22(D—1)W+D—1WO’
1 1+D;, 24+ D(1—- D, D, —1)(D -1
dy = Z( + D + ( ]>_|_( J )( )>
8b(n - 3) >4 b12 b22 b32

J

1 ( 1 . D D- 1) W
8(n—3)b \ b2 b bsa '

No caso n = 3 as constantes dy, dy e d3 sao dadas por

dy

da

3

1 1 1
5 ()"
_ ! W — W,

T 4bby, 0

D—-1

1 /1
——(—+E = \w_bp
m <b12+ bos )W Wo,

onde W =377, b3+ 0%, Wy = > -1 bjo €, D e Dj sdo dados por (4.143).
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Apéndices

Apéndice A

Considere z : M — R™™! uma hipersuperficie orientavel, sem pontos umbilicos e com
curvaturas principais que nao se anulam. Apresentamos com um pouco mais de deta-
lhes, as equagoes de estrutura para o referencial mével de Laguerre da imersao x, dadas
em (1.60) (veja também [21]). Seja {Y, N, E1(Y), E2(Y), ..., E,(Y),n, P} um referencial
movel de Laguerre em Ry da imersdo 2. Entdo, sdo satisfeitas as seguintes relacoes de

ortogonalidade com relacao & métrica de Laguerre g

(Y, Ei(Y)) = (AY, Ei(Y)) = 0, (YV,AY) = —n, (E(Y), E;(Y)) = 0,

(4.144)
(N,N)=(Y,Y)y=(n,n) =0, (Y,N)=—1, (n, Py =—1.
As equagoes de estrutura para este referencial sao dadas por
AN =Y WE(Y) + ¢P,
’ (4.145)

dE;(Y) =Y +w;N + ZwijEj(Y) + BiP,
J

dy=—¢Y + > BE(Y).

onde {1, w;;, ¢, B;} sdo 1-formas diferenciaveis em M com w;; = —wj;.

Proposicao 4.9. Seja x : M — R"™ wma hipersuperficie orientdvel, sem pontos um-
bilicos e com curvaturas principais que nao se anulam. Entao as equacoes de estrutura

de x, com relagio a métrica de Laguerre g, sio dadas por (4.145). Tomando a derivada
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exterior das equagoes dadas em (4.145), obtemos:
Z w; A =0,
zi: wi A B =0,
dciu, — Zwij ANwj =0,
J

- Zwij N =0, (4.146)
d¢—zz¢i/\5i:(),

_Zzwij/\ﬂj_wi/\QS:(L

J
dwig — Y wix Awig = i Aw; +w; Ay,

Demonstragao: Tomando a derivada exterior de primeira equagao de (4.145), obtemos
D dwiBi(Y) = wi NdE(Y) = 0. (4.147)
Usando a terceira equagao de (4.145), segue que

Z dw; E;( sz ANYY — Zwl Nwi; E sz A B P =0. (4.148)

Tomando o produto interno em (4.148), por Y, n e E;(Y) e usando as relagoes dadas
m (4.144), segue que as trés primeiras equagoes de (4.146) valem. Tomando a derivada

exterior da segunda equagao de (4.145), obtemos que
Z dip B Z Ui NdE;(Y) + doP = 0. (4.149)
Usando a terceira equagao de (4.145) em (4.149), segue que

Zdwu Zwmwzz\f Zwmww Y) =) i ABP+dpP =0. (4.150)

Tomando o produto interno em (4.150), por n e E;(Y) e usando as relagoes dadas em

(4.144), segue que a quarta e a quinta equagao de (4.146) sao satisfeitas. Tomando a
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derivada exterior da terceira equagao de (4.145), obtemos que

Y = NdY +dwiN —w; NdN + ~ dwi; Ej ZwUAdE )+dB;P = 0. (4.151)

De maneira anéloga, substituindo as equagoes dadas em (4.145) e usando as relagoes

dadas em (4.144), seguem as duas ultimas equagoes de (4.146). O
Como o conjunto {w;} é LI, e de (4.146) temos Zwi AN =0e Zwi A B; =0, pelo

Lema de Cartan, podemos escrever
wz = Z Lijwja Lij = jzu Z Bljw] iy = szv ¢ = Z Ciwia (4152)
j i

onde L;;, B;; e C; sao fungoes diferenciaveis em M. Temos os seguintes invariantes de

Laguerre, dados também em (1.61).

(i) O tensor segunda forma fundamental de Laguerre B = Z Bijw; ® w.
]
(iii) O tensor simétrico de segunda ordem L = Z Lijw; ® w;. (4.153)
ij

(iii) A forma de Laguerre C = Z Ciw;.

Definigao 4.10. Seja x : M — R™"! uma hipersuperficie orientével, sem pontos umbilicos
e com curvaturas principais que nao se anulam. Entao as equagoes de estrutura de x, com
relacdo a métrica de Laguerre g, sdo dadas por (4.145). As derivadas covariantes dos
tensores C, L e B, dados em (4.153), e o tensor curvatura, com relagdo & métrica g, sdo

dadas por

dC; + Z Ciwyi = Z C; jwj,

dL’L] + Z szwk] + Z Lk]wk:z Z L’Lj,kwka
k

de] + Z szwk] + Z Bk]wkz Z Bij,k:wka
k

i § i — 1Yy
dwj wk/\wk] R]kl

(4.154)

Proposicao 4.11. Seja x : M — R uma hipersuperficie orientdvel, sem pontos umbi-

licos e com curvaturas principais que nao se anulam. Entao as equagoes de estrutura de x,
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com relagao a métrica de Laguerre g, sao dadas por (4.145). Tomando a derivada exterior

das equagoes dadas em (4.154), obtemos as sequintes relagoes entre estes invariantes:

Lijr = Li;,

Cij— Cji =Y (BaLi; — BixLui),

s (4.155)
Biji — Birj = Cj0i — Ciyj,
Rijiy = Lji0i + L0 — L1 + Ljidi,

onde Riji € o tensor curvatura da métrica g.

Demonstragao: Tomando a derivada exterior da primeira equacao de (4.152) e usando
(4.145), obtemos

dwz = Z dLZ] VAN Wj + Z Likwkj AN Wy . (4156)

J Jjk

Substituindo a primeira equagao de (4.152) na quinta equagao de (4.146), temos que

jk

Comparando as equagoes (4.156) e (4.157) e usando (4.154), obtemos

> Lijkwe Aw; = 0. (4.158)
jk
Portanto, de (4.158) segue que
Z Lijpwr A wj + Z Lijpwe Aw; = 0. (4.159)
Jj<k j>k
Trocando j por k na segundo somatorio de (4.159) e usando que wy A w; = —w; A wy,
obtemos
> Lijgwr Awj = Y Ligjwr Aw; = 0. (4.160)
J<k k>j

Como o conjunto {wy Aw;};_, € LI, de (4.160) segue a primeira identidade de (4.155).

Tomando a derivada exterior da terceira equagao de (4.152) e usando (4.155), segue que

d¢ = Z dCl VAN Wi + Z Cjwji A Ww; = Z C'mwj A Wi (4161)
7 i i

93



Usando (4.152) na quinta equagao de (4.146), obtemos

dgb = Z Bkijiw]' A Wi . (4162)

ijk

Comparando as equagoes (4.161) e (4.162), segue que
> (Cm +> Bkij:i> wj Aw; = 0. (4.163)
ij k

Usando um argumento similar em (4.163), ao usado em (4.160), segue que segunda equagao
de (4.155) ¢ satisfeita. Tomando a derivada exterior da segunda equacdo de (4.152) e

usando (4.155), segue que

J Jjk

Usando (4.152) na sexta equagao de (4.146), obtemos

dﬂz = Z Bjkwij N wg + Z Ckwi N\ W (4165)

ik k

Comparando as equagoes (4.164) com (4.165) e usando (4.154), segue que

Z (Bijr — Crdij) wj Awi = 0. (4.166)

ik

Usando um argumento similar em (4.166), ao usado em (4.160), segue que a terceira
equagao de (4.155) ¢é satisfeita. Substituindo a expressao de ¢; dada em (4.146) no segundo
membro da ultima equagao de (4.154), obtemos

wi/\w]‘ +wi/\’¢j :ZLikwk/\wj+Zijwi/\wk

k k
= Z Lik(SﬂWk A wp + Z ij5ilwl N Wi
kl kl

1
= —5 Z Rijklwk N wy.
kl

Portanto,
1
; Likdﬂwk N w; — ; ijéilwk A wp; = —5 ; Rijklwk VAN wi. (4167)
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Usando um argumento similar em (4.167), ao usado em (4.160), segue que a ultima equa-
¢ao de (4.155) vale. O

Na proposicao seguinte sao dadas algumas identidades satisfeitas pelos invariantes de

Laguerre da imersao x.

Proposicao 4.12. Seja x : M — R™™ uma hipersuperficie orientdvel, sem pontos um-
bilicos e com curvaturas principais que nao se anulam. As derivadas covariantes dos
tensores C, I e B, com relagdo a métrica g, dados em (4.153), sio dadas em (4.154).

Além disso, sao satisfeitas as identidades

Z B2 Z Bu = 0, Z Bz’j,z’ = (TL — ].)CJ,
ZL“ = —— (AY,AY);
Ri, = —(n—2) Ly, — <Z ij) Oik;

2(n—1) Z L; =

(4.168)

)

onde R, = E Rijr;j e R= E R;; sao, respectivamente, a curvatura de Ricci e a curva-
j i
tura escalar de M na métrica g.

Demonstragao: Temos de (4.145) que

(Ei(n), Ei(n)) = Z By Bijb, = Z (By)?. (4.169)

Como By = p~Hr —r;)d; e p* = Z(r —1;)?, segue de (4.169) que

7

Z zg —P Z 252:

J

Logo, a primeira identidade de (4.168) é satisfeita. Além disso, da terceira equagao de
(4.145), temos que o operador Laplaciano A do vetor posigdo Y de z, com relacdo a

métrica g, é dado por
=Y E(E Z Lii +nN + Z TYEL(Y)+ Y BiP. (4.170)
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Como (AY, E,(Y)) =0, segue de (4.170) que

AY =) Li+nN+Y ByP. (4.171)

Tomando o produto interno em (4.171) com 7 e usando que (AY,n) = 0, segue que
Z Bu = 07

como queriamos mostrar. Tomando o produto interno em (4.171) com AY e usando
(4.144), obtemos que

> Li= L (AY,AY) .
- 2n

Como B;j — Bi,j = Cj0i, — Crd;j, temos que
Z (Bijk — Bir,j) = Z (C0i — Cibij) - (4.172)
ik ik

De (4.172) segue que
> (Bys = Biy) = nC; = C;, (4.173)

mas Z Bi; =0, logo, de (4.173) segue que a terceira equagao de (4.168) vale.

De (4.155) segue que

R =Y Ry
J
= Z lecfsij + Z Lijéjk - Z Likdjj - Z ij(sik
j j i g

= Lk + Li, —nLiy — (Z ij) dik

J

Portanto,

Ry = —(n —2)Lg — <Z ij> Oik (4.174)

96



como querfamos mostrar. Tomando o trago de R;; dado em (4.174), obtemos
->k.

n—2 ZL“_ TZ—2 zk_Z<Zij> i1
(n—2 ZL” nZL“
2(n —2) ZL“

Portanto, usando (4.168), obtemos

2(n —2) ZL”:

o encerra a demonstracao da proposicao. U

)

Apéndice B

A fim de provar que a hipersuperficie de Dupin dada em (4.134) satisfaz as condig¢oes
do Teorema 4.7 iremos calcular as fungoes h; e Fy,--- | F,, dadas em (4.78). Para tanto,
recalculamos a primeira e segunda formas fundamentais de x para reobté-las em termos

das notagoes introduzidas no Teorema 4.7.

De (4.134) segue que

o ST 2 (g g
T, = |:1 Sl+b2:| {ez Sl+b2 (fla fna b)}a

onde S e S; sdao dados por (4.139) e {ej,...,e,11} ¢ a base canonica de R" .
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Logo,

gii = (xuxz)
_ [yl 2SE T A, A
S1 + b? Sy +0* S +b?

_(,_2sf ?
N Sy + b2

S, — 4Sbsy + b2\ 2
Sp + b2 '

Usando B; definido por (4.140) segue que

B\’
Gii = <51+b2) : (4.175)

Substituindo (4.175) em (4.39), obtemos usando (4.136)

]{71 B1 4bblgBQ
=V l\l-— =517 7|
G21 g1 ( ]{32) Sl + b2 ( 4bb22B1)

Portanto B b Br — bioB
G — 1 2251 — 01252 ) 1176
w= g (R (1.176)
Logo, substituindo (4.140) em (4.176), temos que
G = 1 boa(S1 — 4b12S + b?) — b1a(S) — 4b9e S + b?)
S T Do
_ 1 (bgg — b12>(Sl —+ b2)
Sy + b? bao
_ baa — b1a
by
Concluimos que
ba2o

98



Como F, = Gy, integrando (4.177) em u;, obtemos
b
F = (1 - b—lz) u; + oy, onde o é uma constante real. (4.178)

22

Para ¢ # 1, segue de (4.39) que

ki
Gi = ¢g—(1 - k—l)

S 2 4bb12 B;
B Bz 612(51 — 4612S + b2) — biz(sl — 4b225 + b2)
Sy + b2 b2 B;

b12 - bi2
bz

Logo

G- 22 (4.179)
bi2

Como F| = Gy;, para i # 1, integrando (4.179) em u;, obtemos

E: (1—62) ui—i—ozi,
le

onde oy, 2 < i < n sao constantes reais. Por uma translagao no sistema de coordenadas,
se for necessério, podemos supor sem perda de generalidade que oy = .... = «,, = 0. Logo,

em geral, temos que
bi
F, = (1 - b—z) u;, (4.180)

J

onde j=2sei=1e, j=1se2<1<n.

99



De (4.135), (4.139) e (4.140) segue que

B, = S;—4bpS +V?

= > 1<f )? — 4by > fit b?
== Z?:l(Zbﬂuj ‘|— bj1)2 — 4blg Z?Zl(bjgu? —|— bjluj —f- bjO) + b2
= E;L:l(éﬂ)?zujz + 4bj2bj1u]' + b?l) — 4b12 Z?Zl(bﬂu? + bjluj -+ bjO) + b2.

Logo,

24532 2 — biz) U + 24531 jo — bia)u; + Z — 4bobjo) + + b2 (4.181)

Substituindo (4.181) em (4.136), obtemos
Zb u2-—|—1ib' biz 1)y, 41 Z b (4.182)
The bl2 T &= AN 4bl2 "0 ) ¥ Do

Por outro lado, segue de (4.77), (4.78) e (4.180) que

—AD b\ , D-1 b\
" 2(D—1){( b12> LD bo) T

D. —
—(D—1)dy +ds+ Y =
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AD bia\ , D-—1 bsz2\ 2
R Ti Y { ( bzg) “T T b) "

1 b32 Dj —1 bjg
+E (1 — —) b3u3+z D. ( " by bju;+

b2z g4 I

D—-1
D

+ dy+ds+ Y _d;.

j=4

(4.184)

De (4.10) e igualando os coeficientes de u3 das equagdes (4.182) e (4.183), obtemos

b2 bﬁ_l :i 1_@
b \ b 2(D—-1) bio )

A _ —lezbgg(D — ].)
b(bg — b12)D

Logo, temos que

(4.185)

De (4.10) e igualando os coeficientes de g, ug, u;, respectivamente, das equagoes (4.182)

e (4.183), temos também

1 b22 o b22
(N R ()
1 b32 . b32

: (b_ - 1) by = by (1 bm) |

1 (b, Di—1(. bp\
“ (%2 1) g, = b, _ 22 sy,
b (blz ) D, ( 512)"7_

Isolando os coeficientes bq, b3 € bj, 7 > 4 dados em (4.186), obtemos
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Dby
by = —— - 4.1

De (4.10) e igualando os coeficientes de u; das equagoes (4.182) e (4.184), temos
by (b D b
(2 1) =b 1- 2
b b22 D -1 622

. (D — 1)b11
by = T (4.190)

Resta determinarmos as constantes di, ..., d,. Comparando os termos independentes das
equagoes (4.182), (4.183) e (4.184), segue que

logo, concluimos que

n

D; -1 1 &
—~(D=1)dy+ds+ Y —d; = o <Z b3 + b2> —) b, (4.191)
j 12 j:1 j:1

j>4

D—1 1 1 - -
dy + —d di = —— B2+b2 | = b, 4.192
D 1+D3+;j 4bb22<; it ) ;] (4292)

1 1 "N, -
d1+d2+2(1— Dj(D_1)>dJ = T (;bﬂ+b) ;bﬂ,. (4.193)

j=4

Seja W =37, b4 e Wy = i1 bjo- No caso n = 3, as equagdes acima sao dadas

por

—(D — 1)d2 + dg 4bb12W Wo,

1
(1— 1/D)d1 +1/Ddy = ——W — W, (4.194)
Abby

W —Wh.

di +dy = 4bb
32

Suponha dy = @W — Wy. Desta forma, segue da segunda e da terceira equacao de
(4.194) que

1 1 1 1 1 D—-1
d=—(— - — dy = — [ — D
L4 (532 b22>W, ST b (b12+ bao )W o

Para n > 4, subtraindo a equacao (4.191) pela equagao (4.192) multiplicada por %,
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obtemos

D—1 1+ D;(D—-1) 1 1 1 b-1
gt d j di = — [ — —
35 (di +dy) + Z DD,; VT (bgz Db12)

j>4

Multiplicando a equagao acima por % e subtraindo pela equagao (4.193), segue que

1+D;(D-1) 1-DD-1Y, 1 | D 1
Z( D,D-1)  DD-1) >djE(_(D—1)bl2+(p—1)bg2_@)w’

Jj=4

dai, segue que

Vamos supor, para cada j > 4, que

D; -1 D D-1
dj=—21— | —+—— W. 4.195
J 8(TL — 3)b (b12 + b22 b32 ) ( )

Desta forma, subtraindo a equagdo (4.193) da equagao (4.192), obtemos

1 1 1 1 1 /-1 1

—dy+dy— —dy— ——> —dj=——+— | W

ph TR p® D—12D~] 4b(b2g+b32>
j>4

Portanto, substituindo (4.195) na tultima igualdade concluimos que

D 1 9-D D-1
4+ Ddy—dy = 2 )= W
1 Dy = ds 8b(D—1){b12+ by b }
Seja
1 1
d W+ — W, (4.196)

T Abbn(D—1) | D-—1
Entéao, substituindo (4.196) em (4.191) temos que

1
4bbasy

D

J

W—Wo+ds+ Y D_

j>4 J

1 1
di = ——
T 4bbyy

W_W(b

103



logo, da tultima igualdade obtemos

1 1 1 1 1 D D-1
dy = —(—+— )W S0, 1) (- + = — )W.
3 4b (b12 b22> 8(TL— 3)b ;< / ) ( b12 622 b32
Portanto

1 1+D;, 2+D(1-D;) (D;—1)(D-1
dg,:gb(n_B)Z( Jbru + 2t 222 )+< bii ))W. (4.197)

j=4

Substituindo a equagao (4.195) e (4.197) em (4.192), obtemos

h = _Dl— 1%~ Dl2 1 ;dj T —D1)beQW - Dlz o
~ 8(D- 1_)171 - 3)b < <1 ;;ZDj 2 DIS;_ 2 B ZED - 1>> e
RO = 1;(n 3% ; (IZ? - _ZQDj + 2 _b;)DDj) e
D —Dl)bb22W - Dlz o
Portanto

j=4

(4.198)

1 1— D;(1— D) D
W+ ——W,.
+8b(n—3); bss Ti-pe

De (4.195), (4.196), (4.197) e (4.198) obtemos as constantes dy, ds,..., dy,.
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