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"A dnica forma de chegar ao impossivel,
€ acreditar que € possivel”
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Resumo

Neste trabalho estudamos um problema eliptico singular sob a presenga de uma perturbacao subli-
near em dominios suaves e limitados de RY , N > 1. Estabelecemos resultados de existéncia de solugoes
positivas e nao negativas combinando métodos variacionais e perturbagoes no termo singular. A principal
caracteristica do nosso resultado sobre existéncia de solugoes positivas é permitir que o termo singular
g(z,t) divirja para 400 ou —oco quando ¢ se aproxima da origem em certos pontos do dominio. Resultados
sobre multiplicidade, nao existéncia e concentragao de solucdes também sao abordados.

Palavras chave: problemas singulares, métodos variacionais, argumentos de perturbacao
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Abstract

In this work we study an elliptic singular problem under the presence of a sublinear perturbation in
smooth and bounded domains of RN, N > 1. We establish existence results for positive and nonnegative
solutions combining variational methods and perturbation arguments in the singular term. The main fea-
ture of our work about the existence of positive solutions is to allow the singular term g(z,t) to diverge
to +00 or —oo when t approaches the origin in certain points of the domain. Multiplicity, nonexistence
and the concentration of the solutions are also tackled.

Key words: singular problems, variational methods, perturbation arguments

iv



Sumario

Notagoes
Introducgao

1 Existéncia de uma solugao positiva
1.1 Introdugao. . . . . . . . . . . .. ...
1.2 Existéncia de uma subsolugao positiva para o problema . .
1.3 Resultados preliminares e um caso particular . . . . . . ..
1.4 Demonstracao do Teorema 1.1. . . . . . .. ... ... ...

2 Existéncia de duas solugoes nao negativas
2.1 Motivagao . . . . . ...
2.2 Estudando um caso mais geral . . .. ... ... ... ...
2.3 Resultados preliminares . . . . .. ... ... ... .. ...

2.4 Limitacdo das solugdes em H}(Q) N L>(Q) e resultados de regularidade. . . . . . . . ...

2.5 Resultados auxiliares . . . . . . ... .. ...
2.6 Duas solugoes do problema perturbado . . . . . . . .. ...

2.7 Estimativas do gradiente para as solucoes do problema perturbado . . . . . ... ... ..

2.8 Demonstracao do Teorema 2.1. . . . . . .. ... ... ...

3 Resultados de nao existéncia
3.1 Nao existéncia para pequenos valores do pardmetro A . . .
3.1.1 Solugdo positiva . . . . ... ..o

3.1.2  Solugdo nao negativa e nao trivial . . . ... .. ..

3.2 Nao existéncia em fun¢do do termo singular . . . . . . . ..

4 Problemas parcialmente singulares

4.1 Existéncia de uma solucao nao negativa e nao trivial paratodo A>0. . . . . .. ... ..

4.2 Concentragao das solugdes . . . . . . . ... ... ...

5 Apéndice
5.1 Formulagao fraca . . . . . . . . ... ... ... ... ...,
5.2 Existéncia de solugoes para problemas elipticos semilineares

Bibliografia

10
10
11
12
18

22
22
23
25
26
29
31
34
40

46
46
46
48
49

59
99
64

68
68
72

79



Notacoes

LP(Q) = {f:Q%Rmensuréwel; f|f|pdac<oo}, 1 <p<oc;
)

wkr(Q) = {ue L},.(Q); para todo multiindice |a| < k, D% existe e D*u € LP(Q)},1 < p <

00;
HE(Q) = Wh2(9);

H(Q) é o fecho de C§°(2) com a norma de H!(Q);

L(X,Y)={T:X =Y ; Télinear.};

|A| denota a medida de Lebesgue do conjunto A;

V denota o operador gradiente;

A denota o operador laplaciano;

| - || denota norma de H¢;

| - ||z denota a norma de E;

ut = max {u(z),0};

u” = max {—u(z),0};

A CC B significa que A estid compactamente imerso em B, ou seja A é compacto e A C B;

x4 denota a funcao caracteristica do conjunto A.



Introducao

Neste trabalho estamos interessados em solugoes positivas e em solugdes nao negativas e nao triviais

do problema

{ —Au = (_g(x’u) + /\f(x’u))X{u>O}7 em (2, (P)\)

u =0, sobre 01,

onde Q C RY ¢ um dominio suave e limitado, N > 1, A é um parametro real, a funcio g pode apresentar
singularidade na origem e a fungao f é sublinear no infinito.

Problemas singulares do tipo (Py) aparecem no estudo de fluidos ndo-Newtonianos, modelos de forma-
¢ao biologica, fluxos de pseudoplasticos, fluidos mecéanicos, na teoria da condugao do calor em materiais
que conduzem eletricidade e em muitas outras areas (veja [22]| e suas referéncias).

Neste trabalho utilizamos métodos variacionais combinados com perturbagoes no termo singular e
no dominio. Os métodos utilizados nos levam a obtencao de solucoes, no sentido das distribuicoes, nos
espagos H} () e HL ().

Na literatura matemética encontramos uma vasta quantidade de trabalhos voltados ao estudo de pro-
blemas singulares. Citamos, a seguir, alguns resultados obtidos nesta éarea, enfatizando as caracteristicas
das singularidades estudadas e nao mencionando as perturbagoes que foram consideradas pelos autores,
exceto aquelas que estao diretamente associadas ao nosso trabalho.

Crandall, Rabinowitz e Tartar [14] estudaram o problema de Dirichlet com uma nao linearidade singu-
lar e um operador mais geral do que o laplaciano. Supondo que o termo singular satisfaz lim,_,o+ g(x, t) =
—00, estes autores estabeleceram a existéncia de uma solugdo positiva para o problema em C?(Q)NC(Q).
Quando o termo néo linear é monétono, eles regularizaram a fungao singular g(z,t) tomando g(x,t + ¢),
para € > 0, e analisaram o problema resultante utilizando o método de sub-supersolucao. No caso em
que g nao é mondtona, utilizou-se o método de bifurcagao. Também foi apresentado um estudo sobre o
comportamento das solugbes e uma estimativa para |Vu| proximo a fronteira de Q, €.

Sun, Wu e Long [30] e Perera e Silva [33] estudaram o Problema (P)) considerando os operadores
laplaciano e p-laplaciano, respectivamente, no caso particular em que g(z,t) = —a(z)t=?, B € (0,1) e
a(xz) > 0 em Q. Nestes trabalhos foram apresentados resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes
positivas obtidos via métodos variacionais, em [30], e via uma combinagdo de métodos variacionais,
método de sub e supersolugao e perturbagao da singularidade, em [33]. Posteriormente, Perera e Silva
[34] contemplaram o operador p-laplaciano e uma classe mais geral de singularidade, tratando o caso em

que g(x,t) pode mudar de sinal longe da origem e onde ndo se impoe qualquer restri¢ao inferior quanto
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ao crescimento de g com respeito a variavel t. Abordando o caso em que a singularidade se comporta
como lim;_g+ g(z,t) = —oo, podemos citar também os trabalhos [9], [13], [24], [26] e [27] envolvendo o
operador laplaciano. Em se tratando do operador p-laplaciano, além dos trabalhos acima mencionados,
citamos Gongalves, Rezende e Santos [25].

Davila e Montenegro [16] e Diaz, Morel e Oswald [19] apresentaram resultados de existéncia para (Py)
quando g(z,t) =t7# com 0 < B < 1, aplicando o método de sub-supersolugio. Combinado a este método
estdo um argumento de perturbacao da singularidade, em [16], e métodos variacionais, em [19]. Também
citamos o trabalho de Choi, Lazer e McKenna [10] como referéncia para este caso especifico. No caso
particular em que g(z,t) =t % e f(z,t) =t?, com 0 < 3,p < 1, Déavila e Montenegro [18] estabeleceram
a existéncia de solugdes radiais para o Problema (Py) no caso em que 2 é a bola unitaria centrada na
origem. Problemas singulares, sob a hipotese lim;_,q+ g(x,t) = 400, também foram abordados por [31],
[32] e [41].

Nosso objetivo, neste trabalho, é estudar a existéncia de solugoes positivas e de solugoes nao negativas
e ndo triviais para (Py), abordando os casos em que lim;_,q+ g(z,t) = —o0 e/ou lim;_,o+ g(z,t) = 400,
e descrever o conjunto dos valores do pardmetro A para os quais o problema admite solu¢do quando a
fungdo f apresenta comportamento sublinear no infinito. Ao longo deste trabalho, iremos denotar por
A1 o primeiro autovalor do operador —A em €2, com condigao de Dirichlet na fronteira, e 1 denotaré a
autofuncdo associada a este autovalor.

O Capitulo 1 ¢ dedicado ao estudo da existéncia de solugdes positivas para (Py) quando f € C(Q x
[0,00)) e g € C(Q x (0,00)) sdo fungoes satisfazendo:

it . o]
(91) liminf 9(z.t) > —\q, uniformemente em (2;
t—00 t

(g2) existe 0 < v < 1 tal que limsup,_, g+ g(x,t)t7 < oo, uniformemente em Q;

t _
(f1) liminf @) > 0, uniformemente em (2;
t—0+ t
(f2) lim fzt) = 0, uniformemente em Q.
t—00 t

A seguir, enunciamos o primeiro resultado do nosso trabalho.

Teorema 1.1. Suponha (g1), (92), (f1) e (f2) satisfeitas. Entdo, existe \° > 0 tal que o problema (Py)
possui uma solugio positiva u € HE (Q) N C(Q), para cada A > \°.

Shi e Yao [38] estudaram (Py) quando g(x,t) = a(x)t™" e f(x,t) =, com 0 < 3,p < 1, e apresenta-
ram resultados de existéncia de solucao classica em funcao do parametro \. Estes autores consideraram,
inclusive, o caso em que a muda de sinal em (). Isto implica que existem pontos de 2 onde temos
lim;_,o+ g(z,t) = —oo e pontos onde lim; .o+ g(x,t) = +00. Ghergu e Radulescu [22] estudaram um
problema similar a (Py), com g(z,t) = a(z)g(t), diferenciando-se pela inser¢do de um segundo termo
nao linear ph(z), com h > 0 e g > 0. Supondo que lim;_,q+ g(t) = 400 e que f, g sdo fungoes Holder
continuas e monotonas satisfazendo (f2) e (gz2), os autores verificaram a existéncia de solugoes cléssicas
via o método de sub-supersolucao, abordando também o caso em que o potencial ¢ muda de sinal.

Enfatizamos que, sob as condigoes (g1) e (g2), podem existir pontos distintos z1, 25 € Q tais que

lim; o+ g(21,t) = +00 e lim;_,o+ g(x2,t) = —oco abrangendo, neste aspecto, os casos tratados em [38] e em
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[22], uma vez que nao impomos restrigao no decaimento de g(z,t), quando t — 0. Por outro lado, o Teo-
rema 1.1 também engloba os casos tratados em [30], [33] e [34] uma vez que podemos ter lim;_,o+ g(x1,t) =
+00. Em particular, mencionamos que o Teorema 1.1 permite estabelecer a existéncia de solugao positiva
para o Problema (Py) com g(z,t) = sin(1/t)t=? ou g(x,t) = sin™ (1/¢)t=° — sin™(1/t)et, 0 < B < 1.
Definindo A = inf {\ > 0; (Py) possui solucio positiva em H}

L(Q2)NC(Q)}, como consequéncia da

demonstracao do Teorema 1.1, temos o seguinte corolério:

Corolario 1.2. Suponha (g1), (g2), (f1), (f2) satisfeitas e f(x,t) >0 em Qx[0, 00). Entdo, 0 < A < oo

e (Py\) tem uma solugdo positiva uy € H. () N C(Q) para todo X > A.

Para demonstrar o Teorema 1.1, consideramos, inicialmente, uma condigdo mais forte do que (g1).
(§1) existem constantes a > 0 e C' < \; tais que g(x,t) > —Ct — «, para todos z € Q e t > 0.

Quando a condigao acima é satisfeita, utilizamos uma técnica de perturbagao no dominio {2 e métodos
variacionais para estabelecer a existéncia de uma solugdo positiva para (Py), sob as hipoteses (g1), (g2),
(f1) e (f2). Em seguida, supondo que g satisfaz (g1), utilizamos este resultado e um argumento de
perturbagdo da singularidade para estabelecer o Teorema 1.1. Destacamos que, sob a hipotese (g1), o
Teorema 1.1 e o Corolario 1.2 podem ser enunciados para fungdes no espago H3(Q) N C(Q).

Nos demais capitulos de nosso trabalho, vamos direcionar o estudo de (Py) para o caso em que a
singularidade satisfaz lim;_,q+ g(x,t) = 4+00. No Capitulo 2 verificamos que, quando o parametro A é
suficientemente grande, existem duas solugoes nao negativas, nao triviais e ordenadas para o seguinte
problema

—Au = (—a(z)g(u) + Af (2, u))X{us0}, em €,
{ (Pxr.a)

u =0, sobre 0.

Choi, Lazer e McKenna [10] demonstraram a existéncia de duas soluges positivas para (P ), em
1
3
estudaram o problema acima via métodos variacionais quando a(x) = 1, g(t) =t~ % e f(z,t) = t?, com

dimensdo N = 1, supondo que a = 1, g(t) = t?, com 0 < 8 < %, e f = 1. Montenegro e Silva [31]
0 < B,p < 1. Considerando uma perturbagao no termo singular, g.(¢), e utilizando o Teorema do Passo
da Montanha, os autores em [31] demonstraram a existéncia de duas solugoes distintas, ndo negativas e
ndo triviais ul,u? para (P,), com g = g.. Para verificar que as solugoes obtidas convergem, quando
¢ — 0, para duas solugdes distintas, ndo negativas e nao triviais de (Py,), ¢ essencial uma estimativa
local para o gradiente das solugoes u..

Em nosso estudo sobre a multiplicidade de solugdes para (P ), supomos que a € C*(Q), para algum
O0<v<l, feC(Qx][0, 00))NCH*(Q x (0, 00)), para algum 0 < u < 1, e g € C%((0, c0)) sdo fungdes

satisfazendo:
(G1) existe uma constante ag > 0 tal que a(x) > a¢ para todo x € §;

(fs) existem mq,t1 > 0e0 < p < 1 tais que |f(x,t)|+|fz(z, )| +t|fe(x,t)] < mqtP, paratodo 0 < t < ty,

uniformemente em €2;
(g1) existem C < ﬁ e a > 0 tais que g(t) > —Ct — «, para todo t > 0;
(g2) existem tg > 0,60 > 0e 0 <~ <1 tais que vg(t) + tg'(t) > —6, para todo 0 < t < tg;

() lim, 0+ L2 = 00, com p dado por (f3);
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(g4) existe ta > 0 tal que 2¢/(t) + tg”(t) <0 e ¢'(t) <0, para todo 0 < t < ts.

A seguir, enunciamos um resultado de multiplicidade de solucoes para (P ).

Teorema 2.1. Suponha (a1), (f1)-(f3), (§1)-(§s) e (ga) satisfeitas. Entio, existe X > 0 tal que o

Problema (P.,) possui duas solugées ordenadas, nao negativas e nao triviais em H} () para A > A

Observe que o Teorema 2.1 estabelece multiplicidade de solugdo para o Problema (Py,) quando
a(r)=1legt)=t",0< B <1,ougt) =—log(t), complementando os resultados sobre a existéncia
de solugbes ndo triviais para (Py,) (veja [15], [16] e [32], respectivamente), para estes casos especificos.

Na demonstracao do Teorema 2.1, inspirados pelo trabalho de Montenegro e Silva [31], utilizamos a
técnica de perturbagao do termo singular combinada com métodos variacionais para obter duas solugoes
distintas, ndo negativas e nao triviais para (P ,). Destacamos que, na nossa demonstragdo do Teorema
2.1, também é essencial uma estimativa para o gradiente das solu¢oes do problema perturbado. Outro
ponto que merece ser realgado é que conseguimos estabelecer uma ordenagao entre as solugoes do problema
(Pa,q), obtendo uma informacao adicional para o resultado apresentado em [31].

Também é pertinente observar que, como consequéncia dos Teoremas 1.1 e 2.1, sob as hipo6teses do
Teorema 2.1, o Problema (P ,) possul uma solucao positiva e duas solugdes nao negativas e nao triviais,
para A > max {\°, 5\} No entanto, nao podemos afirmar que uma das solugoes obtidas no Teorema 2.1
é a solugao positiva dada pelo Teorema 1.1.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo de ndo existéncia de solugbes para (Py) e (P,q). Dividimos os
resultados obtidos em duas classes: em fungao do parametro \, estudada na Secao 3.1, e em funcgao do
termo singular, estudada na Segao 3.2.

Zhang e Liao [41] apresentaram um resultado de ndo existéncia para (Py,), quando g(t) = t=7,
f(z,t) = t?, com 0 < B,p < 1, e o potencial a é localmente Holder continuo, ndo negativo e nao
trivial. Aplicando o método de sub-supersolugao, os autores demonstraram que nao existe solugao positiva
e classica para (Py,) quando A é suficientemente pequeno. Ghergu e Radulescu [22] estudaram um
problema similar a (Py,) e estabeleceram um resultado sobre a ndo existéncia de solugdes positivas
quando o parametro A é suficientemente pequeno. Neste caso, os autores consideraram fungoes, a, f e g,
Holder continuas, a estritamente positiva, g nao negativa e f(x,t), g(t) e f(x,t)/t mondtonas em relagao
a variavel ¢. Diaz, Morel e Oswald [19] também apresentaram um resultado similar para (P ), quando
a(x)=1, fe LY(Q), f >0eg(x,t)=t", com0< < 1.

No nosso primeiro resultado do Capitulo 3, consideramos f € C(Q x [0,00)) e g € C(Q x (0,00))

satisfazendo:
(g;) existe uma constante C' < \; tal que g(x,t) > —Ct, para todos t > 0 e = € €);
(g3) lim(i)gfg(a:,t) > h(xz) >0 com h(xz) # 0 em Q;

t—

e, inspirados pelo trabalho de [22], estabelecemos o seguinte teorema

Teorema 3.1. Suponha (G1), (g3) e (f2) satisfeitas. Entao, existe \* > 0 tal que o Problema (Py) ndo
possui solugio positiva em HE(Q), para 0 < A < \*.
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Observe que o resultado acima exige apenas que g seja limitada inferiormente por uma fungao linear,
que f seja sublinear no infinito e que, quando ¢t — 07, a funcdo g ndo convirja para a funcao identicamente
nula. Dessa forma, melhoramos o resultado apresentado em [22].

(92), (g3), (f1) e (f2),
), para 0 < A < A\*, e
,t) > 0em Q x [0,00),

Como uma consequéncia direta dos Teoremas 1.1 e 3.1, sob as hipdteses (g1),
existem 0 < A\* < A0 tais que (P)) nao possui solucio positiva em HE(Q2) N C(Q
(Py) possui solugdo positiva em H}(Q) N C(2), para A > A°. Além disso, se f(x
temos A* = A\’ = A (veja a Proposicio 3.2).

A seguir, ainda na primeira se¢do do Capitulo 3, exibimos um resultado sobre a nio existéncia de
solucGes nao negativas e nao triviais para (Py , ), permitindo que o potencial a(z) se anule em conjuntos de
medida nula. Para estabelecer nosso préximo resultado, consideramos f € C(Q x [0,00)), g € C((0,00))

e a € L*>®(Q) satisfazendo as hipoteses a seguir:

" t
(f3) existe 0 < p <1 tal que limsup f(gi; )
t—0+

< 00, uniformemente em €;

(g1) existe uma constante C' < et tal que g(t) > —Ct, para todo ¢t > 0;

aH

(g%) hménf t( ) > 0, para algum 0 < r < p, onde p foi dado em (fg);
t—

(a1) a(z) >0, mas a(z) £ 0 em ;

(a3) a(z)~t € L°(Q), onde o = ;}:’;%, ser<p,ec=00,8eT=0p.

Observe que a condigao (a3) implica que |A°| = 0, onde A% = {z € Q; a(z) = 0}.

Teorema 3.3. Suponha (a1), (as), (f2), (f3), (91) e (g5) satisfeitas. Entio, existe X > 0 tal que o

Problema (P,q) nao possui solu¢do nio negativa e nao trivial em HE (), para 0 < X < A.

Davila e Montenegro [16] estabeleceram a existéncia de uma tnica solugdo maximal uy > 0 para o
problema (P ,) quando a = 1, g(t) = t=%, 3 € (0,1), e a fungdo f é concava, sublinear, f # 0 e f;
é continua em ) x (0,00). Montenegro e Olivaine [32] verificaram a existéncia de uma solugdo uy > 0
para o Problema (Py) quando a = 1, g(t) = —log(t) e f # 0 é uma func¢ao nao decrescente, sublinear
e fi é continua em Q x (0,00). Em ambos os trabalhos, demonstrou-se a existéncia de \* > 0 tal que
H{z € Q; ur(z) = 0} > 0, para 0 < A < A\* (em [32] quando \; > e~1). Note que, quando A\; > e~!,
supondo adicionalmente a hipotese ( fg), o Teorema 3.3, implica que existe A < A\* tal que, para 0 < A < )\,
o Problema (P, ,) s6 admite a solugéo trivial (veja a Proposicao 2.8 em [16], para o caso em que {2 é um
intervalo em R).

Sob as hipoteses do Teorema 2.1, como consequéncia deste teorema e do Teorema 3.3, deduzimos que
existem 0 < X < \ tais que (Py) ndo possui solucio nio negativa e nio trivial, para 0 < A < X, e (Py)
possui duas solu¢des nao negativas e nao triviais, para A > .

A Segao 3.2 trata de resultados de nao existéncia de solu¢ao em fungao do termo singular. Nesta
diregéo, inicialmente, mencionamos o trabalho de Choi, Lazer e McKenna [10] que estudaram (Py) quando
gz, t) =t=P, f(x) € C*(Q), para 0 < a < 1, e f # 0. Estes autores demonstraram que, para 3 > 1, ndo
existe solugao positiva e classica para o Problema (Py). Posteriormente, Ghergu e Radulescu [22] supondo
que o potencial a(x) é estritamente positivo, f é sublinear, g é ndo crescente e satisfaz fo t)dt =
verificaram que (P} ,) néo possui solugao classica para qualquer valor de A. Motivados por este resultado,

consideramos f € C(Q x [0,00)) e g € C(2 x (0,00)) satisfazendo (f2) e a hipotese a seguir:
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(g7) g(x,t) >0 e existem ty > 0, a € C(Q) e § € C((0, <)) tais que
(i) g(z,t) > a(z)g(t) >0 para 0 <t < tge x € Q;
(ii) a(z) > 0 em Q;

(iii) ¢ € nao crescente para 0 <t <t e fto

o g(t)dt = oc.

Note que as condigoes (1) e (g7) envolvem diferentes tipos de singularidade. Considere, por exemplo,
a funcdo g(x,t) = t 8. Para qualquer valor de 8 > 0, a condigdo (§;) é satisfeita, enquanto que a condigao
(g7) so é satisfeita para 8 > 1. Sob a hipotese (g7), obtemos um resultado que abrange o caso tratado
por [22].

Teorema 3.5. Suponha (f2) e (g7) satisfeitas. Se a(x) Z 0 sobre 9L, entao o Problema (Py) nao possui
solugdo positiva em HE(Q) N C(Q) para qualquer valor de A > 0.

Note que, no Teorema 3.5, ndo supomos ¢ estritamente positiva em €, basta que nao se anule sobre a
fronteira de €. Além disso, ndo supomos monotonicidade em g, mas sim na fungdao que a limita inferior-
mente proximo da origem. Nossa demonstragao envolve apenas métodos variacionais e um argumento de
contradi¢gao. Como resultado do Teorema 3.5, verificamos que a existéncia de solugoes nao negativas e nao
triviais para (P ,) esta relacionada ao potencial a. Considerando o conjunto A* = {z € Q; a(z) > 0},

temos o seguinte resultado

Teorema 3.9. Suponha (f2) e (g7) satisfeitas. Entao, para qualquer valor de A > 0, o Problema (Py)
nao possui solugdo nao negativa e nao trivial u € H(Q) N C(Q) tal que d{z € Q; u(x) > 0} seja suave

e intercepte o conjunto AT.

Em particular, quando a funcdo a é estritamente positiva em 2, o Teorema 3.9 implica que o
Problema (P ,) ndo possui solugdo nao negativa e nao trivial u para qualquer valor de A > 0, com
O{x € Q; u(x) > 0} suave. A seguir, utilizando um argumento analogo ao da demonstracao do Teorema

3.5, obtemos uma versao do Teorema 3.9.

Teorema 3.10. Suponha (f2) e (g7) satisfeitas. Entao, para qualquer valor de A > 0, o Problema (Py)
nao possui solugdo ndo negativa e nao trivial u € HE(Q) N C(Q) tal que O(Q N {z € Q;u(z) > 0}) tenha
uma parte suave I'y, e Ty N AT £ (.

O Capitulo 4 é dedicado ao estudo de soluges nao triviais de (Py 4) € apresenta também um resultado
sobre a concentracio destas solugdes envolvendo o potencial a. Na Secdo 4.1 supomos que f € C(Q x
[0, 00))NCLH (2 x (0, o0)), para algum 0 < p < 1, g € C%((0, >)) e a € C*¥(Q), para algum 0 < v < 1,

satisfazem:
(ag) int(A®) # 0, onde A° = {x € Q; a(x) = 0};
(a7) a(z) >0 em Q;

(f1) liminf @

= +00, uniformemente em §2.
t—0+
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Inspirados pelos resultados de nao existéncia de solugao apresentados no Capitulo 3 e utilizando ar-

gumentos semelhantes aos do Capitulo 2, apresentamos o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Suponha (ao), (at), (f1), (f2), (fs), (§1)-(9s) e (ga) satisfeitas. Entdo, para qualquer

valor de X\ > 0, existe uy € H}(Q) uma solugio nao negativa e nao trivial de (P q).

Enfatizamos que, na demonstracio do Teorema 4.1, é essencial supor que int(A°) # ), tendo em vista
que estabelecemos a existéncia de solucao para o problema (Py,) via um argumento de minimizacao
global. Note que, sob as hipoteses do Teorema 4.1, podemos aplicar o Teorema 1.1 com g(z,t) = a(z)g(t)
para concluir que o Problema (Py,) possui solugao positiva em Hg(Q) se A > 0 for suficientemente
grande (veja o Teorema 1.5). No entanto, ndo somos capazes de afirmar que esta solucéo é a solugdo nao
negativa e nao trivial fornecida pelo Teorema 4.1.

Também, como consequéncia dos Teoremas 4.1, 2.1 e 3.3, sob as hipoteses (f1), (f2), (f3), (91)-(g3) e

(g94), podemos afirmar que:

(i) se a satisfaz (ag) e (a}), existe solugio nio negativa e nao trivial de (Py,) em H}(Q), para todo
A >0

(ii) se a satisfaz (a3), existe A > 0 tal que (Py,) ndo possui solugdo ndo negativa e nao trivial em
HE(2), para 0 < A < X

(iii) se a satisfaz (d,), existe A > 0 tal que (P q) possui duas solu¢des nio negativas e nao triviais em
HL(Q), para A > .

Estes resultados nos permitem deduzir que existe uma relac¢ao entre o potencial a(x) e o comportamento
das solugOes nao negativas e nao triviais para (Py ). A Segdo 4.2 ¢ dedicada ao estudo desta relagao.
Supondo que a € C(Q), f € C(Q x [0, 00)), g € C((0, 00)) e que a condigio

g3) liminf g(t) > 0
(g3) liminf g(t) >

é satisfeita, estabelecemos a seguinte proposicéo:

Proposigao 4.6. Suponha (a1), (§1), (§3) e (f2) satisfeitas. Seja {ur} C H{(2) uma familia de solu-
¢oes nao negativas e nao triviais de (Py ). Entao, |[{z € int(AT); ux(xz) > 0} — 0, quando X\ — 0.

Uma consequéncia imediata da Proposi¢ao 4.6 é o seguinte corolério:

Corolério 4.7. Suponha (a1), (91), (g3) e (f2) satisfeitas. Seja {uy} C HY(Q) uma familia de solugdes
nao negativas e nao triviais de (Py o). Se [0AT] =0, entdo |{z € At; ux(z) > 0} = 0, quando A — 0.

Quando a fungao f satisfaz, adicionalmente, a seguinte condigao:
(fa) existe t1 > 0 tal que f(x,t) > 0, para todos 0 <t <t; ez €

obtemos um resultado que complementa a Proposigao 4.6:

Proposicao 4.8. Suponha (a}), (1), (33), (f2) e (f1) satisfeitas. Seja uy € Hi(Q)) uma solugdo ndo

negativa e nao trivial de (P ). Entio uyx 0 em AT, para qualgquer valor de X.
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Antes de apresentar os resultados finais deste trabalho, relembramos que H}(€) denota o espago de
Hilbert dotado da norma || - || associada ao produto interno (u, v) = [, VuVu, para todos u, v € H} ()
e A1 > 0 & o primeiro autovalor do operador —A em H}(Q).

Dizemos que uma fun¢io v € Hg(Q) (ou u € HL () ¢ uma solugao de (P,), no sentido das

distribuigoes, se ela satisfaz
[ 9= [ (= gleu)+ Mw)e, vo € CE(@) 1)
Q {u>0}

No dltimo capitulo do nosso trabalho, o Capitulo 5, demonstramos que toda solu¢ao de de (Py), no
sentido das distribuigoes, é, na verdade, uma solugao fraca de (Py), i.e., a equagdo (1) vale para toda
¢ € H}(Q). Suponha que g € C((0,0)) e f € C(2 x [0,00)) sejam fungdes satisfazendo (g1) e

(f3) Existem constantes ¢; > 0 e cg > 0 tais que | f(z,t)| < ¢1 + coft|”, para 1 < r < 2* — 1.

A seguir, enunciamos o resultado principal da Se¢éao 5.1.

Proposicao 1.6. Suponha (31) e (f3) satisfeitas. Sejau € HL(Q) uma solugio de (Py) no sentido das

distribui¢oes. Entao, u € solugao de (Py) no sentido fraco.

Na secao 5.2, estabelecemos resultados de existéncia e multiplicidade de solugbes para problemas
elipticos semilineares do tipo

(2)

—Au = h(z,u), Q,
u =0, o9,

onde h : Q x R — R é uma funcido de Carathéodory. Nosso primeiro resultado nesta secio supde que h

satisfaz a seguinte condigao:
(Hy) h élocalmente limitada, i.e., h é limitada em subconjuntos compactos de € x R.

Associado ao Problema (2), temos o funcional I : H}(Q) — R dado por I(u) = 3lul|* — [, H(z,u).
Supondo a existéncia de 4 € H}(2) N L>°(Q), uma supersolugio ndo negativa e nao trivial de (2), esta-

belecemos o seguinte resultado:

Proposigao 5.3. Suponha que (Hp) seja satisfeita, que h(z,0) = 0 e que exista u € HE(2) N L>(Q),
uma supersolu¢do nao negativa e ndo trivial de (2), tal que

(Il) I(ﬁ) <0;

(I2) Existem o> 0 e 0 < p < |al tal que I(u) > a para todo w € 0B,(0) e 0 < u < 4.

Entdo, o Problema (2) possui duas solugdes nao triviais ui,us € HZ () tais que 0 < uy,us < i e
I(ug) <0< a < I(uy).

Ressaltamos que nao encontramos na literatura resultado similar ao da Proposicao 5.3.
Ainda na Segéo 5.2, apresentamos mais duas versoes da Proposigao 5.3 (veja as Proposigoes 5.5 e 5.6),

sem impor que @ € L*>(§2) e supondo que h satisfaz

(H) Existem constantes ¢; > 0, co > 0 tais que |h(z,t)] < ¢1 + eoft|”, para (z,t) € Q x R, onde
1<r<oo,se N=1,2,el<r<2*—1,se N >3,



Capitulo

1

Existéncia de uma solucao positiva

1.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos o problema

{ —Au = (fg(ac,u) + Af(xau))X{u>O}a em Qa (P)\)

u =0, sobre 02,

onde A\ > 0 é um parametro real, 2 é um dominio suave e limitado de RV ¢ N > 1. De agora em diante
sempre supomos f € C(2 x [0, o)) e g € C(Q x (0, o0)), a menos que o contrério seja dito. Considere

as seguintes hipoteses
x,t —
(g1) liminf 9(@.t) > —\1, uniformemente em {2;
t—00 t

(g2) Existe 0 < < 1 tal que limsup g(x,t)t” < oo, uniformemente em €;

t—0+t
t _
(f1) liminf M > 0, uniformemente em 2;
t—0+ t
t _
(f2) lim M = 0, uniformemente em (2,
t—o00 t

onde \; é o primeiro autovalor do operador —A com condi¢ao de Dirichlet na fronteira.

Observe que as condigoes (g1) e (g2) permitem que g seja ilimitada inferiormente e superiormente
numa vizinhanga positiva da origem. O resultado principal do nosso trabalho, neste capitulo, estabelece
a existéncia de uma solucao de (Py) quando o pardmetro A é grande o suficiente.

Inspirados pelo trabalho de [34], estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 1.1. Suponha (g1), (g2), (f1) e (f2) satisfeitas. Entdo, existe \° > 0 tal que o problema (Py)
possui uma solugio positiva u € H} (Q) N C(Q) para cada X > \°.

Observamos que, na verdade, o fato de w ser positiva em 2 e um argumento de regularidade para
problemas elipticos ndo lineares implicam que v € C*?(Q) para algum 6 € (0, 1).
()N C(Q)} e supondo que, além das

condigoes (f1) e (f2), a fungdo f satisfaz f(z,t) >0 em Q x [0,00), temos o seguinte resultado:

Definindo A = inf {\ > 0; (Py) possui solucio positiva em H}

loc
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Coroléario 1.2. Suponha (91), (g2), (f1), (f2) satisfeitas e f(x,t) >0 em Q x [0, 00). Entdo, 0 < A < 0o
e (Py) tem uma solugdo positiva uy € H () N C(Q) para todo A > A.

Dividimos a apresentagdo de nosso resultado em trés se¢des. A Segdo 1.2 é destinada a mostrar a
existéncia de uma subsolugao de (P)) utilizando as condigoes (g2) e (f1). Na Segao 1.3 enunciamos e
demonstramos alguns resultados preliminares supondo que a funcao g satisfaz uma versao mais forte da
condicdo (g1). Finalmente, na Secdo 1.4, apresentamos a demonstracdo do Teorema 1.1 e do Corolario
1.2.

1.2 Existéncia de uma subsolucao positiva para o problema

Nesta segao verificamos a existéncia de uma subsolugio positiva de (Py) sob as hipoteses (f1) e (g2).
Relembramos que 1 denota a autofungao positiva associada a A1, o primeiro autovalor do operador —A
em §) com condicao de Dirichlet na fronteira. Antes de demonstrar nosso primeiro resultado, observamos
que a hipotese (g2) é equivalente a seguinte condicao: existem constantes positivas A, C e vy € (0,1) tais
que

glz,t) <Ct™, para0 <t < Aex e (1.1)

Também observamos que de acordo com a condigdo (f), existem constantes positivas ¢y, t1 tais que
fla,t) > cit, para0 <t <t ex € Q. (1.2)

Estamos prontos para demonstrar o seguinte resultado

Lema 1.3. Suponha (f1) e (g2) satisfeitas. Entdo, existem \° > 0 e uma func¢io u € C*(Q) N C%(Q),

positiva em ), tais que u € uma subsolugdo de (Py), para todo X > \°.

2

Demonstragio. Considerando v dado por (1.1), defina u = cp; ™, com 8 € (v, 1) e ¢ > 0. Como

1+8<2e¢; >0em (, obtemos que u € C1(Q)NC?%(Q). Além disto, escolhendo ¢ > 0 suficientemente
pequeno, podemos supor que ||ullo < max{A,t1}, com A e t; dados respectivamente por (1.1) e (1.2).

Entao, a escolha de ¢ nos permite escrever

g(z,u(z)) < C’g(a:)fy,v r €, (1.3)

flz,u(z)) > cu(z),V z € Q. (1.4)
Para demonstrar o lema ¢ suficiente mostrar a existéncia de A° > 0 tal que para A > \°

_ 2(0=0) 145 5 2
Au = arpet v V| +

2\
1+

Por (1.4), podemos encontrar A > 0 tal que, para todo A > X,

%f(ﬂw) >

1+ﬁg,Vx€Q. (1.6)

A seguir, definindo o conjunto Ns(99) = {z € Q ; dist(z, Q) < 6}, como p; € C1(Q) e [Voi| >0
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sobre 012, existem ¢y > 0 e g > 0 tais que
V1|2 > ¢o >0, V& € Ni, (89). (1.7)

Como (3 > v, u € C(Q) e u(x) = 0 para todo x € 9N, utilizando (1.3), encontramos & € (0, dy) tal que

2(1 - B)eo

e PV e N5 (09).

u(x) gz, u(z)) <
Tendo em vista (1.5) - (1.7) e a desigualdade acima, concluimos que, para todo A > X > 0,

—Au < —g(z,u) + %f(x,g), V z € Ns(09Q). (1.8)

Por outro lado, utilizando o fato de u ser positiva e continua em {2, encontramos cs > 0 tal que
u(x) > cg > 0 para todo z € Q\ N5(99). Logo, por (1.3) e (1.4), encontramos X\° > X tal que, para todo
A> N0,

26’02_(7“) Aca

g, u(a) < Cey" = 29222 < 2 (o) W € 0\ Ny(00).

Esta estimativa combinada com (1.5) - (1.6) implica que, para A > \°,
—Au < —g(z,u) + Af(z,u), Vo €\ Ns(0Q).

O fato de u ser uma subsoluc¢ao de (Py) em ) é uma consequéncia direta de (1.8) e da desigualdade

acima. O lema estd demonstrado. O

Observagao 1.4. Observamos que os valores de u e A dependem apenas da funcdo f e das constantes

C, A e~ dadas na equagio (1.1).

1.3 Resultados preliminares e um caso particular

Nesta segao estabelecemos uma versao mais fraca do Teorema 1.1 supondo que g satisfaz a seguinte

versao da condigao (g1)
(g1) Existem constantes a@ > 0 e C' < A1 tais que g(z,t) > —Ct — a para todo z € Q e t > 0.

Note que a condigao (1) é mais forte do que (g1), uma vez que ela implica que g é limitada inferior-

mente por uma fun¢ao linear para todo t > 0.

Teorema 1.5. Suponha (§1), (92), (f1) e (f2) satisfeitas. Entdo, para todo A > Ao, o Problema (Py)

possui uma solugao u € Hg () tal que u > u em Q, com Ao e u dados pelo Lema 1.3.

Antes de demonstrar o Teorema 1.5, relembramos que u € Hg () é uma solugdo de (Py) no sentido

das distribuigoes, se ela satisfaz

/ Vquoz/ (= g(z,u) + Af(z,u)e, Vo € CE(Q). (1.9)
Q {u>0}
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A proposigdo que apresentamos a seguir estabelece que qualquer solu¢do de (P)) no sentido das
distribuigoes é uma solu¢ao de (Py) no sentido fraco, i.e., a equacdo (1.9) é valida se considerarmos
¢ € H}(Q). Supondo

(f3) Existem constantes ¢; > 0 e ¢a > 0 tais que |f(z,t)] < 1 + ealt|”, para 1 <r < 2* — 1,

onde 2* = %, se N >3, e 2" =+00, se N =2, estabelecemos o seguinte resultado

Proposigao 1.6. Suponha (1) e (f3) satisfeitas. Seja u € HE(Q) uma solugio de (Py) no sentido das

distribui¢oes. Entao, u € solugao de (Py) no sentido fraco.

A demonstragdo da Proposicao 1.6 sera feita na Sec¢ao 5.1 do Capitulo 5.

Para demonstrar o Teorema 1.5 necessitamos de alguns resultados auxiliares. Observe que, sob a
condicdo (g1), a fungdo g pode ter crescimento supercritico no infinito. Consequentemente, ndo podemos
garantir que o funcional associado ao Problema (Py) estd bem definido em Hg(£2). Para superar esta

dificuldade, consideramos R > max {1, 4, ||u||«} € a fungdo

g(x,t),set <R,
gr(z,t) = (1.10)
g(z,R),set > R.

A partir de agora fixamos A > Ag e consideramos o seguinte problema semilinear

—Au = hp(®,u)X{u>0y em €,
{u>0} (Prr)
u=20 sobre 0f).
onde hgr(z,t) = —gr(z,t) + Af(x,t). Observe que a fungdo gr possui a mesma singularidade de g na

origem e satisfaz (§;) e (1.1) com as mesmas constantes o, C, A,C e . Em vista disso, consideramos as
soluces de (Py,g) no sentido das distribui¢des ou no sentido fraco, como definido na Proposigao 1.6.

Nossa proxima meta é verificar que as solugoes de (Py g) sdo limitadas a priori em H}(Q) e em L>(Q),
independentemente de R, implicando que, para R suficientemente grande, qualquer solugao de (Py ) ¢,
na verdade, uma solu¢do de (Py). Primeiro enunciamos um lema auxiliar devido a Ladyzhenskaya e
Ural'tseva (veja [28]).

Lema 1.7. Seu e Wol’p (Q), p < N e existe cg > 0 tal que para ¢ > co,

/ [VulP < ye®|A VT,

c

onde A. ={x € Q; u(x) >c},£>0,0<a<&+p, entio u™ = max{u,0} € L™ (Q). Além disso
lut| L= <M < o0,

com a constante M dependendo apenas dey, a, &, ¢y, Qe ||u||L1(A )
o

Lema 1.8. Suponha (§1) e (f2) satisfeitas. Entdo, toda soluggo de (Py gr) € ndo negativa e pertence a
HY(Q)NL>(Q). Além disso, existe M = M()\) > 0, independente de R > max {1, A, ||lu||}, tal que toda
solug¢do u de (P gr) satisfaz

lull 2 @) < M, (1.11)
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lul| oo () < M. (1.12)

Demonstragao. Considere u € H}(Q) solugao de (Py g). Primeiramente, afirmamos que u é nao negativa.

De fato, por (g1), (f2) e pela Proposigao 1.6, a seguinte relagao é satisfeita

/vavv:i/ hr(z,u)v, Y v e H}(Q). (1.13)
Q {u>0}

Em particular, tomando v = u~ concluimos imediatamente que v > 0 em quase todo ponto de Q2. A

seguir, verificaremos a limitacdo das solugoes em H}(Q2). Por (g;) e (1.13) temos

ul|? < / |Vul|? —|—/ lgr(z,u) + Cu+ aju = )\/ fz,u)u +/ Cu? —|—/ ou.
Q {u>0} {u>0} {u>0} {u>0}

Note que, por (f2), dado € > 0 existe C. > 0, tal que

|f(z,8)] <es+Ce, Vs>0, e (1.14)

Esta estimativa, a Desigualdade de Poincaré e o Teorema da Imersao de Sobolev nos permitem en-

contrar uma constante c3 > 0 (independente de R) tal que

C e
1- - - 2 < eyl
(1- 5 - 5) hal* < calul

Como C < A; por (g1), tomando € > 0 pequeno o suficiente concluimos que (1.11) vale.

A seguir, verificamos (1.12). Observe que, quando N = 1, a estimativa (1.12) é uma consequéncia
direta da imersao H{ () < L° (). Logo, basta considerar N > 2. Dividiremos a demonstragio de
(1.12) em dois passos. Primeiramente, baseados em uma técnica devida a Brezis e Kato [4], estimamos
lu]|s, para todo 1 < s < co (veja p. ex. [34]). Chamamos a atengdo de que, para N = 2 ja temos uma
estimativa para ||ulls, visto que H}(Q) — L*(f2), para todo 1 < s < co. Resta estimar |luls quando
N > 3.

Como u > 0, basta mostrar que (u — ¢)* € L* (), para algum ¢ > 1. Por (1.10), (§1) e tomando

e =1em (1.14), temos

hr(z,u) = —gr(z,u) + Af(z,u) < M1(1+ u), parau > c, (1.15)
onde My :=C + A+ %j_‘fl € L*°(Q) é independente de u e R. Entéao, aplicando uma versdo do Teo-

rema de Brezis-Kato para problemas singulares [8, 9] (veja também [34] para um resultado relacionado),
concluimos que
u € L*(Q), para todo 1 < s < oo e |Julls < M, (1.16)

onde M; é uma constante independente de u e de R. Finalmente, estabelecemos a limitagao em L>°(£2).

Tomando r € (1, %), por (1.13), (1.15) e a desigualdade de Holder, temos

/Ac|vu|2:/ACVUVUZ/QVUV(U_C)JF:/QhR(x’u)(u_c)—i_</§2M1(1+u)(u—c)+

r—1
S Ml/ (]. —l—u)u S 2M1/ U2 S 2M1|AC|1/T (/ u72'1> S 2M1MS2|AC|1/T,
A Q

c c
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onde s = f_rl. Tomando ¢cg =1, € = % -1+ % e o = 0 no Lema 1.7 e tomando M maior, se necessario,

concluimos que a estimativa (1.12) é verdadeira. O lema esta demonstrado. O

Observagao 1.9. Utilizando o mesmo argumento empregado na demonstra¢ao do lema acima, podemos
verificar que as solugoes u € HE(Q) do Problema (Py), sob as condig¢oes (g1) e (f2), sdo nio negativas
e uniformemente limitadas em Hg(2) e em L>°(Q). Consequentemente, tomando M > 0 maior, se

necessdrio, no Lema 1.8, podemos supor que ||ul| < M e ||ullec < M para cada solu¢io u de (Py).

De agora em diante fixamos Ry > max {A, M + 1, ||u||o }, onde M foi dada no Lema 1.8, e denotamos
9gr, € hr, por go e hg, respectivamente. Note que, pela nossa escolha de Ry e pelo Lema 1.3, u é
uma subsolugdo positiva de (Py g,) (veja a Observacdo 1.4) . A seguir, consideramos uma sequéncia
de dominios suaves () # Q1 CC Q... CC 2 tais que Q = [J,o; Qi e estudamos a seguinte familia de

problemas elipticos nao lineares

{ —Aug = ho(z,ug) em Q, (1.17)

up = u(x) sobre 0€y.

Nosso proximo objetivo é encontrar solugdes uy de (1.17) que sdo maiores ou iguais a u. Posteri-
ormente, considerando sua extensdo natural (ainda denominada ug) como sendo u em €\ €y, iremos
verificar que a sequéncia (uy) ¢ limitada em Hg(£2). Portanto, passando a uma subsequéncia se necessa-
rio, podemos supor que u, — u fracamente em HE (). Apos isso, verificamos que u é uma solugdo de
(Px,r,) € invocamos o Lema 1.8 e a nossa escolha de Ry para mostrar que v é uma solucdo de (Py).

No resultado a seguir, estabelecemos a existéncia de uma solugao ug > u de (1.17).

Lema 1.10. Suponha (§1), (g2), (f1) e (f2) satisfeitas. Entao, para todo k € N, o Problema (1.17)

possui uma solucio uy > u em Qy para todo X > \°, onde \° foi dado pelo Lema 1.83.

Demonstragiao. A fim de encontrar uma solugdo uy de (1.17) tal que ur > u em €y, consideramos o

seguinte Problema de Dirichlet

—Avg, = ho(z, v +u) + Au, em Qy,
{ k= ho(, v +u)+ Bu : (1.18)

v =0, sobre 0€.

Associado ao Problema (1.18) temos o funcional I : Hj(Qx) — R, definido por

- 1 .
I(v) = / [ZVU|2 — Hoy(x,v) +VuVo|, Vo € H} (),
Qp

onde Hy(x,t) = /hoxs + u(x))ds, para todost € R e z € Q.

Afirmamos que I}, € CL(H}(Q%),R). De fato, como u € C1(Q) e é positiva em (2, existe uma constante
b > 0 tal que u > by, em Q. Por (1.14) e pelo fato de go ser limitada em Q x [br, o0), existe uma

constante ¢4 > 0 tal que

|ho(z, t+ + u(z))| < ca + A(e|t] + CL), (1.19)
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para todos t € R e x € Q. Tendo em vista a estimativa acima concluimos que I, € C*(H}(Q),R).

Além disso, esta estimativa e as desigualdades de Poincaré e de Holder implicam que

- 1 A : 2
Ip(v) > - |Vo|? — - v? — Cy v— |Vul|? Vo2

1 e ~
(5 - K)”v”ilé(ﬂk) - CQHU”H(}(Q,C)

Y

Em particular, tomando € > 0 suficientemente pequeno, concluimos que I, & coercivo,limitado in-
feriormente e satisfaz a condigao de Palais-Smale (PS). Consequentemente existe vy € H}(Qx) (veja o
Teorema 2.7 em [37]) tal que

Ik(vk) = Ue[}élfﬂk)lk(’l))

Afirmamos que v > 0 em 2. De fato, visto que v = v,j — v, & um ponto critico de I, temos

VupVu, — / ho(x,v,j +uv, + VuVy, =0
Qp,

Qp, Qp,

A definigio de hg e o fato de Ry > ||ulleo implicam que ho(z, v} + w)vy = ho(z,u)vy, = h(z,u)v,
para quase todo ponto de €. Logo, j& que u é uma subsolugdo de (Py) para A > A%, com \° foi dado

pelo Lema 1.3, e vy =0 em Q \ Qf, temos

—/ |V11,;|2:/ h(z,g)vk_—/ VuVu, Z/ h(x,g)vk_—/ h(z,w)v, =0.

A afirmagéo esta demonstrada. Esta afirmagcao e o fato de v ser uma solugéo de (1.18) nos mostram que

up, = vk + u é uma solugao de (1.17) satisfazendo uy > u em Q. O lema esta demonstrado. O]

Por simplicidade denotaremos por ug, para cada k, a extensao natural da solucao de (1.17) obtida ao

definir up = v em Q\ Q.

Lema 1.11. Suponha (§1), (92), (f1) e (f2) satisfeitas. Entao, a sequéncia (uy) encontrada no Lema

1.10 € uniformemente limitada em HE ().

Demonstragao. Considerando que uy = vy, + u, com v > 0 solucdo de (1.18), é suficiente verificar que
(v) é uniformemente limitada em Hg (). Note que por (g1), pelo fato de v, > 0, pelo Teorema da

Imersao de Sobolev e pela Desigualdade de Poincaré obtemos

[val = [ oot o [ feosou- [ T
Q Qk Qk Qk
< / [C(vr + ) + alu + A fz,vp +w)vg, — / VuVuy
C
< Sl + Callal) + 3 [ oo+ wor - [ VuTu
1 Qs QL

Invocando (f2) e usando o fato de C' < A; concluimos que vy é uniformemente limitada em Hg (). O
lema, est4 demonstrado. O

A seguir apresentamos a demonstracao do resultado principal desta secao.
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Demonstragao do Teorema 1.5
Seja (ur) C HE(Q) a sequéncia de solugoes de (1.17) dada pelo Lema 1.10. Pelo Lema 1.11, (ug)
¢ uniformemente limitada em HE(Q). Portanto, passando a uma subsequéncia, se necessirio, podemos

supor que existe u € H (Q2) tal que

up — u , fracamente em Hj (Q);

up, — u , fortemente em L"(Q), 1 <r < 2%;
(1.20)

up — U, q.t.p. em €Q;

|ug (2)], |u(z)| <l-(z) € L"(Q), q.t.p. em Q, 1 <7r < 2%

Tendo em vista o Lema 1.10 e por (1.20), é evidente que u é positiva em . Afirmamos que u é solugao
fraca do Problema (Py g,). Note que, como (g1) e (f2) so satisfeitas concluimos, pela Proposicao 1.6,
que é suficiente verificar que u é solugdo de (Py) no sentido das distribui¢oes. Considere ¢ € C°(Q).
Entéo, existem k' € N e um dominio limitado Q' tais que supp(p) C Q' CC Qy para todo k > k’. Como

uy, € solugdo de (1.17), obtemos

/ VupVo = / ho(z,ur)p, para todo k > k' (1.21)
o o
Note que por (1.14), com € = 1,

|f (2, ug)| < |ug| +c1, em . (1.22)

Como u é positiva em {2, existe uma constante cg > 0 tal que ux > u > cg em §'. Adicionalmente,
por (1.10), (g1) e (1.1), obtemos

g0 (2, ug)| < Clug| + o+ C(ug) ™ + Cr, < Clug| + Ceg” +a+ Cr,, em Q. (1.23)

Entéao, por (1.22), (1.23) e os fatos de |ug| < Iy € L'(Y) e ho(z,ux) = —go(z,ur) + N (@, up) —
—go(z,u) + Af(x,u) = ho(x,u) em quase todo ponto de ', o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue nos permite concluir que

/ ho(z, uk)p — ho(z, u)p.
! Q/

Portanto,

VuVe = [ ho(z,u)p, ¥ o € CF(N).
Q Q

A afirmagao estd demonstrada.
De posse deste fato, concluimos que u € L>®(Q) e |ul]jlec < M, com M dado pelo Lema 1.8. Con-
sequentemente, como Ry > M + 1, obtemos que ho(z,u) = h(z,u) em § e, pela Proposi¢ao 1.6, segue

que

/QVquo:/Qho(x,u)go:/Qh(x,u)go, Vo€ Hi(Q).

Portanto, u é uma soluco positiva de (Py) sob a condicdo (g1). O teorema estd demonstrado. ]

Observagao 1.12. Dada u € H}(Q2) solugio de (Py), encontrada no Teorema 1.5, obtemos g(z,u) €
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LY(Q). Efetivamente, considerando a constante A > 0 dada por (1.1), escrevemos

Awum>=ﬂkmﬂwum>+ﬂwﬂwum»

Note que a sequnda integral do lado direito da expressio acima € finita pois g € uma func¢do continua
e, pelo Lema 1.8/0Observagao 1.9, as solugdes de (Py) sao limitadas em L>(Q2). Por outro lado, por (§1),
2

(1.1) € o fato de u > u = cp,*”, obtemos constantes positivas c7,cs tais que

—2y —2v

[ <o o[ @urasaf o vasa o v
{0<u<A} {0<u<A} {0<u<A} {0<u<A} Q

Como 2y < 1+ B, concluimos que f{0<u<A} lg(z,u)| < oo (veja [29]).

1.4 Demonstracao do Teorema 1.1

Nesta segao estudamos a existéncia de solugoes positivas do Problema (Py) quando (¢1), (g92), (f1) e
(f2) s@o satisfeitas. Observe que a hipdtese (g1) permite que g seja ilimitada inferiormente proximo da
origem, contrario ao que haviamos suposto na Secdo 1.3, sob a hipdtese (§1). De fato, a condigdo (g1)

implica que: dado tg > 0, existe a > 0 tal que
g(z,t) > —Ct — o,V t > tg, uniformemente em (2, (1.24)

onde C' < A1 é uma constante independente de ty3. Sem perda de generalidade, iremos tomar ty < A na
demonstragdo do Teorema 1.1, onde A foi dado em (1.1).

Nosso objetivo é mostrar que, mesmo nestas condigoes, é possivel obter uma solugao positiva u de
(Py) quando o parametro A é suficientemente grande. Salientamos que, neste caso, a solu¢ao pertence ao

espago H} (Q) N L>(£2) e ndo podemos assegurar que g(z,u) € L*(Q).

Demonstracao do Teorema 1.1
Como ¢ nao é limitada proximo da origem, nao podemos garantir que o funcional associado ao
Problema (P)) esta bem definido em H}(£2). Em vista disso, consideramos uma sequéncia (¢;) C (0, 00)

tal que €; — 0, quando j — oo, e definimos a seguinte sequéncia de fungoes

g(z,t), set > e,
gj(x,t) =gz, (t —e;)" +¢5) = ’ (1.25)
g(x,e5), set <e;.

A seguir, definimos hj(z,t) = —g;(x,t) + Af(x,t) e consideramos o seguinte problema

—Au; = hj(x7u)x{uj>0} em ),
{ (Pxj)

u; =0 sobre 0f2.

Na nossa demonstragao do Teorema 1.1, inicialmente aplicamos o Teorema 1.5 para obter uma sequén-
cia (u;) de solugbes positivas do Problema (Pj ;). Posteriormente, verificamos que a sequéncia (u;)

converge, em quase todo ponto de €, para uma solugio u € H (2) N L*>(Q) de (Py).
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Observe que, como €; — 0, podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 < g; < tp < A para
todo j € N, onde ¢ty é dado por (1.24) e A é dada por (1.1). Afirmamos que g; satisfaz a equacao (1.1),
para todo j € N, com as mesmas constantes C’, A, v, independentes de j. De fato, se 0 < t < &; temos
gj(z,t) = g(x,g5) < C~'€j_’y < Ct=7. Por outro lado, se ¢; < t < A obtemos g;(z,t) = g(z,t) < Ct~7. A
afirmacao estd demonstrada.

Utilizando a afirmagao acima , podemos aplicar o Lema 1.3 (veja a Observagdo 1.4), para concluir
que u = cgoll% ¢ uma subsolugao de (Py ;) para todo j € Ne A > A%, com A° dado pelo Lema 1.3.

Note que, como ¢; < tp, por (1.24) e (1.25) temos

gj(z,t) > —Ct — a, Y t > to, uniformemente em . (1.26)

Também chamamos a atencao para o fato de que g; satisfaz a condigao (g1), para todo j € N. De fato,
se 0 < t < ¢y, utilizamos a continuidade de g e a defini¢ao (1.25) para concluir que existe uma constante
a; > 0 tal que g;(z,t) > —a; para todos 0 < t < tg e z € . Por outro lado, se t > ¢y, esta estimativa,
combinada com (1.26), nos fornece (g1).

Em vista dos fatos acima mencionados, podemos aplicar o Teorema 1.5 ao Problema (Pj ;), obtendo
uma solugdo positiva u; € Hj () para todo A > A0, tal que u; > u > 0, com A\ e u dados pelo Lema 1.3.

Afirmamos que a sequéncia (u;) ¢ limitada em L?(2). Para verificar este fato, é suficiente mostrar que
(u; —to)* & limitada em L?(Q2). Visto que u; é uma solugao de (P ;) e ; < to, por (1.26) e escolhendo
€ < (A —C)/Aem (1.14), obtemos

/Q|V(uj — )t = /QVujV(uj —t)t = /{uj>t0} [—g;(z,u;) + Az, u;)](u; —to)*
<[l oy e + Ol 1)
{u;j>to}
< /{ - {[C(u; —to) + a+ Cto] + Ale(u; — to) + Cc + etol}(u; — to)

—[ el [ - w)
{u;>to} {u;>to}

Portanto, utilizando o fato de que C'+ Ae < A1 e aplicando o Teorema de Poincaré, concluimos que
l(uj — to)*|2 < Ms, onde My é uma constante independente de j. Por este fato e observando que
existe mg € L>(Q) tal que h;(z,t) < ms(1l+t), para todos t > t¢ j € N, podemos argumentar, como na
demonstragao do Lema 1.8, para encontrar Mz > 0 tal que ||u;||o < M3z, para todo j € N.

A seguir, argumentamos como em [34], para verificar que existe uma subsequéncia de (u;) que converge
em quase todo ponto de € para uma solugao u de (Py): considere uma sequéncia (2x) de subdominios
de Qcom fronteiras suaves tais que 2, CC 441, para cada k, e @ = U2 Q. Seja dp = dq, =
inf; essinfq, u; > infg, u > 0. Como u; é uma solugdo de (P ;), podemos utilizar a defini¢do de g; e o

fato de €; < d1, para j suficientemente grande, para obter

/ \Vuj|2§/ |Vuj|2:/VujV(uj—61)+:/(—gj(x,uj)—l—)\f(a:,uj))(uj—51)+
Q {u;>é1} Q Q

=/ (ﬂM%%Hﬁﬂ%wa—&ﬁ=/‘ (—g(@,uz) + M (@, up)) (g — 61).
{u;>d1}

{u;>61}

Como sup; ||t < Ms, concluimos que (u;) é limitada em H'(Q;) e que esta sequéncia possui uma
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subsequéncia (u;1) que converge fracamente em H L(Q,), fortemente em L?(Q;) e em quase todo ponto
de Q. Denotamos por ug, o limite fraco em H'(€;) desta subsequéncia.

A seguir, argumentando por inducdo, para cada k obtemos uma subsequéncia (Ujlk) de (u;) e uma
fungao ug, € H(Q4) tais que (u;x) converge fracamente para ug, em HY(Qg), (u;x) converge fortemente
para ug, em L?(Q) e (ujlk) converge para ug, em quase todo ponto de Q. Além disso, também podemos
supor que (Ujlk+1) é uma subsequéncia de (Ujlk)7 para todo k, e que j’,j — 00 quando k — oo. Por

construgao, temos ugq, +1| = uq, e, consequentemente, podemos definir a fungao
2

uq, (), se x € Qy,

u(z) = () ' (1.27)
U@, 1y se T € Qi1 \ i, parak > 1.

Observe que u € H} () N L>®(Q) e que a subsequéncia diagonal (uj,) = (uj;j) converge para u

2

fracamente em H} (), fortemente em L7

(Q) e uj, = u em quase todo ponto de €.
Afirmamos que u ¢ uma solu¢do de (Py). De fato, dada ¢ € C(Q), fixamos k; > 1 tal que

supp(p) C Q,. Como u;, ¢ uma solugdo de (Pj j, ), temos
Vu;, Vo — / (_gjk (x, ujk) + Af(z, ujk))‘p =0.
Qi Qpq
Pelo fato de uj, — u fracamente em H} (£2) temos

Vu;, Vo — VuV. (1.28)

le le
Observe que existe uma constante positiva cig tal que 0 < ¢19 < u < uj, em Qy,. Além disso, para
k grande o suficiente, temos ¢, < ci9 e, pela definicio de g;, podemos escrever g;, (z,u;, ) = g(z, u;, ).
Agora, visto que cig < uj, < sup; [|ujll < M3 e a constante M3 nao depende de j, concluimos que
l[=g(@,us,) + M@)ol < My € LH(S,). Também temos [—g(x,u;,) + Az, u;, )¢ — [~g(w,u) +
Af(z,u)]e em quase todo ponto de 2, . Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

(1.28) e o fato de ¢ ter sido escolhida arbitrariamente, concluimos que

/ VuVe - / (—g(z,u) + M(z,u))p = 0, ¥ ¢ € C(Q) (1.20)
Q Q

A afirmagao estd demonstrada.

Para concluirmos a demonstracio do Teorema 1.1, resta verificar que u € C(Q2). Como u > 0,
resultados de regularidade implicam que u € C(f2). Entdo, basta demonstrar que u = 0 sobre 9.
Dado 0 < € < Mj, podemos encontrar 0 < h, € L>(Q) tal que —g(x,t) + Af(x,t) < h.(z), para todo
0 < e <t < Ms, em quase todo ponto de Q. Agora, seja . € Hg(2) NCy(Q) a tinica solugdo positiva do

problema

{ —Ap. = he(z), em €, (1.30)

we = 0, sobre 0f2.

Como uj, ésolugao fracade (P j,), ||uj,llc < Ms e, para k grande o suficiente, g;, (z,u;, ) = g(z,u;, ),
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temos
/Q Vg, Vg, — & — pe)* = / (=G50 (& 130) + A (@, 15)) (g, — £ — o)t
< /ths(x)(ujk — & ‘P8)+ = /QV‘F’EV(ujk — € ‘Pa)+

= [ V(e+ ¢e)V(uj, —e— )"
Q
Portanto, [, [V(uj, —e — ) T1? = [, (Vuj, — V(e +¢:))V(uj, —e — )" < 0. Esta desigualdade
implica que 0 < u;, < € + ., para quase todo ponto de 2. Como ¢, € Co(Q), existe uma vizinhanca
U de 09 tal que, fazendo j; — oo, obtemos 0 < u(z) < 2¢ em quase todo ponto de U N Q. O fato de
€ > 0 poder ser escolhido arbitrariamente pequeno implica que u(z) — 0 quando z — 9. O teorema

estéd demonstrado. O

Supondo que a funcao f é nao negativa verificamos, como consequéncia direta do Teorema 1.1, que
o conjunto S = {\ > 0;(Py) possui solucio positiva em Hg(2) N C(Q)} é um intervalo. Definindo

A =inf S, obtemos o seguinte resultado

Corolario 1.2. Suponha (g1), (g2), (f1), (f2) satisfeitas e f(x,t) >0 em Qx [0, 00). Entio, 0 < A < oo
e (Py) tem uma solugdo positiva uy € H (2) N C(Q) para todo A > A.

Demonstra¢ao. De acordo com o Teorema 1.1, o conjunto S é ndo vazio. Entao, A = inf S existe e A > 0.
Seja A > A. Pela defini¢do de infimo, existe A€ (A, A) com e s.
Seja us € H}!

loc

() N C(Q) a solugao positiva para o Problema (P5). Note que, como f > 0, podemos

escrever

/ Vus Vo = / [g(z,us) + M (z,us)]v
Q Q
< [ Fogteus) + AT ug)lo, Vo € HE@), 020
Q
e isto implica que uj; é subsolugao de (Py). Pelo mesmo argumento utilizado para demonstrar o Teorema

1.1, concluimos que existe uy € H} () N C(Q) solugao positiva de (Py). Além disso, uy > uz. O

corolario estd demonstrado. O

Observacao 1.13. E importante observar que, sob a hipdtese (g1), o Coroldrio 1.2 pode ser enunciado
para funcdes no espago HE(2) N C(Q).



Capitulo

2

Existéncia de duas solucoes nao

negativas

2.1 Motivacao

Considere o problema,

—Au = (—u"" + MP)xqus0r, em
{ ( )X{ >0} (2.1)

u =0, sobre 092,

onde 3,p € (0,1) e 2 C RY ¢ um dominio limitado e suave. Montenegro e Silva [31] estudaram a existéncia
de duas solugbes ndo-negativas para (2.1), para A suficientemente grande, via métodos variacionais. Neste
trabalho foi demonstrada a existéncia de uma solucao positiva, para A suficientemente grande, utilizando

perturbagdes do dominio 2. Observamos que uma solugao de (2.1) ¢ uma fungao u € H} () satisfazendo

/ VuVp = / (*Uiﬂ + MP)p, Vo € CHQ).
Q {u>0}

A fim de encontrar duas solugdes ndo negativas para (2.1), considera-se a perturbagao

td
———— , parat >0,
g-(t) = ¢ (E+e)t? (2.2)

0, parat <0,

onde 0 < g < p < 1, e estuda-se o problema

—Au = (—g.(u) + MP)Xru>0r, em €,
{ (—9e(w) )X {u>0} (2.3)

u =0, sobre 0f).

Observe que g. > 0 é continua. Mostra-se que o funcional associado ao Problema (2.3) satisfaz as
hipéteses do Teorema do Passo da Montanha e é coercivo e limitado inferiormente. Isto permitiu que
fossem encontradas duas solugdes distintas e nao triviais de (2.1), para A suficientemente grande e &

suficientemente pequeno. Além disso, as estimativas para os niveis criticos associados sao independentes
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de e. Um ponto essencial a ser destacado é uma estimativa obtida para o gradiente das solugoes de (2.3).
Tal estimativa foi essencial na demonstracao do Teorema. Por fim, mostra-se que, quando ¢ — 0, as
solugdes de (2.3) convergem para duas fungdes distintas e nao triviais em Hg (), fungdes essas que vem

a ser solugoes de (2.1). Mais formalmente, foi estabelecido o seguinte resultado

Teorema 1. Existe Ay > 0 tal que o Problema (2.1) possui duas solugoes distintas e ndo triviais para
A > Ao

2.2 Estudando um caso mais geral

Inspirados pelo trabalho de [31], estudamos o problema (2.1) de uma maneira mais geral. Relembramos
que A1 e ¢ denotam o primeiro autovalor do operador —A em {2 com condigao de Dirichlet na fronteira

e a autofungao associada a este autovalor, respectivamente. Considere o problema

{ —Au = (—a(x)g(u) + Af(2,u))X{u>0}, em €, (Px,a)

u =0, sobre 0f2,

onde 2 ¢ um dominio suave e limitado de RV, N > 1, a € C*¥(Q) para algum 0 < v < 1, f(x,s) €
C(2x [0, 00)) NCH#(Q x (0, 00)), para algum 0 < < 1, e g € C?((0, 00)) sdo fungoes satisfazendo:

(G1) existe uma constante ag > 0 tal que a(zr) > ag, para todo = € §;

(f1) liminf Lj’t)

> 0, uniformemente em €2;
t—0+

flz,1)
t

= 0, uniformemente em €2;

(f2) lim

t—o00

(fs) existem mq,t; > 0e0 < p < 1 tais que |f(x,t)|+|fz(z, t)|+t|fe(x,t)] < mqtP, paratodo 0 < t < ty,

uniformemente em Q;
(g1) existem C' < ﬁ e a > 0 tais que g(t) > —Ct — «, para todo t > 0;

(g2) existem tg > 0,0 > 0e 0 <~ <1 tais que yg(t) + tg'(t) > —0, para todo 0 < t < to;

t
(93) 1i%1+ % = 00, onde p foi dado em (f3);
t—

(g4) existe ta > 0 tal que 2¢/(t) + tg”(t) <0 e ¢'(t) <0, para todo 0 < t < ts.

Sem perda de generalidade, podemos supor que tg < t2 ao longo do texto.

Note que a hipotese (f1) permite que f seja assintoticamente linear ou sublinear na origem, enquanto
que (f2) significa que f é sublinear no infinito. Observe que a hip6tese (J2) é uma versdo mais forte da
condicdo (g2), dada no Capitulo 1 (veja o Lema 2.2). Além disso, em (g4) temos condigdes técnicas que
nos permitem estabelecer uma limitagao para o gradiente das solugdes do problema perturbado. Nosso

resultado principal neste capitulo é o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Suponha (a1), (f1)-(fs), (91)-(g3) e (g4) satisfeitas. Entio, existe X\ > 0 tal que o

Problema (P,,) possui duas solugées ordenadas, nao negativas e nao triviais em H} () para A > A
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Note que o Teorema 2.1 generaliza o resultado correspondente em [31].

Observamos que, sob as hipoteses do Teorema 2.1 podemos aplicar o Teorema 1.1 e concluir que para
A > max{)\O,S\} o Problema (P ,) possui uma solucdo positiva e duas solugdes nao negativas e nédo
triviais. Entretanto, nao podemos afirmar que uma das solucoes obtidas no Teorema 2.1 é a solugao
positiva dada pelo Teorema 1.1.

Estudaremos o Problema (P),) quando g estd perturbada por dois pardmetros, de modo que a
funcéo resultante ndo possua nenhuma singularidade na origem e tenha crescimento subcritico no infinito.
Também estimaremos o gradiente das solugoes do problema perturbado, o que serd necessario para
demonstrar nosso resultado principal. No decorrer deste capitulo escreveremos v = ut —u~ onde u™*(z) =
max {u(x),0} e v~ (z) = max {—u(z),0}.

Seja I : H}(2) — R o funcional associado ao Problema (P ,)

() = 5l + / a(@)G(ut) - A / Fz,u),

Q
t

t
onde G(t) == / g(s)ds e F(x,t) = / f(x, s)ds.
0 0
Observe que nao estamos supondo limitagao superior para o crescimento de g no infinito. Sendo
assim, o funcional associado ao Problema (P ,) néo estd bem definido. Para solucionar este problema

consideramos, para R > ||¢1]/c arbitrario, a seguinte funcéo

(2.4)

g(t), para0 <t <R,
gr(t) =

g(R), parat> R.

Porém, a fungdo gr também apresenta singularidade na origem. Em vista disso consideramos, para ¢ > 0,

a seguinte perturbagao

t
—gr(t+¢), parat >0,
gre(t) =4 (t+e) (25)

0, parat <0,

a qual é continua e nao singular na origem. Consideramos, também, os seguintes problemas auxiliares

—Au + a‘(‘r)gR(u)X{u>O} = Af(x71’[’)a €1m Qv
(P)\,a,R)
u =0, sobre 012,
e
—Au+ a(x)gR,E(u) = )‘f(x7 U), em Qv (PE )
u =0, sobre 9€2. Akt

Definimos o funcional de classe C!, I . : H}(2) — R, associado ao Problema (PS5 ar)

T (u) = %/Q|Vu|2+/ﬂa(x)GR,E(u)—)\/QF(J:,U), (2.6)

onde G (u) ::/ gRre(5)ds.
0

Em um primeiro momento, verificamos que as solugdes de (P , g) sdo limitadas em HL(Q) eem L>=(Q)

por uma constante M, independente de R e €. Entdo, fixamos Ry > max{M + 1, ||¢1]|c} € verificamos
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que Ip, . ¢ limitado inferiormente e satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha ([3]). Isto
permite que encontremos duas solugdes distintas e ndo triviais para o Problema (P, ). Fazendo e — 0,
demonstramos que estas duas solugbes nao tendem a zero e tdo pouco convergem para o0 mesmo limite.
Na verdade, elas convergem fracamente em Hg (£2) para duas solugoes distintas e nao triviais de (Py qr,)-
Além disso, uma vez que as solucgoes sao uniformemente limitadas para Ry suficientemente grande, elas
também séo solugdes de (P 4). O principal ingrediente para tal resultado é uma estimativa do gradiente
das solugoes u. de (Pia Ro)’ dada na Sec@o 2.7, a qual nos permite concluir que u. tende a uma solugao
u de (Py,q), uniformemente, quando € — 0, em subconjuntos compactos de €.

E importante ressaltar que a perturbagao (2.5) ¢ distinta de (2.2) e nos permite simplificar as estima-
tivas do gradiente das solugoes u. de (Pf “ Ro)' Entretanto, com esta perturbacdo, nao é imediato verificar
que o funcional Ir . é coercivo, limitado inferiormente e satisfaz a geometria do Teorema do Passo da

Montanha. Por este motivo trabalhamos com o problema auxiliar (P g, )-

2.3 Resultados preliminares

Nesta sec@o obtemos algumas estimativas para as fungdes g e gr. e para o funcional Ir.. Tais
estimativas nos permitirdo concluir, futuramente, que Ir . possui dois pontos criticos distintos e nao
triviais e que os niveis criticos associados sao independentes do valor do parametro €.

Agora enunciamos nosso primeiro resultado preliminar.

Lema 2.2. Suponha (§2) satisfeita. Entdo, dados R > ||¢p1]|ec €t > 0, existem g9 > 0 e uma constante
C(t) > 0, independente de R e ¢, tais que

gty <CHt™, YO<t<t (1)
lgr.e(t)] < C(E)t™ 7 +cr, V>0, 0 < e < &p. (i)

onde cg > 0 € uma constante dependendo apenas de R.

Demonstragao. Inicialmente demonstramos (i). Primeiro, verificaremos a desigualdade para t suficiente-

mente pequeno. Se 0 < t; <t < tg, podemos utilizar (§;) para obter

[ @ayas= [ G gt + g oas > L)
t1 t1 Y

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos g(t;) < C(t)t; 7, para 0 < t; < < to, onde
Cc(t) = %f” +17g(t) & uma constante dependendo apenas de £, e ndao de R nem de e. Também ressaltamos
que, como g é singular na origem, a constante C(#) é positiva. Se ¢ > to, utilizamos a continuidade de g
no intervalo compacto [to, ] e obtemos a limitagio desejada. Logo, (i) estd demonstrada.

A seguir, demonstramos (i7). Sem perda de generalidade, admitimos que t < R. Observe que, por
(2.5), temos |gr(t)| < |gr(t + €)| para todo t € R. Escolha &g := % Quando 0 < e <gel <t < %,

utilizamos a desigualdade (i) para obter
lgr(t+¢e)| =gt +e)| < C(H)(t+¢e)" < C(B)t .

< t < R, utilizamos o fato de gr ser uma funcao continua para obter uma

N[

Por outro lado, se
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constante positiva cg tal que |gr(t+¢)| < cg. Finalmente, quando ¢ > R temos |gr(t+¢)| = |g(R)| < ¢r,

tomando cr maior, se necessario. O lema estd demonstrado. O

Observagao 2.3. Suponha (§2) satisfeita. Entao, existe uma constante K1 > 0, independente de R >
[o1lloo € de e, tal que
GRre(sp1) < Ky, para 0 < s <1.

De fato, fizado t > ||¢1]|0e, pelo Lema 2.2-(i), temos

Sp1 t SP1
Gr.(sp1) = / [——gr(t+e)dt < / g(t+e)dt
0 0

t+¢
c(t)

T 7(5@1)1_"’ < K; < o0.

SP1
gC(f)/ t77dt <
0

Lema 2.4. Suponha (f1) e (§2) satisfeitas. Entdio, existem constantes positivas Ao, by, b1 e s1 < 1 tais

que, para todo € >0 e R > ||¢1]|co, 0btemos

omax Irc(sp1) < by < 00; ()
Irc(s1p1) < —b1 <0, para todo A > X, (i)

onde A\g, by e by sao independentes de R e €.

Demonstragao. Por (f1), existem ¢ > 0e 0 < d < 1 tais que @ > ¢, para 0 < s < §. Atentamos ao
fato de que existe 0 < s1 < 1 tal que 0 < s|¢1[|oc < &, para 0 < s < s1. Logo, F(z,sp1) > ¢z [ tdt =
02% > 0, para 0 < s < s1. Desta desigualdade, da Observacao 2.3 e da definigao (2.6), concluimos

que
1
Ire(sp1) < 3 + Killa||loo|Q| := bo, para 0 < s < 7.

A relagao (i) esta verificada. Para demonstrar (i), escrevemos

2
Ipc(s1p1) < by — )\/ F(z,s101) < by — )\M — —00, quando A — oo.
Q

O lema esta demonstrado. O

2.4 Limitagao das solugoes em H}(Q) N L¥(Q) e resultados de re-
gularidade.

Nesta se¢io estabelecemos uma limitagio a priori em H{(2) N L%°(Q) para as solugdes de (PS ar)-
Isto ser4 1til ao verificar que, para R suficientemente grande, uma solugao de (P)f,a’ R) converge para uma
solucdo do Problema (Pj 4) quando € — 0.

Primeiramente, enunciamos um lema auxiliar de Ladyzhenskaya e Ural’tseva (veja [28]).

Lema 2.5. Seu € Wol’p (Q), p < N, e existe cg > 0 tal que para ¢ > ¢

/ Vul? < e AR FE,

c
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onde A, ={x € Q; u(xr) >c},e>0,0<a<&+p, entio u™ = max{u,0} € L> (Q). Além disso,
[t ]| < M < o0,

com a constante M dependendo apenas de v, a, &€, ¢y, Q e ||u||L1(A )
<o
De agora em diante, escreveremos hg «(z,t) = —a(z)gr.(t) + Af(z,t).

Lema 2.6. Suponha (a1), (f2) e (§1) satisfeitas. Entdo, toda solucio ue de (P% , p) € nao negativa e
pertence a HE (Q) N L>(Q). Além disso, existe uma constante M = M()\) > 0, independente de R e de
€, tal que

Juell 1) < M; ()

lucll Lo (o) < M. (41)

Demonstragio. Considere u. € H{(£2) uma solugio de (P§, p). Primeiro verificamos que u. é nio
negativa. Por simplicidade, escreveremos u. = u. De acordo com a Proposigao 1.6, u € H}(Q2) é uma

solucdo de (P5 , ) se é uma solucdo fraca, i.e.,

[9ue= [ hreloue Vo e H®. (2.7)
Q {u>0}

Em particular, tomando ¢ = u~, concluimos imediatamente que u > 0. Prosseguimos para verificar
(7). Utilizando (1), (G1) e a defini¢do de ggr., obtemos a(z)(gr.(t) + Ct + a)t > 0, para todo ¢t > 0.
Esta desigualdade, a condigao (f2) (veja a equagao (1.14)) e o Teorema da Imersao de Sobolev implicam

que, dado p > 0, existe C,, > 0, tal que

||u||2g/Q|Vu\2+/Qa(:v)[gR’E(u)+Cu+oz]u:A/Qf(x,u)u—i—C/Qa(:v)uQ—i—a/ga(w)u
Aw Cllallo

< (22 4 Zh7ioo
_()\1+ Al

Ml + (ACy + allalloo)er |Jul,
para uma constante positiva ¢;. Utilizando o fato de C' < H;\ﬁ’ escolhemos p < %(1 - %) e
concluimos que (i) vale.

A fim de estabelecer (i), dividimos a demonstragdo em duas etapas. Primeiro, baseados em uma
estimativa de Brezis e Kato (veja [4]), mostramos que u € L*® (), para todo 1 < s < oo (veja [34]). Em
seguida, aplicamos o Lema 2.5 para obter a estimativa (ii). Observe que, quando N = 1, a estimativa
(ii) & obtida imediatamente da imersdo H} () < L (). Além disso, para N = 2, também temos a
imersdo HE(Q)) — L*(Q), para todo s > 1. Resta estimar ||ul|s, quando N > 3. Visto que u > 0, é

suficiente verificar que (u — ¢)™ € L*® (Q2), para alguma constante ¢ > 0.
Por (a1), (f2) e (¢1) temos

hpe(z,u) < Mi(1+u), u>c, (2.8)
onde M; := [llalleo(C + 155) + A1 + 1) € L>(Q) ¢ independente de u, € e R, e c; ¢ uma constante

positiva. Entdo, aplicando uma versdo do Teorema de Brezis-Kato para problemas singulares [8, 9] (veja
também [34] para um resultado relacionado), concluimos que u € L*(Q), para todo 1 < s < o0, e

lu|ls < Mg, onde My é uma constante independente de u, € e R. Finalmente, estabelecemos a limitagao
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em L°°(Q2). Escolhemos ¢y = 1 no Lema 1.7 e utilizamos (u — ¢)* € H}(Q) como fungao teste. Seja
A= {z € Q; u(z) > c} para ¢ > co. Por (2.8) e escolhendo r € (1, ), obtemos

/AC IVu|2/AC VuVu:/QVuV(ufc)*:/QhRﬁ(x,u)(ufc)JrS/QM1(1+U)(U76)+

r—1

<[ rwuson [ oo <ol (/ u> < 20IM2[ A",
A. A, Q

onde s = f_rl. Tomamos & = % -1+ % e a = 0 no Lema 1.7 para concluir que a equagao (ii) vale

tomando M maior, se necessario. O lema estéd demonstrado. O

Observacao 2.7. O Lema 2.6 também € vdlido para as solugées de (P 4 r) no sentido das distribuicées

(veja a Proposi¢ao 1.6), tomando M maior, se necessdrio.
De agora em diante, fixamos Ry > max{M + 1, ||¢1|oc}-

Lema 2.8. Suponha (1), (f2), (91) e (§2) satisfeitas. Entdo, as solugées u. de (P5 , p) sdo positivas e
pertencem a C1(Q) N C3(Q).

Demonstragao. No decorrer desta demonstragao iremos denotar u. por u. Pelo Lema 2.2-(¢), o Lema 2.6,
(1.14) e o fato de Ry > M + 1, temos

|~ a(@)gre () + Az, )] < llallsolgr(u+ )| + Aul +e1)
< JalloC(M + )™ + AM + 1),

A desigualdade acima implica em hpr o(z,u) € L*(Q2), para todo s > 1. Pela desigualdade de Calderon-
Zygmund (veja [39]), temos u € W?25(£), para todo s > 1 e, juntamente com o Teorema da Imersao de
Sobolev, obtemos u € C*¥(Q), para algum v € (0, 1).

Prosseguimos para mostrar que v > 0. Consideramos o operador Lu = —Au + ¢(x)u, onde

efx) = { ae) T, seula) > 0 (2.9

B a(x)(gRT(g) + a), se u(z) = 0. '

Pelas propriedades de g, concluimos que c¢(x) € L>*(Q), para todo ¢ > 0. Além disso, por (§1),

temos que c¢(x) > 0. Afirmamos que v > 0 em Q. De fato, suponha que existe zy € Q tal que

u(zg) = 0. Por (f1), existem co,7 > 0 tais que % > ¢y > 0, para © € B,.(x¢). Visto que

Lu = Mf(z,u(x)) + a(z)[Cu(z) + «] > 0 em B,(x), aplicamos um resultado de [23] (Teorema 8.19) e
obtemos u > 0 em B,.(zp), o que é uma contradi¢do. A afirmagao estd demonstrada.

Finalmente, por (§;), o fato de f(z,s) € C*(Q x (0, 00)) e u > 0, obtemos hr . (x,u) € CH(Q x

(0, o)), para algum 6 € (0,1). Pelas estimativas de Schauder, obtemos u € C3(Q). O lema esta

demonstrado. O

Observagao 2.9. Observamos que a regularidade na fungao a(x) é de extrema importdncia neste lema,

enquanto que nos resultados anteriores basta supor que a € L ().
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2.5 Resultados auxiliares

Nesta segdo, apresentamos alguns resultados envolvendo o funcional I, : H}(Q) — R, associado ao
Problema (Py 4 R, )s

1
Ip,(u) = 3 |Vul? —|—/ a(x)Gr,(u /\/ x,u) (2.10)
Q Q

Observamos que, pelo Lema 2.2-(i) e a definigdo de gg,, o funcional I, esta bem definido e I, €
C(Hy(Q), R).
Antes de apresentarmos os resultados desta se¢ao, recordamos que g e Ag foram dados pelo Lema 2.2

e pelo Lema 2.4, respectivamente.

Lema 2.10. Suponha (G1), (f2), (f3), (G1), (G2) e (g3) satisfeitas. Entao, o funcional Ir, € coercivo,
limitado inferiormente e existem az >0 e 0 < p < 1 tais que Ir,(u) > as >0, V u € 9B,(0).

Demonstragdo. Primeiro verificamos a existéncia de as e p. Por (g3), dada K > 0 existe 0 < § < Ry tal

que gg, (t) = g(t) > KtP, para 0 < t < 6. Por estes fatos e o Lema 2.2-(4), podemos escrever

K
tPTL para 0 <t <é. (2.11)

>
GRo(t) = p+1

Por outro lado, por (f3), existem mq,t; > 0 tais que f(z,t) < m1tP, para 0 < ¢t < t;. Logo,
Fla,t) < L 7+1 para 0 < t < ;. (2.12)
p+1
Escolhemos ¢* = min {4, ¢1}. Entdo, por (a1), (2.11), (2.12) e pelo Lema 2.6, temos

K A
[ ewGn ) AR > [ L A
{0<u<d*} {o<u<s*} P+ 1 p+1

_ agK — Amq / 1
p+1 {0<u<d*}

Portanto, escolhendo K grande o suficiente de modo que agK — Amy > 0, obtemos
/ a(2)Gry ()~ A [ Flau) > / a(2) Gy (1) — AF (2, ). (2.13)
Q Q u>s*
Como a € L*(R), gr,(t) > —Ct — « e f satisfaz (1.14), existe uma constante cs > 0 tal que

/ a(x)GR,(u) — AF(x,u) > —03/ u?.
u>8* {u>6*}

Observe que é possivel encontrar uma constante ¢4 > 0 tal que
1?2 < eqt?, parat > 6%, (2.14)

onde 2 < o < 2*. Sendo assim, obtemos

/ a(x)GR, (u )\/ (x,u) —63/ u? > —05/ u® > —cs||ul|f- (2.15)
Q {u>6*} {u>6*}
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Por (2.4), (2.15) e o Teorema da Imersao de Sobolev, temos

1
Ty () = 51l + [ a(@)Gry(0) = [ Floc > Gl =es [ w

1
5 lull® = esllull”-

Y

Logo, tomando 0 < p < 1 suficientemente pequeno, obtemos cgp’ 2 < %, e consequentemente
Ig,(u) > ag = p4—2, para toda u € 0B,(0).

A seguir, demonstramos que I, é coercivo e limitado inferiormente. Por (§1) e a definicao (2.4),
temos Gpg,(t) > —C% — at, para t > 0. Aplicando o Teorema da Imersdao de Sobolev, mais uma vez,

obtemos uma constante ¢; > 0 tal que

1 Cllafle

Well2 = erllull — )\/Q Fla,u), ¥ u e H(Q). (2.16)

Por (1.14), dado &€ > 0 existe Cz > 0 tal que F(x,u) < € “7 + Czu. Esta estimativa e a desigualdade

(2.16) implicam em

1 Clallee A

Ig,(u) > (= — ——— — 2 gzl

ro(w) 2 (5 = 5= = S5 Jul* — cselul.
Escolhendo € > 0 pequeno o suficiente e utilizando o fato de que C < ”a” , obtemos a coercividade
e a limitacao inferior de Ir,. O lema esta demonstrado. O

Lema 2.11. Suponha (G1) € (§2) satisfeitas. Entao, dadas sequéncias (e,) C (0, €o) e (tn), tn > 0, tais
que £, — 0 e t,, — t, obtemos Gpy e, (tn) = Gr,(t), quando n — co.

Demonstrag¢ao. Devemos mostrar que fot" GRo.e, (8)ds — fo 9R,(8)ds. Considere T > 0 tal que |t,], [t| <

T. Pelo Lema 2.2, existem constantes positivas C(t) e cg, tais que
|9Ro ., (8)| < C(t)s™ + cp, € L*(0,1). (2.17)

Analisamos dois casos. Primeiro consideramos ¢ = 0. Por (2.17) e por (§1), temos

2 C(t)

t tn
—CE" —at, < / GRo,en (8)ds < T~ t}f” + CRrotn
0

Como 0 < v < 1, concluimos que fot GRo.e, (8)ds — 0 = Gg,(0), quando n — co. Quando t > 0,

podemos escrever

tn T
/ Groe, ()ds = / Gro.e (8)X 0<oct,) 5. (2.18)
0 0

Se s < t, temos gry e, (5)X{o<s<tn} — IRo(8)X{0<s<t}- Por outro lado, quando ¢ < s < T, existe
no € N tal que gry.e, ($)X{o<s<t,} = 0= gRr,(8)X{0<s<t}, Para n > ng.
Logo, por (2.17) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que fg" 9Ro.e, (8)ds —

f(f R, (s)ds. O lema esta demonstrado. O
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Lema 2.12. Suponha (a1), (f2), (f3), (91)-(93) satisfeitas. Entdo, existern constantes positivas €1 € by

tais que, para 0 < € < €1, o funcional Ig, . € coercivo e satisfaz
IRrye(u) > az/2 >0, Y ue€ dB,(0), onde p e ay foram dados pelo Lema 2.10; (1)
Ip, (u) > —by > —00, ¥V u € H} (). (44)

Demonstragdo. Para demonstrar (i), argumentamos por contradi¢do. Suponha que existem sequéncias
(en) C (0, €0), €n — 0 € (uy,) C 0B,(0) tais que Ig, , (un) < @2/2. Escrevemos

Ty (tn) — Ty e, (1) = | / Gy (ttn) — / Gy e (tin)]- (2.19)

Como (un,) C 0B,(0), a menos de subsequéncia temos

u, — u, fracamente em H}(9);

U, — u, fortemente em L"(Q), 1 <r < 2%
(2.20)
un(x) = u(z), q.t.p. em

[un(2)| < he(x) € LT(Q), 1 <r < 2%, q.t.p. em Q.

Pelo Lema 2.11 e a continuidade de Gg,, obtemos Gr,(un(z)) — GRy.c, (un(x)) = 0, quando n — oo.
Utilizando o Lema 2.2-(i3), (2.20) e o fato de a € L*°(2), concluimos que existem constantes cg, cg, tais

que
2(39
L=~

< Aol o[ (14 ha@) + ey ()] € L4()

|a(@)[|G Ry (un (7)) = G Ry e, (un (2))] < [|al]oo] Jn ()77 + 2e, un (2)]]

Pelo Lema 2.10, a equagao (2.19), o fato de Ig, ., (uy,) < ag e aplicando o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, obtemos
do
0< B} < Ry (tn) = IRg e, (un)] — 0,

o que é uma contradi¢do. Logo, a equagao (i) estd demonstrada.
Por fim, verificamos que o funcional é coercivo e satisfaz (i7). Observando que, por (§;), existe
& > 0 tal que G, .(t) > —Ct?/2 — 4t, argumentamos como na demonstragao do Lema 2.10 e obtemos a

coercividade e a limitaco inferior de Ig, .. O lema est4d demonstrado. O

2.6 Duas solucoes do problema perturbado

Nesta secao verificamos a existéncia de duas solugbes nao negativas para o Problema (Pf,a, r). De
agora em diante, denotaremos gr,.c, Gry,c € IRry,e PO ge, G € I, respectivamente. Nossa estratégia é
encontrar duas solugoes distintas e nao triviais para o Problema (Pia’ ) € entao mostrar que, quando
e — 0, estas solugdes convergem para duas fungoes distintas e nio triviais em HE (). Por tltimo,
verificamos que estas funcoes sao solugbes de (Py ). De agora em diante, fixamos A > Ao, onde \g foi

dado pelo Lema 2.4.
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Proposicao 2.13. Suponha (a1), (f1)-(f3), (§1)-(g3) satisfeitas. Considere 1 dado pelo Lema 2.12.
Entdo, o funcional I. possui um minimo global ul e um ponto critico do tipo passo da montanha u?
satisfazendo u? < ul

—00 < —by < ¢l i=I(ul) < —by <0; (7)

0<ay<c?:=1I(u?) <a; < oo, (i)

para todo 0 < & < €1, onde as constantes by e az, by sao dadas pelo Lema 2.4 e pelo Lema 2.12,

respectivamente, e a1 € uma constante que nao depende de €.

Demonstragdo. Primeiro, afirmamos que o funcional I. satisfaz a condigao de (PS). De fato, considere
uma sequéncia (u,) C H}(Q) tal que I.(u,) — c e |[I.(uy,)|| — 0, quando n — oo. Pelo Lema 2.12, o
funcional I, é coercivo, logo (u,) é uma sequéncia limitada. A seguir, observamos que, devido & definigdo
de gry.e € (f2), 0 termo ndo linear Af(x,t) — a(x)g-(t) é continuo e apresenta crescimento subcritico no
infinito. Assim, aplicando um resultado padrao (veja [37]), inferimos que (u,) possui uma subsequéncia
convergente. A afirmagao estd demonstrada.

Pela afirmagdo acima e o Lema 2.12-(i7), concluimos que o funcional I. possui um minimo global

ul >0 (veja [37]). Além disso, pelo Lema 2.4-(ii) e pelo Lema 2.12-(ii), a desigualdade (i) esta satisfeita.

2

2 satisfazendo u? < wl, invocamos a Proposicio

Para verificar a existéncia da segunda solugao u : < ug,

5.3/Observagio 5.4. Considere u = ul, h(z,t) = hg, (z,t) e I = I.. Note que, pela defini¢io de gr, . €
a condic@o (fs), temos hr, c(z,0) = 0, para todo x € . Além disso, também temos hp, . limitada em
intervalos limitados.

Como I.(ul) < —b; < 0, a condigao (I1) da Proposicio 5.3 esta satisfeita. Além disso, pelo Lema
2.12, a condigao (I2) também é satisfeita. Logo, existe um ponto critico u? of I. satisfazendo 0 < u? < u!
e0<ay<c?i=1I(ul)

Finalmente, resta mostrar apenas a existéncia de uma constante a; > 0, independente de ¢, tal que
I.(u?) < a;. Observe que, como u! é nao negativa, podemos considerar o caminho (¢) = tu} conectando
0 e ul. Pela caracterizagio de ¢2 temos, em particular, 0 < ¢2 < maxeo, 1] I.(tul). Pelo Lema 2.2-(ii),

o fato de |[ull], ||ulllcoc < M e (1.14), existem constantes c1g,c11 > 0 tais que
B e 1 1
() = Sl + [ a@)Geteul) = A [ Flatul)
2

2

IN

+ c10lQ[alloc = Ac11|] == ax,

e a1 nao depende de €. A proposicao esta demonstrada. O

De agora em diante, dada uma sequéncia (&,,) C (0,¢1), onde £; foi dado pelo Lema 2.12, denotamos

1 2 1 2

por u, e u;, respectivamente, os dois pontos criticos u; e uZ de I., dados pela Proposi¢ao 2.13.

Procedemos para encontrar solugoes de (P q).

Proposicao 2.14. Suponha (a1), (f1)-(fs), (G1)-(g3) satisfeitas e seja () C (0,€1) uma sequéncia tal

que €, — 0, quando n — oo. Entao, (ul) e (u?) possuem subsequéncias que convergem fracamente, em

HY(Q), para u' e u?, respectivamente. Além do mais, 0 < u' < u? sao distintas e ndo triviais.

Demonstragao. Considerando a estimativa (i) dada pelo Lema 2.6, encontramos subsequéncias (ainda
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denotadas por (uf), i = 1,2), tais que, para i = 1,2,
ul, — ', fracamente em Hj(Q);
ul, — u', fortemente em L"(Q),1 < r < 2%;
, . (2.21)
ur, (z) = u'(x), q.t.p. em
lul ()] < l.(z) € L™(Q), q.t.p. em Q, 1 <7 < 2%
Como u!, ¢ um ponto critico de I, := I, , temos ui, >0 e
[ve+ [ ate, e = A [ faa). =12
Q
Considerando as relagoes acima e a Proposigdo 2.13, obtemos
1 1 1 1,1 1 1,1
L(un) = [ a(@) |Ge, (uy) = 590, (wn)up | + A | [5F (@ u)u, — Fla,uy)] < —bi <0, (2.22)
Q Q
¢ 1 1
n2) = [ a(o) [Ge, ) = o] 48 [ bt - Fab)z >0 @2
Q Q
Afirmamos que, para i = 1,2, as seguintes equagdes sdo verdadeiras
/ e, (ul)ul — / Ju®, quando n — oo, (2.24)
/ e (ur) — / ), quando n — oo, (2.25)
/ [z, ul)ul, — / f(z,u")u’, quando n — oo, (2.26)
Q Q
/ F(x,ul) — / F(z,u") quando n — co. (2.27)
Q Q

Assumindo a afirmagdo por um momento e considerando (2.21)-(2.23), obtemos

/Qa(x)[G(ul) — So(utyul] + A/ = F(z,u')] < =by <0,

/Qa(x)[G(uz) — %g(u2)u2] + )\/Q[%f(xﬂf)iﬁ — F(z,u*)] > az > 0.

1 2

As desigualdades acima implicam que u' e u® sao distintas e nao triviais. Logo, a fim de demonstrar a

Proposicao 2.14, é suficiente verificar que as equagoes (2.24)-(2.27) s@o verdadeiras.

Sem perda de generalidade, assumimos que ¢ = 1. Considerando o Lema 2.2, a equagdo (2.21) e o

fato de ||ul||c < M, verificamos que existem constantes C(M), cg, > 0 tais que

|a(@)ge,, (up (2)) (un (2))] < llalloo(C (M) (@)~ + eRo|up (2)])

|
< lalloo (C(M)(1 + hy(x)) + cryhi(x)) € L*(Q), em quase todo ponto de €.

Também temos a(z)ge, (ul(z))(ul(z)) = a(x)g(u'(z))(ul(x)), em quase todo ponto de €. De fato,
)

considere x €  tal que u}(z) — u'(x). Analisamos dois casos. Primeiro, se ul(z) = 0, a desigualdade
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acima implica em
|a(2)ge,, (up () (up ()] < llalloc (COM)|ug (@)™ + cry2lup (2)]) = 0 = a(z)g(u' (2))(u' (z)),

em quase todo ponto de 2. Quando u'(z) > 0, existe ng € N tal que u}(z) > 0, para n > ng e,

consequentemente,

Uy ()
a(@)ge,, (up () (uy, () = a(fﬂ)mm(u}l(@ + en)up, (2) = a(x)g(u' () (u' (2)),
onde utilizamos o fato de ul(x) + &, — u!(x), quando n — oo, e o fato de g ser continua em u!(x).
Portanto, a relagdo (2.24) é uma consequéncia direta destes fatos e do Teorema da Convergéncia
Dominada.
A fim de verificar (2.25), invocamos o Lema 2.11 e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

%
n

para obter [, a(z)[Ge, (u}) — G(u")] = 0, quando n — oo. A seguir, demonstramos a equagio (2.26).

1

1)y — f(x,u'), em quase todo ponto de Q. Além disso, por (1.14) existe uma constante

Temos f(x,u

cq > 0 tal que
(@, un g | < (ug)? + calug| <8+ caly € LH(R).

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue mais uma vez, concluimos que (2.26)
vale. Finalmente demonstramos (2.27). Como F(x,ul) — F(x,u'), em quase todo ponto de ©, utilizamos

(1.14) e (2.21) novamente para obter
1 Lo 1
|F($,Un)| < 512 + eyl €L (Q)

Estes fatos e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue implicam em (2.27). A proposigao
estd demonstrada. O
Nossa meta agora é obter estimativas para solucoes de (P)ia, ) € mostrar que no limite, quando ¢ — 0,

as funcbes uq e ug, dadas pela Proposicao 2.14, sao solugoes de (P 4).

2.7 Estimativas do gradiente para as solugoes do problema per-
turbado

Sem perda de generalidade, consideramos tg < min {1, ¢2}, onde to, ¢1,ts foram dados por (§2), (f3)
e (g4), respectivamente. Relembramos que nos referimos a £; como sendo o que foi dado pelo Lema 2.12
e que, sem perda de generalidade, podemos supor &1 < g9 < tg. Além disso, utilizando a condigao (gs),
podemos supor que g(t) > 0 em (0, o).

Nesta segao obtemos uma estimativa local para o gradiente das solu¢des u. do Problema (Pf’a) R

Mais especificamente, nossa meta é demonstrar a seguinte proposigao:

Proposicao 2.15. Suponha (a1), (f1)-(f3), (§1)-(93) e (ga) satisfeitas e seja K C Q um conjunto
compacto. Entao, existem constantes M >0ce C1, independentes de €, tais que toda solu¢do u. do
Problema (P5 , p) satisfaz

(Ve (2)|? < Mue(x)[g(uc(x) + C1],V 2z € K,0 < & < &1.
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Observacgao 2.16. Observamos que a constante Cy, que aparece na estimativa acima, depende apenas
dos parametros a, C, dados por (§1), 0,7, te, dados por (§2), e dos valores de g,g’,g" no intervalo [ty, M],
onde M foi dada pelo Lema 2.6 .

A demonstragdo da Proposicao 2.15 sera realizada através da apresentacio e demonstragao de varios
resultados auxiliares. Antes de prosseguir, consideramos M dada pelo Lema 2.6 e u = u. uma solugao

de (%, g), e definimos, para 0 <t < M, as seguintes fungoes:

he(,t) = al@)g. (6) = M (8) = alw) - —g(t +2) = f(a.0), (228)
2(t) = tg(t) + Crt = tg(6) + C1) = tg(t), (229)

_ [vup
w= Z(0) (2.30)

onde Cy > max {2a, %, # +a+CM, oz—l—MTm/,a—i-C’M—i—Mm’, AM4 (200 + M3) /(2 — M3)} é uma

constante independente de £, m’ é uma constante positiva tal que ¢'(t) > —m’ em [to, M], My =
Mm' + CM + o, My = M maxp, ar |29'(t) + Mg"(t)| e Ms = maxp, ar|g(t)|. Relembramos que a e C
foram dados em (g1) e que 0, v e tg foram dados em (gz).

Lema 2.17. Suponha (§1) e (g2) satisfeitas. Entao, existe uma constante C independente de ¢ tal que,
para todo 0 <t < M,

t)2. (i)

Demonstragao. Por (§2), temos que vg(t) +tg'(t) = vg(t) +tg'(t) +vC1 > —0+~C1 > 0, para 0 < t < to.
Entao, concluimos que, para 0 < t < tg, vale

g(t) +tg'(t) > (1 —7)g(®). (2.31)
Por outro lado, em [tg, M] temos que g e ¢’ sdo limitadas inferiormente, logo, pela escolha de Cf,
g(t) +tg' (t) > —ay — Mm' +~Cy > 0. (2.32)

As relagoes (2.31) e (2.32) implicam em Z'(t) > (1 — v)g(t). Por outro lado, Z(¢) = tg(t) < Mg(t),

para 0 < t < M. Sendo assim, para demonstrar (i) é suficiente obter a seguinte rela¢ao
Mg(t) < (1—7)%g(t)*, Vo<t <M. (2.33)

Asseguramos que a estimativa (2.33) é satisfeita, uma vez que C7 > ﬁ + a+ CM. De fato, esta

desigualdade e (§;) implicam em
M <(Ci—a-CM)(1-7)?<(Ci—a-Ct)(1-9)* < (Cr+g(t)(1—7)* =g(t)(1 —7)*

e, como g(t) > 0, para todo 0 < t < M, concluimos que (2.33) vale. O lema esta demonstrado. O

Lema 2.18. Suponha (a1), (f3), (§1)-(§3) e (ga) satisfeitas. Entdo, existe uma constante positiva C' tal
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que, para todo x € Q, as sequintes relacdes sio satisfeitas:

Z(t)|(he)e(x,t)| < CEZ' ()2, (4)
Z'(t)he(z,t) < CLZ' (1), (i)
IVu||(he )z, u)| < Cw? Z' (u)?, (iii)
L2~ 202" (1) > CZ'(1)?, (iv)

uniformemente para 0 < e <e; e 0 <t < M.

Demonstragdo. Note que, pelo Lema 2.17-(4), para demonstrar (i) e (i4) é suficientemente mostrar que
Z ()| (he)e(z, 1)) < Cg(t)? e he(x,t) < Cg(t), respectivamente, onde C' > 0 é uma constante.

Comegamos pela demonstragao de (i). Pela defini¢ao de h., temos

(he)¢(z,t) = a(x) {(t j€)2g(t +ée)+ H_%g’(t + 8)} —Ai(w,t), Ve e Q0<t< M.

Utilizando o fato de a € L>(2), temos

(et 0] < o [N

+ |g’(t+e)|} + Alfelx,t)], V2 €Q,0<t < M.

Afirmamos que existe C' > 0 tal que |(ho)(z,t)| < C’gT, ara todo x € Q e 0 <t < M. De fato,
em vista de (f3) e (g3), existe t1 € (0,¢1) tal que |fi(z,t)] < g(¢)/t. Utilizando esta desigualdade e a
continuidade de f; e g em Q x [t;, M], encontramos ¢; > 0 tal que

g(t)

Ife(z,t)] < & 17 Ve Q,0<t< M. (2.34)

t
ramos dois possiveis casos. Se 0 < t 4+ & < tg, utilizamos (g4), (g2) e a escolha de Cy para obter uma

Portanto, |(he)¢(z,t)] < ||al/oo [M +1g'(t + E)ﬂ + &2 Para estimar Z(t)|(he)¢(x,t)], conside-

constante ¢ > 0 tal que

(et < oo X g4 ]+ 22 < a4 o)) 46,70
< o[22 wg(tt++1>+e]+_ 0 o, 1 50

Por (g3) e (g4), sem perda de generalidade, podemos supor que |g(t+¢)| = g(t+¢) < g(t)+C1 = G(¢),

em (0,t0). Este fato e a equagdo acima, nos levam a concluir que existe ¢ > 0 tal que
. gt
oot )] < 220,

Por outro lado, se tg < t +¢ < M, utilizamos a continuidade de g e ¢’ neste intervalo compacto e o

fato de g(t) > « > 0 para concluir que existe uma constante ¢4 > 0 tal que

(t+e)| 9(t)
t

(o)1) < o[ (1)

Q|

T+l +ol] +al <a

o ‘

A afirmacdo estd demonstrada. Utilizando esta afirmagao e a definigio de Z, temos Z(t)|(he)¢(z,t)| <
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Cj(t)?, o que demonstra (7).
Prosseguimos para demonstrar (i7). Relembramos que é suficiente verificar que he(x, t) < C‘g(t). Pela
definigio (2.28), temos |he(x, )| < ||allso|g(t+€)|+A| f(2,t)|. Por (f3) e um argumento similar ao aplicado

para obter a desigualdade (2.34), podemos encontrar uma constante ¢ > 0 tal que
|he(,8)] < lallo|g(t + )] + e5a(1)

De maneira andloga & demonstracao de (i), verificamos que existe ¢g > 0 tal que |g(t + €)| < Eg(t),
para 0 < t < M. Desta maneira, encontramos & > 0 tal que |h.(z,s)| < &g(t). A equagao (ii) esta
demonstrada.

Prosseguimos para demonstrar (i4). Temos
[(he)a (2, )] < llaclloolg(t + )| + Al fu(@, )], Yo € Q,0 <t < M.

Utilizando as condicdes (f3), (93), (g4) e a continuidade das fungoes g e f, em Q X [tg, M], argumen-
tamos como na demonstragio de (i) e obtemos ¢ > 0 tal que |(he).(z,t)| < &g(t), para todos z € Q e

0 <t < M. Consequentemente, pela definicao de w e o Lema 2.17, temos

Vul|(he)o(z,t)] = &|Vulg(t) < Cw? Z(u)2g(t)

tomando C maior, se necessario.

Finalmente demonstraremos (iv). Note que se 0 < t < ¢y, a condigao (g4) implica que Z(t)Z"(t) <0
e consequentemente
%Z’(t) - Z(t)Z"(t) >
Por outro lado, se t € [tg, M], utilizamos a escolha de Cy > max{2«a, a+CM+Mm/', 4M4(2a+M5)/ (20—
M)} e obtemos Z(t)Z"(t) < CyMy(Ms /200 + 1) < 1 Z'(t)%

O lema esta demonstrado. O

Z'(t), Vz € Q, 0 <t < M.

N =

Lema 2.19. Suponha (a1), (f1)-(f3), (91)-(93) e (ga) satisfeitas. Entio, dada uma bola B,(y) C Q, se

us € uma solugao de (Pf,a,R)} eziste uma constante M, > 0, independente de ¢, tal que
(@) Vue (2)* < Myuc(2)g(uc(z)) Vo € Br(y),0 <e <ey, (2.35)
onde ) = qﬁ’B e ¢1.p € a autofungdo positiva associada ao operador —A em B, (y), e M, depende apenas

der, N, v, ¥, |luc|l Lo (o)

Observagao 2.20. Pelo Lema 2.6, as solugées de (P5 , p) sdo limitadas a priori em L>((2). Assim, a
constante M, ndo depende de €. Também recordamos que, devido ao Lema 2.8, temos u. > 0 em Q e

ue € CHQ) N C3(Q).

Demonstracao. No decorrer da demonstragao iremos denotar u. apenas por u. A estratégia é demonstrar

a estimativa por contradigdo. Supomos entao que (2.35) é falsa, i.e., existem y € Q e r > 0 tais que

sup v > M, (2.36)
Br(y)
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~ 2
onde M > 0 sera escolhido posteriormente, independente de €, e v = w1, onde w = ‘g(iﬁ) e = (i)iB e

$1.5 ¢ a autofungdo positiva associada ao operador —A em B, (y).

Como v é continua em B, (y), ela atinge seu maximo em um ponto xo € B,.(y). Logo, por (2.36)

v(zg) = sup v > M. (2.37)
B (y)

Além disso, zg € B,-(y), pois v = 0 sobre 9B,.(y). Consequentemente,
Vou(zg) =0, (2.38)

Av(zg) <0. (2.39)

Procedemos para avaliar Av. Devemos mostrar que Awv(zg) > 0, se fixarmos M grande o suficiente

em (2.36). Assim, obtemos a contradigao desejada. Temos
Av = YAw + wAp + 2VwVip. (2.40)

As derivadas de w sdo (onde a convengao de somatorio sobre indices repetidos ¢ adotada)

_ 20;u0iu Z(u) — |Vul?Z' (u)0;u

(“)iw Z(u)2 (2.41)
Portanto,
)2 . . _ 4711 _ 271 /
Aw — 2(055u)*Z(u) + 20;u 9 (Au) Z(u) — [Vul[*Z" (u) — |Vu[*Z'(u)Au 9 (u dudhw,
Z(u)? Z(u)
e utilizando a equacao (2.41) e o fato de Au = h.(z,u), obtemos
A — 2001 Z(u) + 2| Vu*Z (u) (he)e(w, u) — |Vul* 2" (u) — [Vul* 2’ (u)he (2, u)
B Z(u)?
Ou (he)o(z,u) 7' (u) (242
ju (he)z(z,u) u) o
+2 Z() 2 Z) O;ub;w.

De agora em diante, todas as funcoes aparecendo nas expressoes abaixo sao calculadas no ponto xg.

A relagao (2.38) implica em ¥ Vw + wV1) = 0 e, consequentemente,

2
VwVi = fwm.
G
Substituindo esta expressao na equagao (2.40), temos
2
Av = pAw + w(mp - 2|V$'). (2.43)
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Inserindo (2.42) em (2.43), obtemos

Av = % 20 (B50)? + 20 Z(w)w(he ez, u) — WZ(u) 2" (w)w? — YwZ (w)he (2, u)
) i (2.44)
+ 200;u(he)o (2, ) — 21/)Z'(u)8iu8iw} o (Aw -7 )

Admitimos, sem perda de generalidade, que Vu(xg) é paralelo ao primeiro eixo coordenado na diregao
positiva. Observe que isto é possivel, pois o operador A é invariante sob transformagoées ortogonais.
Entao, de (2.38), obtemos

hv(zg) = Yo w + wdiyp = 0. (2.45)

Em vista de (2.41) e da equagao acima, podemos escrever dju = sw (Z/(u) . QféfuZ(u)) que combinada

com (2.44) produz

2 ! 2 (81¢)2 2 ’
vz Zos | Fvw (z (0 + S5y 20 — 227 (@)
-

whe(z,u)Z' (u) — 202" (1) udiw + wZ(u) (Al/) -2

oy

1#31’&

V2
(@

L [1 ) + 202 () (o) (o, ww — 0 Z() 2" ()

) + 2001 u(he) o (2, u)}
(2.46)
A seguir, estimamos alguns dos termos aparecendo na expressao acima. Antes disso, porém, é impor-
tante observar que os termos W—J’l e LZ%'

o fato de Z,Z',w, v > 0, obtemos

sao limitados sobre a bola B,.(y). De (2.45), a defini¢io de w e

207" (u) O udyw = —2Z' (u)|Vu|lwdi v

\Y%
< 27 () 7 (u) /2N 22 Esu(p) |¢11//)2|. (2.47)
(y
Também temos
1o (019)° 2 _ 1(019)?
2 g =y 2
1 V|2
>——( sup —— ) Z(uv)w, (2.48)
2(Br(y) v )
e
! a v !
—w?Z(w)Z (u)a% > —(Bs:l(s) 1,/}11/@) 7' (u) Z (u) /2 2w/, (2.49)
Finalmente, temos
V|2 V|2
wZ(u)(A¢—2| Zjl ) > —wZ(u)EsTu(z)) (Aw—2| ;}b ) (2.50)

e, pelo Lema 2.18 - (ii4), temos

2 u(he) g (2, u) < 20|Vul |(he)e] < C2pw? Z' (u)?. (2.51)
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Combinando (2.46) com (2.47)—(2.51), obtemos a seguinte expressao, avaliada em g,

Av > )[ ( Z'(w)? = Z() 2" (w)) + w (202 () (he)o(w w) — Ghe(,0) 2 (w) — KZ(u))

1
Z(u (2.52)
KZ'(W)Z(u )1/2¢1/2 3/2 le/Qz/JZ’(u)2}7

onde K > 0 é uma constante. Além disso, pelo Lema 2.18-(iv), reduzimos a desigualdade acima a

Avs MKEZWV+ﬂ(%ﬁ@ﬂ@ﬁ@u%ﬂM4L@Zﬁo—KZ@D

(u 4

) (2.53)
Z’(u)Z(u)l/Zwl/Qw?’/Q _ le/QwZ’(u)Q] .

Agora, pelos Lemas 2.17 e 2.18, a desigualdade (2.53) se transforma em

Ju—

1 Z/(’LL)2
G

1 u2
802 U (g — i+ (o) +001) 2 2200

v+ 032 4 pl/2
2wy ~Cl ),

onde C' > 0 é uma constante. Logo, se v(xg) > M, para M grande, independente de &, obtemos uma
contradi¢do com (2.39). O lema estd demonstrado. O

Prosseguimos para demonstrar nosso principal resultado nesta secao

Demonstracao da Proposigao 2.15

Como K C Q é um conjunto compacto, é possivel obter uma cobertura finita de K por bolas abertas
m

KclJ B (z;) (2.54)
j=1

com B, (;UJ) C Q. Seja ¢1,; = ¢1(B,,(x;)) a autofungao positiva associada ao autovalor A; do operador
—Aem B, (z;), com condigao de Dirichlet na fronteira. Pelo Lema 2.19, para cada j existe uma constante

positiva M, independente de ¢, tal que
b ()| Ve (2)[* < Mjue(2)g(ue(x)), ¥V x € By, (x;), (2.55)

onde 9; = (bij. Sejam e; = infB%(x].) Y;, e = inf1<j<mej € M = maxi<j<, M;. Entao, por (2.54) e
(2.55), concluimos que
€| Vue(2)[* < 9;(2)|Vue (2)* < Mue(z)g(us(z)), Vo € K.

A proposicao estéa demonstrada. O

2.8 Demonstracao do Teorema 2.1

Nesta segdo utilizamos os resultados da Segdo 2.7 para demonstrar que uma solugdo arbitraria wuc

de (P5, g,) converge para uma solu¢ao de (Pyq). Deste modo, concluimos que u' e u?, dadas pela

Proposigao 2.14, s@o solugdes distintas e nao triviais de (Py q).
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Lema 2.21. Suponha (a1), (f1)-(f3), (G1)-(93) e (ga) satisfeitas e seja (u.,) a sequéncia de solugoes do
Problema (P§7a7RO), onde €, — 0, quando n — oo. FEntao, passando a uma subsequéncia, se necessdrio,

temos que (uc, ) € relativamente compacta em C(K; R), para todo compacto K C Q.

Demonstracio. No decorrer desta demonstragao denotaremos u., por u.. Seja K C Q um subconjunto
compacto e considere o conjunto Ex = {u. : K — R;e > 0}. Nossa meta é mostrar que Ef é equicon-
tinuo e, para cada x € K, Ex(x) é um conjunto relativamente compacto. Entao, o Lema 2.21 ¢ uma
consequéncia direta do Teorema de Arzela-Ascoli.

Primeiramente, mostramos que Ex é equicontinuo. Procedendo como na demonstragao da Proposicao

2.15, cobrimos K por um namero finito de bolas

K C UlB%(xj) :
i=

com Br; (xz;) C Q. Seja w € K. Logo, w € Brj, (xj,), para algum jo. Agora, dado z € K, temos duas
2 4
possibilidades: se z € Bry, (z;,), podemos aplicar a Desigualdade do Valor Médio para obter
2

[ue(w) — ue(2)| < [Vue(tw + (1 = 1)2)||w — 2],

com 0 < t < 1. Visto que Bry, (zj,) € um conjunto convexo, temos tw + (1 — t)z € Brj, (xj,), para
2 2

qualquer valor de t € (0, 1) e, pela Proposi¢ao 2.15, obtemos
|[Vue(tw + (1 —t)2)| < Mus(tw + (1 —t)2)g(uc(tw + (1 —t)2)).

Pelos Lema 2.2 e 2.6, u-g1 (uc) ¢ limitada e concluimos que |u.(w) — us(2)| < Mi|w — z|, para alguma

constante positiva M;. Agora, se z ¢ BTJ% (zj,), temos que |w — z| > Z¢. Portanto,

2sup |uc(y)|  8sup |uc(y)| 8 sup |uc(y)|
|u5(w)—ua(z)| yeK yeK < yeK

w—z = Jw—2| ;

: = M.
min Tj

0 1<j<m

Tomando M3 = max { M7, M2}, temos |ue(w) — ue(2)| < Ms|lw — z|, para todos w, z € K e isto nos
mostra que Ex é equicontinuo.

Invocando o Lema 2.6 mais uma vez, obtemos que Ei(z) é um conjunto relativamente compacto,
para todo z € K. Entao, pelo Teorema de Arzela-Ascoli e, passando a uma subsequéncia, se necessario,

concluimos que u. — u uniformemente em K. O lema esta demonstrado. O

Corolario 2.22. Suponha (a1), (f1)-(f3), (91)-(d3) e (ga) satisfeitas. Seja (e,) uma sequéncia tal que
en — 0, quando n — oo, e considere (ue,) a sequéncia de solugoes do Problema (P5 , p). Entdo, existe

u € Cioe(Q) tal que limy, o0 ue, = u em subconjuntos compactos de Q.

Demonstragao. Seja (£2i) uma sequéncia de subconjuntos abertos de 2 tal que Qy CC k41, para cada
k, e U, Q = Q. Argumentamos por inducdo. Seja u,, = u., . - Pelo Lema 2.21, (uc1) é relativamente
1

compacta em C(Q7). Logo, existem um conjunto infinito Ny C N e uma fungio u; € C(Q;) tais que

u}L — w1, uniformemente em €y, para n € Nj.
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Para k = 2, escrevemos u2 = ul, , para n € N;. Consequentemente, existem um conjunto infinito

nlg,

Ny C Ny \ {1} e uma fungdo uy € C(Q2) tais que
qu — ug, uniformemente em s, para n € Na.

Repetindo este processo sucessivamente, para cada k existem conjuntos infinitos Ny C N, N C
Ni-1\{1,2,--+  k — 1} e fungoes u € C(£2) tais que

uf — wy,, uniformemente em Qy, para n € N.

Observe que, com esta construgdo, obtemos Ukttl, = Uk- Deste modo, definimos u(z) = ug(x),
para z € Q, e concluimos que a sequéncia diagonal (uf) converge para u € Coe(2). O corolario estéd

demonstrado. O

Lema 2.23. Suponha (G1), (f2) e (¢1) satisfeitas. Entdo, dada w wma solugio de (Pyqr) temos
g(u)xa, € L,.(Q), onde Q. = {z € Q:u(z) > 0}.

loc

Demonstragdo. Seja K C £ um conjunto compacto e considere ¢ € C}(2) tal que 0 < ( <le(=1em
K. Dada u. solugdo de (P%, ), obtemos

[ a@acwc = [ - [ veve

Observe que, pelo Lema 2.6, existe u € H}(2) tal que u. — u fracamente em H} (), u. — u fortemente
em L7, para 1 < o < 2N/(N —2), u. — u, em quase todo ponto de Q e |u| < [,, em quase todo ponto
de €, para alguma [, € L°. Portanto

/ VuV({ — / VuV{, quando € — 0.
Q Q

Por (f2) e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos [, Af(z,uc) — [ Af(z,u)C.

Podemos escrever

/ a(z)[ge (ue) + Cue + a]¢ — )\/ flz,u)¢ —/ VuV(¢ +/ a(z)[Cu+ o] =c¢1 <00, quandoe — 0.
Q Q ) Q

(2.56)

Definimos Q5 = {x € Q : u(z) > §}, para § > 0. Como ¢ >0, ( =1em K e g:(u:) + Cus + a > 0,

por (g1), temos

/ awmwa+&%+ﬂz/ M@MW&+C%+MCS/a@mm@+Cw+MQ
KNQs KNQs Q

Da desigualdade acima, do Lema de Fatou e de (2.56), segue que

/ lim inf a(2)[ge (ue) + Cue + o] < lim inf/ a(z)[ge(ue) + Cue + o] <1 < 0. (2.57)
KNQs KNQs

e—0 e—0

Temos lim. g g (ue) = g(u), em quase todo ponto de 5. Portanto, por (2.57),

/ a(x)[g(u) + Cu+ a]xq; = / a(x)[g(u) + Cu+ a] = / lim a(z)[ge (ue) + Cue + o] < Cg < 0.
K KNQs

KNy e—0



2.8 Demonstragao do Teorema 2.1 43

Quando § — 0, podemos utilizar o Lema de Fatou novamente para obter

/ liminf a(z)[g(u) + Cu + a]xq, < lim inf/ a(x)[g(u) + Cu+ a]xa; < < 0. (2.58)
K 0—0 6—0 K

Agora, observe que se u(x) = 0, entdo xq,(z) = 0. Por outro lado, se u(x) > 0, entdo xqo, — 1,
quando 6 — 0. Defina gs(x) = [g(u(x)) + Cu + a]xq;(x). Consequentemente, lims_,q gs(x) = [g(u(x)) +
Cu + a]xa, (), em quase todo ponto de . Desta desigualdade e do fato de K ter sido escolhido
arbitrariamente, concluimos que g(u)xqa, € L},.(€2). O lema est4 demonstrado. O

Agora estamos prontos para demonstrar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 2.1 Suponha (a1), (f1)-(f3), (G1)-(g3) e (ga) satisfeitas. Entdo, existe X > 0 tal que para

A > X o Problema (Px.o) possui duas solugdes ordenadas, nGo negativas e ndo triviais.

Considere u. solugao de (P5, p ). Seja ¢ € CL(Q) e tome Q um conjunto aberto tal que supp(p) C
Q cc Q. Pelo Corolario 2. 22, existe u € Cio.(2) tal que u. — u em subconjuntos compactos de 2
quando € — 0. Defina Q4 = {z € Q;u(z) > 0}. Note que Q4 & aberto. Considere também o conjunto
Q. = Q. NQ. Entdo u. — u em Q+

Tome n € C*°(R) tal que 0 < n <1, n(s) =0 para s < 1/2, n(s) =1 para s > 1 e sua derivada 7’ é

crescente. Definimos, para m > 0, a fungao p = ¢n(%=). Entao p € CL(2). Consequentemente
U U
[ v = [ (alwhgatus) + A u))en(2) i= A (259)
Q m Q m

Observe que, como u. — u em C’(Q+) temos 7(%=) — 7(;%) uniformemente em ). Prosseguimos
para avaliar A, ,,. Analisamos dois casos. Primeiro, consideramos u > 7. Pelo Corolério 2.22, podemos

encontrar £1 > 0 tal que ue > ¢ para 0 <e <e¢p, e

u

(—a(2)ge(uc) + )\f(w,us))soﬂ(%)(w) = (—a(@)g(u) + Af(z,w)en( ) (z)

quando ¢ — 0, em quase todo ponto de QN {z € Q; u(z) > T-}. Visto que u. > ¢, podemos utilizar o

Lema 2.6 e a continuidade de g e f para obter uma constante Cy > 0 tal que

|(—a(2)ge(ue) + Af (2, ue))@n(uc /m)| < Col| € L' (Q4).

Portanto, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para concluir que

U
ﬁ (—a(@)ge (ue) + Af(x, ue))wn( =)= | (—a(z)g(u) + Af(z,u))en(—), quando & — 0.
anfu>z} anfu>z} m
O segundo caso a analisar ¢ quando u < m/4. Neste caso, existe €3 > 0 tal que u, < %, para 0 < e <
€2. Consequentemente, 7(%) = 0 e, neste caso, temos / (—a(x)ge(ue) + )\f(a:,us))gon(%) =0,
on{u<z} m

para 0 < € < €2. Portanto,

A — / )+ Af(x, u))gm]( ) = A,,, quando € — 0. (2.60)
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Agora avaliamos A,,. Note que, se z € Q\ Q, temos

u(z) <m/2, ¥Ym >0 (2.61)

u(z))

Por outro lado, se z € Q+ temos lim,, o 7( = 1. Consequentemente, pelo Lema 2.23 e o Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue, podemos concluir que
Ay — / )+ Af(z,u))p, quando m — 0. (2.62)

A seguir, considerando a integral do lado esquerdo de (2.59), escrevemos

/ VueV(9n(~2)) == He o + Jeim, (2.63)
Q m
onde Hﬁym = fQ(VUsV@)W(%) € Js,m = %/ |VU5|2Q0’I7I(E)

QN{m/2<u<m}

Escrevemos H, ,, = /(Vu8V<p) [ (%) — n(%)} /(VuEVgo) (—). Como n(%#=) — n(;%) quando
€ — 0, dado ¢ > 0 existe 4 > 0 tal que (%) —n(%)] < d para 0 < ¢ < 4. Além disso, pelo Lema 2.6,
a desigualdade de Holder e o fato de supp(p) C Q cc Q, temos

‘/(VUEVQO) [n(%) - n(g)} ‘ < 5/ |[Vu||Vp| < C36, para 0 < € < &4,
Q m m Q
para uma constante positiva C3. Logo,
Ue u
/(Vuchp) [n(—) - 77(—)] — 0, quando € — 0. (2.64)
Q m m
Por outro lado, observamos que T'(v) := [, VoV (n(£)) < [Inllsoll¢ll[|v] €, claramente, T'(v) ¢ linear.
Portanto, T'(v) é um funcional continuo em H}(Q). Pela convergéncia fraca de u. — u em Hg (),
podemos concluir que
u u
T(ue) = | VucVeo(n(—)) = | VuVe(n(—)) =T (u). (2.65)
Q m Q m

Logo, por (2.64) e (2.65) obtemos Hen — [, VuVe(n()) := Hy. Agora, utilizando o mesmo

argumento que foi aplicado ao avaliar A4,, em (2.62), obtemos
H,, — / VuVp, quando m — 0. (2.66)
Q

A seguir, avaliamos J; ,,. Pela Proposicao 2.15, podemos mostrar a existéncia de uma constante M
tal que |Vue(z)]? < Mu.(z)g(uc(z)), para z € Q. Obtemos

~ Ug
| Je,ml S[ M —g(u)en'( /Mg U )1 )sax{m/z<u5<m}
Qn{m/2<u.<m} M

Pelas propriedades de ¢, n e a continuidade de g, existe Cy > 0 tal que [Mg(ue )on' (%)X fm/2<u. <m}| <
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Cy € LY(©). Também temos
Mg(ua)gpn’(ug/m)x{m/gguigm} — Mg(u)gon'(u/m)x{m/ggugm}, quando € — 0.
Consequentemente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos
limsup Jen| < [ Mgu)ion! (/)Xo 2cucm) = T
Finalmente avaliamos J,,. Observando que Mg(u)gan’(u/m)x{m/ggugm} — 0 em quase todo ponto de

Q, quando m — 0, e que, pelo Lema 2.23, temos|Mg(u)apn'(u/m)x{m/ggugm}| < Cslg(u)xqusoy| € LY(Q),

aplicamos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue mais uma vez para concluir que
Jm — 0, quando m — 0. (2.67)

Em vista de (2.59)-(2.63), (2.66) e (2.67), temos
/ VuVy = / (—a(z)g(u) + M (2, u)p, Vo € CHQ).
Q {u>0}

O teorema estd demonstrado. O



Capitulo

3

Resultados de nao existéncia

Neste capitulo estudamos a nao existéncia de solugoes positivas e de solugbes nao negativas e nao
triviais para o Problema (Py). Dividimos a apresentacdo dos resultados de acordo com os valores do
parametro A e de acordo com o tipo de singularidade envolvida. No decorrer deste capitulo denotaremos
por 1 a autofungdo positiva associada ao primeiro autovalor A; do operador —A em 2 com condi¢do de

Dirichlet na fronteira.

3.1 Nao existéncia para pequenos valores do parametro \

Dividimos a apresentagao desta segao em duas partes. A primeira trata da nao existéncia de solugao
para (P)), quando A é suficientemente pequeno. A segunda analisa a nao existéncia de solugdes nao
negativas e nao triviais para (P ,), quando o potencial a(x) pode se anular em conjuntos de medida

nula.
3.1.1 Solugao positiva
Consideramos o problema

(Px)
u =0, sobre 01,

{ —Au = (=g(z,u) + Af(2,u))X{u>0}, em
e supomos que f € C(2 x [0, 00)) e g € C(Q x (0, 00)) sdo fungoes satisfazendo

t _
(f2) lim f@) = 0, uniformemente em €2;

t—o00 t
(g;) Existe uma constante C' < A; tal que g(z,t) > —Ct, para todo t > 0 e para todo z € {);
(g3) liminf g(x,t) > h(z) > 0 e h(z) £ 0 em Q.

t—0+t

Os resultados obtidos nesta segéo foram inspirados pelo trabalho de [22].

Teorema 3.1. Suponha (f2), (G,) e (g93) satisfeitas. Entao, existe \* > 0 tal que o Problema (Py) ndo
possui solugdo positiva em Hg (), para 0 < X < A*.
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Demonstrag¢do. Argumentamos por contradigdo. Suponha que exista uma sequéncia (\,) C (0,00) tal
que A, — 0, quando n — oo, e tal que (Py,) possui uma solucio positiva u, € H}(Q) para cada n.
Afirmamos que

|lun|l = 0, quando n — oo. (3.1)

De fato, como (g;) e (f2) estao satisfeitas, podemos aplicar a Proposigao 1.6 e, em seguida, o Teorema

da Imersao de Sobolev e a Desigualdade de Poincaré para concluir que

C
0 < Jlunl® < / [V, |? +/ [9(z,un) + Cup]u, < )\n/ f (@, un)un + = |lun|?
Q Q Q A

< (A +C)

< Y Hun”2 + Aner|un |

para uma constante positiva ¢;. A desigualdade acima implica em (1 — )\—Cl - i—’;)”unH < ApCa, de onde
concluimos que a afirmagao é verdadeira.

A seguir, consideramos ; a autofuncgao positiva associada ao primeiro autovalor A; do operador
—A em Q com condigdo de Dirichlet na fronteira. Visto que u,, é solugao de (Py, ) e (f2) é satisfeita,
aplicamos a desigualdade de Poincaré e o Teorema da Imersao de Sobolev mais uma vez para obter

constantes positivas cs, c3 tais que

O§/ [9(x, upn) + Cupler §/VunV<p1+/ [9(x, upn) + Cupler §)\n/ f(x,un)galJrC/ungol
Q Q Q Q Q

A +C
<tn+0) [ L funlllorlze + Ancslle

1

UnP1 + >\n02/ 1 <
Q

Utilizando a desigualdade acima, o fato de ||u,|| — 0 e A, — 0 quando n — oo e o Teorema do

Confronto concluimos que

lim [9(z,un) + Cuy)pr = 0. (3.2)

n—oo Q

Por outro lado, por (g3) e o fato de ¢ ser positiva em €, obtemos uma constante positiva ¢4 tal que

/ liminf [g(x, uy) + Cunpr > / h(x)p1 > ¢q4 > 0. (3.3)
Q Q

n—oo

Pelo Lema de Fatou e as equagdes (3.2) e (3.3), obtemos uma contradigdo. O teorema esta demonstrado.
O

A seguir apresentamos um resultado que relaciona o Teorema 1.1 e o Teorema 3.1.

Proposicao 3.2. Suponha satisfeitas as hipdteses (g;), (g2), (g3), (f1) e (f2). Entao, existem 0 < A\* <

A0 tais que
(i) Se A < \*, entdo (Py) ndo possui solugdo positiva em HE(Q);
(ii) Se A > \°, entdo (Py) possui solug¢do positiva em HE ().

Além disso, se f(x,t) >0 em Q x [0,00) temos A\* = \Y.

Demonstragao. Por (g,), (g3) e (f2), podemos aplicar o Teorema 3.1 e concluir que existe A* > 0 tal que

(Py) nio possui solugao positiva em H{ (2)NC(Q). Por outro lado, por (g;), (92) e (f2), podemos aplicar
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o Teorema 1.5 e obter A\? > 0 tal que (Py) possui solucio positiva em Hg () N C(2). Destes fatos segue
claramente que A* < \°. Quando f(z,t) > 0 em x [0, 00), aplicamos a Observacio 1.13 e concluimos que,
na verdade, \* = A\ = A = inf {\ > 0; (P,) possui solugao positiva em H} (2)NC(Q)}. A proposi¢io

estéd demonstrada. O

3.1.2 Solucgao nao negativa e nao trivial

Recordemos o problema a ser estudado

(PA,a)

—Au = (—a(z)g(u) + Mf(z,u))X{u>0p em Q
u=0 sobre 02

Nesta sec@o, mostraremos que nao existe solu¢do néo negativa e nao trivial do Problema (P} 4) quando
o parametro A > 0 & pequeno o suficiente. Sejam a € L>®(2), f € C(Q x [0,00)), g € C((0, o)) fungdes
satisfazendo as hipoteses a seguir:
f(z,1)
t

(f2) lim = 0, uniformemente em ;
t—o0

. t
(fs3) existe 0 < p < 1 tal que limsup f(@.t)
t—0t tP

< 00, uniformemente em 2;

(g1) existe C' < 21— tal que g(t) > —C't, para todo t > 0;

Malloo
t
(g3) lim igf ? > 0, para algum 0 < r < p, onde p foi dado em (f3);
t—0 r

(a1) a(z) >0, mas a(r) Z 0 em

(az) a(z)™! € L7(Q), onde o = ;:’T’%, ser <p,eoc=00,ser =Dp.

Observe que a condigdo (a3) permite que a(x) se anule em conjuntos de medida nula.

Teorema 3.3. Suponha (a1), (a3), (f2), (fs), (§1) e (g3) satisfeitas. Entdo, existe X > 0 tal que o

Problema (P,,) ndo possui solu¢do nio negativa e nao trivial em HE(Q) para 0 < X < .

Demonstra¢ao. Apresentamos a demonstracdo para o caso em que r < p. Quando r = p, a demonstragao
é similar a esta. Argumentamos por contradigdo. Suponha que existam uma sequéncia (A,) tal que
An — 0 e seja u, € H(Q) uma solugao ndo negativa e nao trivial de (P, ,). Um argumento anélogo ao
utilizado na demonstracdo do Teorema 3.1 implica em ||u,| — 0 quando n — co. Logo, |lu,|| ¢ limitada.

Pela Proposigao 1.6 e a condigao (§1), podemos escrever

Cllallso
funl?+ [ ao)gln) + Cunin < A [ Jlomnun+ L 2 (3.4
{un>0} Q 1
Note que, por (fg), existem mq,t; > 0 tal que
f(z,t) < (mq +e1)tP = mt?, para 0 <t < tj. (3.5)

Observe que, por (g3), dado mgy > 0 existe t2 > 0 tal que

g(t) > mat”, para 0 <t < to. (3.6)
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Seja t = min {t1,t2}. Por (f2) e a continuidade de f, concluimos que existe m3 > 0 tal que
f(z,t) < mgt, parat > t. (3.7)

Utilizando (a3), (3.5) - (3.7), o Teorema da Imersdao de Sobolev e as Desigualdade de Poincaré e de
p—1
r—17

/Qf(xa un)un = /{0<un<t} f(xvun)un + AunZt} f(l'vun)un

/ g / msus,
{0<u, <t} {un>t}

o _ ]. ms 2
my [a(at:)su(“”)S -2 5)7] + llunll
/{0<un<t} " " a(x)* A"

Young, obtemos, para s =

IN

<m [ el em-s) [ el s
{0<u, <t} {0<un, <t} A1
m1 . _ ﬁ ms
< ;/ _a(@)g(un)up + (1= 5)[unl3- o™ 5™ + 5= unl®
2 J{0<up <t} 1
my 9
<[ ata)gtun)un + |
m2 {un>0}
A desigualdade acima, juntamente com a equagao (3.4), implica em
m Cllallso
funlP+ [ a@lgtun) + Candin 022 [ atlglunn + maunl?] + L
{un>0} m2 J{u,>0} 1
m
< An [71/ a(z)[g(un) + C’un}un} + A ||un ||
m2 J{u,>0}
Cllallss | 2
) llun |,

de onde concluimos que
Cllallso A0
(1 _ Cllalls _ )\nm5) [l || + (1 - 71) / a(x)[g(un) + Cup]u, <0
A1 ma2 Q
Por (1) e o fato de A, — 0, a equagao acima implica que existe ng € N tal que ||u,|| = 0, para todo

n > ng. Esta contradicao conclui a demonstracao do Teorema 3.3. O

Observagao 3.4. Sob as hipdteses do Teorema 2.1, podemos aplicar o Teorema 3.3 e concluir que existem
0< X<\ tais que (Py) ndo possui solugio ndo negativa e nao trivial para 0 < X < X e (Py) possui duas

solugoes nao negativas e nao triviais para A > A.

3.2 Nao existéncia em funcao do termo singular

Os resultados apresentados nesta se¢ao foram motivados pelo trabalho de Ghergu e Radulescu [22] e
se diferenciam dos demais resultados apresentados neste trabalho pelas condigoes a serem satisfeitas pelo

termo singular. Considere o problema
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{ —Au = (=g(z,u) + Af(2,u))X{u>0}, em (Px)

u =0, sobre 0.
Nesta segao verificamos trés resultados sobre a nao existéncia de solugdes para o Problema (Py), para

qualquer valor de A\. Supomos que f € C(2 x [0, x)), g € C(Q x (0, c0)) e as seguintes hipdteses sao

satisfeitas:

= 0, uniformemente em Q;

f@.t)
t—o0 t
(g7) g(x,t) >0 e existem ty >0, a € C(Q) e § € C((0, <)) tais que
(i) g(z,t) > a(z)g(t) > 0 para 0 <t <ty e x € Q;
(ii) a(x) > 0 em

(iii) ¢ € nao crescente para 0 <t <t e foto g(t)dt = oo.
Poderfamos, por exemplo, considerar §(t) = Ct~!. A seguir, enunciamos nosso resultado principal.

Teorema 3.5. Suponha (f2) e (g7) satisfeitas. Se a(x) # 0 sobre O, entdo o Problema (Py) nao possui
solugao positiva em H}(Q) N C(Q), para qualquer valor de X > 0.

A demonstracao do Teorema 3.5 seré feita por contradigdo e envolvera vérios resultados preliminares.
Um resultado similar foi apresentado por Ghergu e Radulescu [22] (veja o Teorema 1.1) supondo f,g
monotonas, positivas e Holder continuas, fol g(t)dt = +o0 e min g a(z) > 0.

Ressaltamos que, no nosso resultado, basta que g seja limitada inferiormente por uma fungao singular
e ndo crescente proximo da origem. Além disso, basta que a(x) seja ndo negativa e nao se anule na
fronteira de €.

Antes de demonstrarmos o teorema, necessitamos de alguns resultados auxiliares. A seguir, considera-

mos [T (z,t) = max{f(x,t), 0} e o seguinte problema

—Au = >‘f+ ) ) Qv
{ u (z,u), em (Pase)

u =0, sobre 0f).

E importante destacar que, de agora em diante, utilizaremos a definicdo de subsolucdo no sentido
fraco (veja [20]).

Lema 3.6. Suponha (g7) e (f2) satisfeitas. Entdo, dada uy € HE(2) N C(Q) uma solugdo positiva de
(Py), existe Uy € C(R2), solugao de (Py s+ ), tal que Uy > uy >0 em Q.

Demonstragdo. Afirmamos que uy é uma subsolu¢ao de (Py s+ ). De fato, uma vez que g(x,t) > 0 e (f2)

esté satisfeita, podemos aplicar a Proposi¢ao 1.6 e escrever
[vuve= [ g + M@, Vo € H®).
Q {ux>0}

Em particular, se tomarmos v > 0, obtemos

/VU)\V'US/ )\f(x,u)\)vg/ AT (, up)v.
Q {ux>0} {ux>0}
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Como 0 < v € HE(Q) foi arbitrario, concluimos que a afirmagao é verdadeira. Desejamos agora

encontrar uma solugao de (P, ¢+) que seja maior ou igual a uy. A fim de fazermos isto, definimos

Fet) = {f+(m,u>\(x)), se 0 <t <wuy(z),

(1), set > uy(x).

e estudamos o problema

—Au:)\f(x,u), em (), .
(Px.5)
u =0, sobre 0€,
Associado ao problema acima, temos o funcional I : H}(Q) — R, dado por I (u) = Hul2=X [, F(z,u).

Devido as propriedades satisfeitas por f, concluimos que I esta bem definido e I € CH(H}(Q),R). Tam-
bém obtemos que Ieé coercivo, limitado inferiormente e satisfaz a condigao de (PS). Consequentemente,
(veja [37] e o Lema 1.10), obtemos uma solugao Uy do Problema (PA7f) que satisfaz Uy > uy > 0 em €.
Em particular, Uy ¢ uma solugao de (P, s+ ). Aplicando a teoria de regularidade para problemas elipticos
semilineares (veja o Teorema B.2 e o Lema B.3 de [39]) e o Teorema da Imersao de Sobolev, obtemos
Uy € C1(Q). O lema esta demonstrado. O

A seguir, consideramos subdominios abertos e suaves €2; C Q tais que Q; CC Q41 ¢ Q = U2, Q.

Dado ¢ € N, nosso préximo passo é estudar a existéncia de solugoes do problema

{ —Au = —ni(@)g(z,u) + AT (w,u), emQ, (Py)

u=0, sobre 02,

com 1; € Ce(Q) uma fungao tal que 0 < n; <1, m; =1 em Q; e supp(n;) C Q;41. Desejamos comprovar
a existéncia de uma solugao u; de (P,\+ Z) para cada i e, entdo, demonstrar que a sequéncia (u;) converge

fracamente para uma fungao de H}(Q).

Lema 3.7. Suponha (g7) e (f2) satisfeitas. Entdo, dada uy € HE(Q) N C(Q) uma solug¢do positiva de
(Py), existe u; € H}(Q) N CHQ) solugdo de (P;rl) tal que 0 < uy < u; < Uy em Q, com Uy dada pelo
Lema 3.6.

Demonstracao. E facil ver que uy e Uy sdo uma subsolucio e uma supersolucao de (P)\+ ;), respectivamente.
Por simplicidade, escrevemos h;(x,t) = —n;(z)g(z, )+ f1(z,t). Salientamos que, como supp(n;) C Qit1,
temos h;(x,t) = A\fT(z,t) quando z € 2\ Q;11. A seguir, definimos a fungio

hi(xz,uy), sel <t <wuy,
Bl(‘r?t) = hl(m?t)) S€ U S t S U)\a (38)
hi(z,Uy), set> Uy,

e consideramos o problema

—Au = hi(z,u), emQ, .
(F%)

u =0, sobre 0f).
Afirmamos que iL,L'(CC,t) € L*>*(Q). Efetivamente, como 0 < 7; < 1, podemos utilizar o fato de que

0<cp <uy <Uy <cgem 1, para certas constantes ¢1 e o, e a continuidade de g e f* para deduzir
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que existe My > 0 tal que

|hi(z,t)] < May, para todo z € Q41 et € R.

Por outro lado, se € 2\ Q;41 recorremos ao fato de que uy, Uy € C(Q), supp(n;) C Q11 e ao fato

de fT ser continua para obtermos
|hi(z,t)] < Ms, para todo z € Q\ Q41 et € R.

A afirmagao estd demonstrada. Este fato, a teoria de regularidade para problemas elipticos nao line-
ares (veja [39]) e a imersdo de Sobolev implicam na existéncia de uma solugao u; € C1(Q) N H(Q) para
o Problema (]51) tal que uy < u; < U), para todo ¢ € N. Em particular, u; € uma solucao de (PL) O

lema estéd demonstrado. O

Nosso objetivo agora é verificar que a sequéncia (u;) converge fracamente para uma funcio de Hg (€2).
A partir dai, e utilizando a hipotese (g7 ), chegamos a uma contradi¢do, o que demonstra o Teorema 3.5.
Antes de apresentarmos a demonstragao do Teorema 3.5, precisamos de um resultado técnico auxiliar

que nos permite trabalhar com solugdes fracas do problema (Py). Considere o problema a seguir:

—Au = h(z), em
u >0, em €; (3.9)
u =0, sobre 0f).

Lema 3.8. Seja u € HY(Q) uma solugio de (3.9) com h € LP(), p > N. Entio, u € C*#(Q). Além
disso, [o, h(z) > 0.

Demonstragao. Como h € LP(Q), existe uma sequéncia de fungoes (h,) C C°(Q) tal que h, — h em

LP(Q2). Considere os seguintes problemas

{ —Auy = hy(z), em Q, (3.10)

u =0, sobre 0€2.

Utilizando resultados de regularidade (veja o Teorema 6.14 de [23]), obtemos u,, € C*#(Q2) para cada

n. Além disso, se considerarmos o problema

{ ~A(up —u) = hp(x) = h(z), emQ, (3.11)

Uy —u =0, sobre 012,

pela teoria LP para problemas elipticos (veja o Teorema 9.15 e o Lema 9.17 em [23]) para concluir que

existe uma constante M7 = M; (€, p) tal que
un — ullwzr@) < Millhn — hllLr)-

Portanto, como h, — h em LP(Q), temos que u, — u em W?P(Q), para p > N. Além disso,
pelo Teorema da Imersdao de Sobolev, quando p > N temos W?P(Q) — C%#(Q) e, passando a uma

subsequéncia, se necessario, obtemos %L; — 2—7“7 < 0 uniformemente sobre 9. A seguir, utilizando (3.10)
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e o fato de u,, € C%(Q), obtemos

—/Aun:/hn.
Q Q

Visto que h,, — h em LP(Q)), para p > N, concluimos que fQ hy, — fQ h. Finalmente, utilizando o

Teorema da Divergéncia e a convergéncia de aé‘n" , obtemos

—/Aun:/ f%dcr%/ @dazo.
Q oo On a0 On

Consequentemente, fQ h=-] 59 g—gda > 0. O lema esta demonstrado. O

Demonstracao do Teorema 3.5

Argumentamos por contradi¢do. Suponha que existe uy € Hg(£2) N C(Q) solugio positiva de (Py) tal
que a(z) # 0 sobre 9. Pelo Lema 3.7, para cada i € N, existe u; € H}(Q) N C*(Q) solugao positiva de
(P;l) Por este fato e por n;(z)g(z,t) > 0, para todo (z,t) € Q x (0, ), temos

l|lwil|? = —/Qm(ac)g(x,ui)ui—|—)\/Qf+(a?,ui)ui < )\/ng+(w7ui)ui'

Como 0 < u; < Uy € CYQ) em quase todo ponto de Q e f+ é continua, podemos afirmar que a
sequéncia (u;) é uniformemente limitada em H}(Q). Consequentemente, passando a uma subsequéncia,
se necessario, concluimos que existe v € H}(Q) tal que u; — v fracamente em HJ (2) e u; — v, em quase
todo ponto de €2, quando i — oco. Deste ultimo fato e do fato de uy < u; < Uy, obtemos uy < v < Uy,
em quase todo ponto de 2. Fixamos j € N tal que j < i. Visto que u; é uma solugao de (P;'l) e que
0 < uy <u; <Uy em £, concluimos que h; € L>=°(Q). Logo, pelo Lema 3.8 e pelo fato de g(x,t) > 0 em

Q x (0, 00), encontramos My > 0 tal que

/ g(x,u;) < / ni(x)g(@, u;) < )\/ fH (@ ui) < My.
Q; Q Q
Esta desigualdade, o fato de g(x,u;) ser uniformemente limitada em Q e o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue implicam em fQ, g(z,v) < My, para todo j € N. Aplicando o Lema de Fatou,
quando j — oo, obtemos [, g(x,v) < My.

Destacamos que, como Uy € C1(2) e Uy = 0 sobre 99, existe dp > 0 tal que uy < v < Uy < tg no
conjunto 5, = {z € Q; d(x,902) < o}, onde o foi dado por (¢7). Em vista disso e da hipotese (¢7) — (4)
e (iit), obtemos

/

A seguir, considere um ponto zy € 99 tal que a(xzg) > 0. Entdo, existem um conjunto aberto

a(@)§(U)) < /

[ a@yt) < | sty <ot (3.12)

80 L) Q‘50
W c RY, um conjunto aberto V contendo xy e uma constante positiva cg tais que a(x) > cg > 0
em V, e um difeomorfismo suave ¢ : W — V tal que ¢(0) = zo, ¢({yn = 0} NW) =V NI e
oI (VNQ)=WnNHY :=W*, onde HY = {y € RY; yy > 0}.

Ressaltamos que podemos supor que W+ & um cilindro da forma D x [0, d] € RV~ x [0, co), onde
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D C RV~1 ¢ um disco e d > 0. Também podemos supor que V N =V NQs,. Sendo assim, temos
| a@aa@)iz = [ alow)a@@w)swldy
5,V W

onde |Jy(y)| denota o determinate da matriz Jacobiana de ¢. O fato de ¢ ser suave, nos permite encontrar
uma constante c; > 0 tal que |J4(y)| > ¢7 para todo y € W, onde W, € W+ & um cilindro da forma
Dy x [0, di], com 0 < dy < d. Utilizando esta desigualdade e o fato de a(z) > ¢g em V, obtemos uma

constante positiva cg tal que

dy
[ o@iw) = | a@awsemaidy = e [ awewn =c [ [T awsew)dmdy.

S0 1 1

onde escrevemos y = (y',yn), com y' € RV~ e yny € R. Pelo Teorema Fundamental do Célculo, pelo
fato de Uy € C1(Q) e pelo fato de Uy = 0 sobre 952, obtemos

U 0(0) = Un(6) - Un(6(0,0) = [ S/ o)

onde FE(y) = Ux(¢(y)). Tomando o valor absoluto na rela¢do acima, podemos encontrar uma constante
co > 0 tal que |Ux(¢(y))| < colyn|. Utilizando esta desigualdade e escolhendo da < d; tal que dy < —9,

C

podemos utilizar (g}) — (4i7) para concluir que

d1 d2
/ SO yx))dyy > / dlcoyn))dyy = oo, para todo ¢ € D, (3.13)
0 0

o que contradiz (3.12). O teorema esta demonstrado. O

Como consequéncia do Teorema 3.5 apresentamos um resultado sobre a nao existéncia de solugoes
u € HQ) N C(Q) nio negativas e nio triviais de (Py). A partir de agora, vamos utilizar a notagao
At ={z € Q; a(x) > 0}.

Teorema 3.9. Suponha (f2) e (g7) satisfeitas. Entao, para qualquer valor de A > 0, o Problema (Py)
nao possui solug¢do ndao negativa e nao trivial u € HE () N C(Q) tal que d{z € Q; u(x) > 0} seja suave

e intercepte o conjunto AT.

Demonstragdo. Suponha, por contradigdo, que existe u € HE(Q2) N C(2) solugdo nao negativa e nio
trivial de (Py), para algum X > 0, tal que 0{z € Q; u(x) > 0} seja suave e intercepte o conjunto AT.
Por simplicidade escreveremos Q2 = {z € Q; u(z) > 0}. Entao u € H} (). Certamente, como Qf C Q
¢ mensuravel, u € Hg(2), u = 0 em quase todo ponto de 2\ Qf e QT ¢ suave, obtemos u € HJ ()
(veja [1]).

Afirmamos que u é solugao do seguinte problema

o +
{ Au=—g(z,u) + Af(z,u)  em Qf, (3.14)

u=0 sobre Q.

Assumindo que a afirmacao é verdadeira por um momento, concluimos que (3.14) possui uma solugéo
u€ HI QM) NC©Q ) satisfazendo u > 0 em 99 . Porém, um argumento similar ao da demonstragao do
Teorema 3.5 implica que (3.14) ndo possui solugao positiva em H}(Q) N C(Q u) tal que 9! seja suave

e intercepte o conjunto AT, o que é uma contradicio.
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Resta demonstrar a afirmagdo. Para isto, basta verificar que v € Hg(Q]) satisfaz
VuVw = / [—g(z,u) + Af(x,u)|w, ¥Vw € C2(Q).
Q+ Qt

Porém, como C(Qf) € C(Q) e u é solugao de (Py), a afirmagao segue imediatamente. O
A seguir, apresentamos um resultado mais geral do que o do Teorema 3.9.
Teorema 3.10. Suponha (f2) e (g7) satisfeitas. Entao, para qualgquer valor de A > 0, o Problema (Py)
néo possui solug¢do nao negativa e nao trivial u € HE(Q) N C(Q) tal que d(Q N {z € Q;u(z) > 0}) tenha
uma parte suave Ty, e Ty N AT £ (.

Demonstra¢ao. Argumentaremos como na demonstragao do Teorema 3.5.

De inicio, consideramos f¥(z,t) = max{f(z,t), 0} e o seguinte problema

{_Auz)\er(%u)a em Q7 (Py)

u =0, sobre OQ7.

Lema 3.11. Suponha (g7) e (f2) satisfeitas. Entio, dada uy € HE ()N C(Q) uma solugio nao negativa
e nao trivial de (Py), existe Uy € CH(QT UTy,), solugdo de (P/{':f), tal que Uy > uy > 0 em .

Demonstracao. Afirmamos que u)y é uma subsolucao de (P;rf). De fato, uma vez que g(z,t) > 0 e (f2)

esta satisfeita, podemos aplicar a Proposi¢ao 1.6 e escrever
VurVu = / VuyVou = / [—g(z,up) + M (z,up)]v, Vv € HLHRQ).
Q+ Q Q

Em particular, se tomarmos v > 0, obtemos

VuVou < /
Q

)\f(x,uA)vg/)\f+(x,u)\)v.

Qt Q

Como 0 < v € H}(Q) foi arbitrario, concluimos que a afirmagao é verdadeira. Desejamos agora

encontrar uma solucao de (P)\+ f) que seja maior ou igual a uy. A fim de fazermos isto, definimos

{ (@ un(z)), se0<t<uy(z),
(1), set > uy(z),

e estudamos o problema

—Au:)\f(x,u), em QF, (}5+ )
u =0, sobre OQ7. A
Associado ao problema acima, temos o funcional I : H}(Qt) — R dado por I(u) = lul? -

A fQ . F (z,u). Devido as propriedades satisfeitas por f , concluimos que I esta bem definido e I €
C'(H(Q1),R). Também obtemos que I & coercivo, limitado inferiormente e satisfaz a condicéo de (PS).
Consequentemente, aplicando um resultado padrao (veja [37]), obtemos uma solugdo Uy do Problema
(]3)\+ f) que satisfaz Uy > uy > 0 em QT. Aplicando um resultado de regularidade (veja o Corolario 8.36
de [23]) e o Teorema da Imersio de Sobolev, obtemos Uy € C»*(QT UT,). Em particular, Uy é uma

solugao de (Py ). O lema esta demonstrado. O
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A seguir, consideramos subdominios abertos e suaves Q; C QF, tais que Q; CC Q;11 e QT = U2, Q.
Seja n; € C.(2) uma fungdo tal que 0 <n; <1, m; =1 em Q; e supp(n;) C Qiy1.

Nosso proximo passo é estudar a existéncia de solugoes do problema

{ —Au = —ni(z)g(z,u) + A\ (x,u), emQF, (P;rz)

u=0, sobre 0QT.

A seguir, desejamos comprovar a existéncia de uma solucgao u; de (P;r ;) para cada ¢ e, entdo, demons-
:

trar que a sequéncia (u;) converge fracamente para uma funcio de Hg(Q7F).

Lema 3.12. Suponha (g5) e (fa2) satisfeitas. Entio, dada uyx € H}(Q)NC(Q) uma solugio nio negativa
de (Py), existe u; € H (QT)NCYQT) solugdo de (P;rz) tal que 0 < uy < wu; < Uy em QF, com Uy dada
pelo Lema 3.11.

Demonstragdo. E facil ver que uy e Uy sdo uma subsolucio e uma supersolucao de (P;' ;), respectivamente.
Por simplicidade, escrevemos h;(z,t) = —n;(z)g(z,t)+Af T (x,t). Salientamos que, como supp(n;) C Q;41,
temos h;(z,t) = A\ft(z,t) quando z € QO \ Q4.

A seguir, definimos a fungao

hi(z,uy), se0<t<uy,
hi(x,t) = ¢ hi(w, 1), seuy <t < U, (3.15)
hi(z,Uy), set > Uy,
e consideramos o problema )
—Au = hi(z,u), emQF, .
{ u =0, sobre Q™.

Afirmamos que h;(z,t) € L>®(Q). De fato, como 0 < n; < 1, temos |h;(z, t)| < |g(z, )] + | f(z,t)],
para todo par (x,t) € QF x (0, oo). Sendo assim, quando 0 < t < wu) podemos utilizar o fato de que

0 < c; <uy < cp em QF, para certas constantes ¢y, ¢z, e a continuidade de g e f+ para deduzir que

|hi(z,t)] = |hi(@,un)| < |g(@, un)| + Alf T (2, un)| < Ma,

onde M, é uma constante positiva. Quando ¢t > U,, aplicamos o argumento utilizado acima. Finalmente,

quando u) <t < U, recorremos ao fato de uy, Uy € C (sT+) e de g e fT serem continuas para obtermos
i, )] = [hi(a, t)] < |g(a, )] + AL fF (2, 0)] < M,

para uma constante positiva M3. A afirmacao estd demonstrada.
Pela afirmagdo acima, a Imersao de Sobolev e o Teorema 9.15 de [23]|, deduzimos que o Problema
(P;") possui uma solucao u; € C1(Q+) N HY(QF) tal que uy < u; < Uy, para todo i € N. Em particular,

u; é uma solugao de (P)\+ ;). O lema esta demonstrado. O

Demonstragao do Teorema 3.10
Argumentamos por contradi¢io. Suponha que existe uy € H}(Q) N C(Q) solugao nio negativa de
(Py). Pelo Lema 3.12, para cada i € N, existe u; € H3 (Q)NC(QF) solugio positiva de (P;rl) Por este
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fato e por n;(z)g(z,t) > 0 para todo (z,t) € QF x (0, 00), temos

ul? == [ m@gtwuu+ A [ Freun < [ F e
Q+ Q+ Q+
Tomando ¢ = 1 em (1.14) e utilizando o fato de 0 < u; < Uy € L*(Q2") em quase todo ponto de O,
obtemos uma constante My > 0, independente de i, tal que [, [T (z,ui)u; < [0 |Ux|* 4 ¢3|Ux| < My <
oo. Consequentemente, a sequéncia (u;) é uniformemente limitada em H}(QT).

Passando a uma subsequéncia se necessirio, concluimos que existe v € H(QF) tal que u; — v
fracamente em H}(Q7) e u; — v em quase todo ponto de 21, quando i — co. Como resultado, obtemos
uy < v < Uy em quase todo ponto de Q7. Fixamos j € N tal que j < i. Visto que u; ¢ uma solucao de
(]3,»), hi € L®(Q"), ux < u; < Uy e o Lema 3.8, temos

[ o) < [ m@gtea) <3 [ ) <2

Q; Q+ Q+

Esta desigualdade e o Lema de Fatou implicam em fQj g(z,v) < Ms, para todo j € N. Aplicando o

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue quando j — oo, obtemos [, g(z,v) < Ms.
Destacamos que, como Uy € C1*(QTUT,) e Uy = 0 sobre I',,, existe dp > 0 tal que uy < v < Uy <t

no conjunto I'y, 5, = {z € ; d(z,T,) < do}, onde to foi dado por (¢7). Em vista disso, do fato de § ser

nao crescente em (0, to] e de termos g(x,t) > a(x)g§(t) > 0 em (0, o], obtemos

J

Afirmamos que [, , a(z)g(Ux) = oo. Decerto, considere um ponto zy € I'; tal que a(zo) # 0. Entao,
w00

a(x)g(Uy) < /

Tu,sg

a(2)j(v) < / gla,v) < Ms,

u,80 Tu,sg

existem um conjunto aberto W C R, um conjunto aberto V contendo zy e uma constante positiva cg
tais que a(r) > cg > 0 em V, e um difeomorfismo ¢ : W+ V tal que ¢~2(V N QT) = W N HY, onde
HY = {y e RY; yn > 0}.

De agora em diante escreveremos W;U =¢ 1 (VNTyus) CWnNHY e ressaltamos que W;O pode ser
escolhido como um cilindro. A fungdo ¢ também satisfaz ¢~ 1(xg) = 0 e ¢({yn = 0} N W) =V N IQ.

Sendo assim, podemos escrever

/ a(@)§(Us (2))dz = / a(b(u)a U (D)o w))dy
w50V

wi
%0

onde |J4(y)| denota o determinate da matriz Jacobiana de ¢. Sem perda de generalidade, podemos supor
que existe uma constante c; > 0 tal que |Jy(y)| > ¢7 para todo y € W;O /2 Utilizando esta desigualdade

e o fato de a(z) ser limitada inferiormente por uma constante positiva em I', 5, N V' obtemos

d
[ aowaelaits = e [ s =e [ [ aUi@@dmdy’ (.10
W D JO

+
50/2 W50/2

onde D ¢ RN~! ¢ um disco e 0 < d. Pelo Teorema Fundamental do Céalculo, pelo fato de Uy €
CLe(QT UT,) e pelo fato de Uy = 0 sobre I',,, obtemos

YN 8E

Ux(¢(y)) = Ux(6(y)) — Ux((y',0)) = T(yC s),
0 YN
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onde E(y) = Ux(¢(y)). Tomando o valor absoluto na rela¢do acima, podemos encontrar uma constante

cg > 0 tal que |[Ux(6(y))| < colyn|-
Finalmente, escolhendo d; < d tal que d; < i—g e utilizando a desigualdade acima, (g7) e a equacao

(3.16) concluimos que

d dy
/ JUAB())dyy > / §coyn))dyn = oo (3.17)
0 0

O teorema estd demonstrado. O



Capitulo

4

Problemas parcialmente singulares

Neste capitulo estudamos a existéncia de solucoes para o Problema (P ,) quando o termo singular
nao esta presente em todos os pontos do dominio. Mais especificamente, supondo que o conjunto {z €
Q;a(x) = 0} tem interior ndo vazio e utilizando um argumento de minimizagdo, obtemos uma solugéo
nao negativa e nao trivial para (Py,). Também estudamos a concentragao das solugdes de (P 4) em

funcao do potencial a(x).

4.1 Existéncia de uma solucao nao negativa e nao trivial para todo
A>0

Relembramos o problema

(PA,a)

—Au = (—a(x)g(u) + Af(7,u))X(u>0y em L,
u=20 sobre 0f2.

Nesta se¢ao, mostramos que o Problema (P ,) possui uma solugdo ndo negativa e nao trivial para
todo A > 0. Supomos que a € C1¥(Q), paraalgum 0 < v < 1, f(x,s) € C(2x[0, 00))NCLH (2 x (0, o0)),
para algum 0 < p < 1, e g € C?((0, c0)) sdo fungdes satisfazendo:

(ag) int(A°) # 0, onde A° = {x € Q; a(x) = 0};

(a7) a(z) >0 em Q;

. t _
(f1) liminf f@t = +00, uniformemente em §2;
t—0+ t
t _
(f2) lim f(@.1) = 0, uniformemente em €;
t—00 t

(f3) existem mq,t; >0e0 < p < 1 tais que | f(z,t)| +|fe(z, t)| +t|fe(z, t)] <matP, V2 € Q, 0 <t < ty;
(1) existem C < ﬁ e a > 0 tais que g(t) > —Ct — «, para todo t > 0;

(g2) existem tg > 0,0 >0e 0 < <1 tais que yg(t) + tg'(t) > —0, para todo 0 < t < to;
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t
(g3) lim+ % = 00, onde p foi dado em (f3);
t—0

(g94) 24¢'(t) +tg"(t) <0e g'(t) <0, para todo 0 < t < g, onde ty foi dado em (ga).

A maioria dos resultados apresentados nesta segao sao baseados nos resultados obtidos no Capitulo

2. Nossa meta é demonstrar o seguinte teorema

Teorema 4.1. Suponha (ao), (at), (f1), (f2), (f3), (§1)-(g3) e (ga) satisfeitas. Entio, para qualquer

valor do pardmetro X > 0, eziste uyx € H}(Q) uma solugdo nao negativa e nao trivial de (Pq).

Visto que g nao possui crescimento subcritico no infinito, definimos, para R > 0 arbitrario, a fungao

gr(t) ==

t), para0<t<R,
{g() p 1)

g(R), parat> R.

Ressaltamos que a fungdo gr é continua e possivelmente singular na origem. Portanto, dado ¢ > 0,

definimos
0, parat <0,

gRre(t) == t (4.2)
e t >
(t+5)gR(t+€) , parat >0,

que nao possui singularidade na origem. Considere o seguinte problema

—Au+a(z)gre(u) = Af(x,u) em Q,
{ + a(@)gr.e(u) = Af(z,u) (P51

u=20 sobre 012,

onde © ¢ um dominio suave e limitado em RY. Associado ao problema acima, temos o funcional I R, e
H}(2) — R dado por

Ine =5 [ 1V + [ a@)Gretw) -2 [ Favu)

Q

onde Gr.(u) = [} gr.e(t)dt e F(z,u) = [ f(z,t)dt. Pela definicdo (4.2) e a condigdo (f2), deduzimos
que o funcional estd bem definido e I € C'(H(Q), R). A seguir, relembramos um resultado que foi

apresentado na Sec¢ao 2.3.

Lema 2.2. Suponha (§o) satisfeita. Entio, dados R > 0 e t > 0, existem g9 > 0 e uma constante
C(f) > 0, independente de R e ¢, tais que

gty < CHt™, VO <t<t (1)

lgr.e(t)] < CEW™ +cr, V>0, 0 < e < ep. (ii)

onde cg > 0 € uma constante dependendo apenas de R.

Ressaltamos que, mesmo quando a fungao a(x) é somente nao negativa, o resultado do Lema 2.6 (veja

o Capitulo 2) é verdadeiro. Esse é o contetido do proximo lema.
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Lema 4.2. Suponha (a7), (f2) e (§1) satisfeitas. Entdo, toda solugdo u. de (P, p) € ndo negativa e
existe M = M(X) > 0, independente de € e de R, tal que

Juellaa ) < M; (4.3)
uellLoe @) < M. (4.4)
para 0 < € < €qg, onde g foi dado pelo Lema 2.2.

Demonstra¢ao. A demonstracao deste lema é similar & do Lema 2.6 e por esta razio sera omitida. O
De agora em diante, fixamos Ry > max{M + 1, ||¥1||oc}-

Lema 4.3. Suponha (a}), (f2) e (§1) satisfeitas. Entdo, o funcional Ig, . € coercivo, limitado inferior-

mente e existem constantes positivas ¢ e S tais que

IRye(u) > ¢>0, Yu € 9B;(0), com p > S.

Demonstragdo. Por (§1) e (4.2), temos que gg, (t) > —Ct — «, para todo ¢ € R. Além disso, por (f2) e
a continuidade de f, dado 7 > 0 existe ¢, > 0 tal que |f(x,t)| < 7|t| + ¢,. Estas desigualdades e (a}),

implicam em

1 2 2
Irpclu) 2 gl = [ ole)( G- +aw) = [ (- + .
2 o 2 o' 2

Utilizando a desigualdade de Poincaré e o Teorema da Imersao de Sobolev na rela¢do acima, obtemos

uma, constante positiva C; tal que

1 Cllal|eo AT
o) 2 (5 = S0l — ST — (Jallwar+ eN)C .

1=Cllalleo
A

Entao, para cada A > 0, se escolhermos 7 < A , concluimos que existe C > 0 tal que

Ipye 2 Callull® = Calull- (4.5)

Portanto, para todos A > 0e 0 < ¢ < gg, o funcional I, . é coercivo. Da desigualdade acima, também

concluimos que, dado S > 0, existe ¢ > 0, tal que
Ip,s(u) >c, Yue HJ(Q) com |ul| > S.

Para verificar a limitagao inferior do funcional, utilizamos a desigualdade acima e a equagao (4.5). O
lema estéd demonstrado. O

Agora estamos prontos para estabelecer o resultado principal desta secao.

Demonstracao do Teorema 4.1

A partir de agora, fixamos A > 0. Defina

= inf Ip,. )
ms = Jnf (1)
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onde S foi dado pelo Lema 4.3. Observe que mg < Ig, (0) = 0. Uma vez que, pela condicdo (ag), temos
int(A%) # (), podemos escolher zg € A% e r > 0 tais que D,.(zg) C A°. Seja p € C°(D,.(z0)) uma fungao
tal que p > 0 e ¢ # 0. Para t > 0 escrevemos

£ ol” F(z,typ
fmAww=QWW—aA()F@w»=ﬂCg”—a@() i
r(Zo r(Zo

Por (f1), dado L > 0 existe § > 0 tal que
f(z,t) > Lt, para 0 < t < 0. (4.6)

Note que existe t; > 0 pequeno o suficiente tal que ||t¢||o < d, para 0 < t < t;. Logo, por (4.6) e a

desigualdade de Poincaré, obtemos

2 Ly? 1 AL
I (o) < 2 WH_A/ ool (L2 25 parmo <t <ty
Ro,e(tp) < ( D) D (ay) 2 el 2 7 2n para 1

Escolhendo L suficientemente grande em (4.6) obtemos Ig, (t¢) < 0 para 0 < ¢ < ¢;. Além disso,

sem perda de generalidade, podemos supor que existe to < ¢ tal que |[tap]] < S. Assim,
mg < IR07E(t2()0) =d<0.

Observe que, como Ig, . é coercivo e o termo nao linear possui crescimento subcritico, o funcional
satisfaz a condi¢do de (PS). Um resultado padréo (veja [37]) nos mostra que Ig, . possui um minimo
global uy .. Logo, Ir, c(uxre) =ms < d <0.

A seguir, consideramos uma sequéncia (&,,) tal que €, — 0. Denotamos por u ,, a solugado do Problema
(P .r) associada a &,. Como as solugées do Problema (P5 , ) sdo uniformemente limitadas em Hg (),

existe uy € H(Q) tal que, a menos de subsequéncia, as convergéncias abaixo sao verdadeiras

uxn — uy fracamente em H}(Q);

Ux,n — uy fortemente em L7(2), 1 < r < 2% @)
Ux,n — Uy q.b.p. em €2 ’

[uan] < h.€L7(Q), 1 <r<2%
Além disso, para cada n, temos
/Q|VUA,n|2+/Qa(x)gRo,an(UA,n)UA,n =>\/Qf(337ux,n)u>\,n,

0 que implica em

1 1
IRy e, (Urn) = / a(z) [GRo,en (Urn) = 59Roen (ux,n)ux,n} +)\/ [Qf( sunn)uan — Fz,un,) | <d <0.
Q Q

Afirmamos que, quando n — 00, as seguintes convergéncias sdo verdadeiras:

/gRo,an(U,\,n)U,\,n%/QRO(UA)UM (4.8)
Q Q
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/GRD,an(u,\,n)%/GRO(UA% (4.9)
Q Q
/f(x,UA,n)UA,n*}/f(%U)\)UA, (4.10)
Q Q

/Q Fla,urn) — /Q Fla,uy). (4.11)

Supondo, por um momento, que a afirmacgao foi demonstrada, obtemos

/Qa(x) |:GRO(U)\) - ;gRO(u,\)uA] + )\/Q[%f(x,uA)uA — F(z,uy)] <d <0, (4.12)
0 que implica em wuy nao trivial.

A seguir, observamos que os resultados obtidos na Segdo 2.7 também valem, supondo (a}) ao invés
de (@1). Assim, de maneira similar ao que foi feito na Sec¢do 2.8, concluimos que uy é uma solu¢do nao
negativa e nao trivial de (Pj,q).

E importante observar que, pelo Teorema 3.1, concluimos que existe \* > 0 tal que, se 0 < A < \*, a
solucao dada pelo Teorema 4.1 nao pode ser positiva.

Resta demonstrar a afirmagdo. Iniciamos por (4.8). Pelo Lema 2.2, o Lema 4.2 e a equagao (4.7),

verificamos que existem constantes positivas C(M) e cg, tais que

a()gRo e, (Ur,n)Ur | < HG/HOO(C(M)’U/i;;Y + CRryUAn)
< lalloo[C(M)(1 + h1) + cryhn] € LH(Q).

Além disso, também temos a(z)gr, e, (Uan)trn — a(z)gr, (ux)uy em quase todo ponto de 2, quando
n — oo. De fato, considere x € Q tal que uy n(z) = uxr(z), quando n — oo. Analisamos dois casos.

Primeiro, se uy(z) = 0, a desigualdade acima implica em

|a(@)9Rg e, (Wan (@) (Wan (@))] < [lalloo (COD|urn(@)]' ™ + croluan(@)]) = 0 = a(@)g(ux(x)) (ua(@)),

em quase todo ponto de . Quando wuy(z) > 0, existe ng € N tal que uy,(x) > 0, para n > ng, e,

consequentemente,

U, (T)

T 4 2 9 (@) En)uan(z) = a(@)gr, (ur(@) (wr(2)),

a(x)gRo e, (Urn(2)) (urn(2)) = alz)
onde utilizamos o fato de uy ,(z) + &, — ux(z), quando n — oo, € o fato de g ser continua em uy(x).

Portanto, a relagdo (4.8) é uma consequéncia direta destes fatos e do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue.

Para verificar (4.9), observamos que podemos aplicar o Lema 2.11, ja que supomos (§1) e (go2) satisfei-
tas. Por este resultado e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos [, a(x)[Gry.e, (uxn)—
GR,(ur)] = 0, quando n — co.

A seguir, demonstramos a equacao (4.10). Temos f(z,ux,) — f(z,u), em quase todo ponto de €,

quando n — oo. Além disso, por (1.14) existe uma constante ¢4 > 0 tal que

|f (@, urm)urm| < (uan)® + caluan| < h3 + cahy € LH(Q).
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Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue mais uma vez, concluimos que (4.10)
vale. Finalmente, demonstramos (4.11). Como F(x,uy) — F(z,uy) em quase todo ponto de €2, quando

n — 00, utilizamos (1.14) e (4.7) novamente para obter
Lo 1
|F(z,urn)| < §h2 + cah1 € L(Q).

Estes fatos e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, implicam em (4.11). Portanto, a
afirmagao é verdadeira e, consequentemente, o teorema esta demonstrado. O]
E possivel estabelecer um resultado que relaciona os Teoremas 4.1, 1.1 e 3.1. Mais especificamente

temos

Observagao 4.4. Suponha (ag), (at), (f1), (f2), (f3), (91)-(gs) e (ga) satisfeitas. Entao, existem 0 <
N < A tais que: (Py) nao possui solugio positiva em H(2), para 0 < A < X*, e (Py) possui uma
solugao positiva e uma solu¢do nio negativa e nao trivial, ambas em HE(Q), para X > A\°. Nao sabemos

se tais solugdes sao distintas ou coincidem.
Também é possivel relacionar os resultados dos Teoremas 2.1, 3.3 e 4.1.
Observagao 4.5. Suponha (f1), (f2), (f3), (91)-(3) e (ga) satisfeitas. Temos:

(i) se a(x) satisfaz (ag) e (a}), existe solugio nao negativa e nao trivial de (P ) em H} (), para todo
A>0;

(ii) se a(w) satisfaz (ag), existe X > 0 tal que (Py,) ndo possui solug¢do nio negativa e néo trivial em
H(Q), para 0 < X < \;

(iii) se a(x) satisfaz (a1), existe A\ > 0 tal que (Py.o) possui duas solucées nio negativas e nio triviais
em HY(Q), para A > X.

4.2 Concentracao das solugoes

Relembramos a definicio do conjunto A* = {x € Q; a(z) > 0}. Nosso objetivo, nesta secio, é
verificar que as solugdes de (Py ,) devem se anular em quase todo ponto de subconjuntos compactos de
AT,

Sejam a € C(Q), f € C(Q x [0, 00)) e g € C((0, o0)) funcdes que satisfazem:

(a1) a(z) >0, mas a(r) #Z 0 em

(g1) existe uma constante C' < 21— tal que g(t) > —Ct, para todo t > 0;

llallo

(g3) liminf g(¢) > 0;

t—0t

Estabelecemos o nosso primeiro resultado a respeito do comportamento das solugdes de (Pj q)-

Proposigao 4.6. Suponha (a1), (91), (33) € (f2) satisfeitas. Seja {uy} C H}(Q) uma familia de solugdes
nao negativas e ndo triviais de (Py o). Entao, obtemos |{z € int(A"); ux(z) > 0} — 0, quando X\ — 0.
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Demonstragao. Inicialmente demonstraremos a proposigao para todo K C int(A*) compacto e nao vazio,
i.e., dado K C int(A™) compacto e nao vazio, temos |{x € K; uy(z) > 0}| — 0, quando A — 0. Sem
perda de generalidade, podemos supor K = B,.(x) C int(AT). A seguir, argumentando por contradicio,

suponha que existam uma sequéncia (A,) C (0, co) e € > 0 tais que A, — 0, quando n — oo, e
H{z € By(z0); uy, (z) >0} >e>0. (4.13)

Por simplicidade de notagdo escreveremos B,.(zg) = B, e B} = {z € B,.(z0); uy,(z) > 0}. Agora,
considere ¢ , a autofungao positiva associada ao primeiro autovalor do operador —A em B, com condigao

de Dirichlet na fronteira. Afirmamos que a seguinte igualdade é valida

/ Vuanoler/ unAchT:/ TUn&Pera’
B B B, v

r r

onde T é o operador trago e v é o vetor normal unitario exterior & B,. Assumindo a afirmacgao verdadeira,

por um momento, podemos escrever

/ a(2)[g(un) + Cuunlpr, = / a()[g(un) + Cuunlpr,r + / VunVer, - / VunVer,
B B B, B,

=AM / flx un)solrJrC/ a(:c)umpl,rf/ Vu, Vi r
B

By r

0p1,r
f(x Un)P1r + C/ T)UnP1,r / Un Ay, —/ Tu, LT
B 0B, v

r

- A / f z, un P1,r + C/ Un<P1 T A1/ UnP1,r _/ Tun 6@177. do
B dB, ov

T

0p1,r
< [ feaers + Clal =2 [ wngrs = [ 0,20
19}

B, r B,
(4.14)
Note que, por (f2), pelo fato de ||uy,]|| ser limitada e A, — 0, temos
>\n/ f(@,un)err| < An(eslunllllerrllzzs,) + allerrlles,)) = 0. (4.15)
B
Pelo fato de ||u,| — 0, quando n — 0, obtemos uma constante cg > 0 tal que
| [ o] < collwllensllags, 0. (416)
B
Finalmente, pelo Teorema do Trago e pelo fato de ||u,|| — 0, concluimos que
a@l
~do| < cr||T(un)llL2(o8,) < csllunll = 0. (4.17)
B,

As equagoes (4.14) - (4.17) implicam que, quando n — in fty,

01 r
/ a(2)[g(tn) + Cunlprr < A / F (@) + (Cllallso — A) / P17 — / Tu, 22 45— 0.
Bt B, B, 9B, o
(4.18)

Por outro lado, como |lu,| — 0, temos que u, — 0 em quase todo ponto de B,.. Pelo Teorema de
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Egorov, dado 0 < 0 < § existe um conjunto mensuravel £ C B,, com |E| < ¢, tal que, quando n — oo,
Uy, — 0, uniformemente em B, \ E. (4.19)
Seja N4(0B,) = {x € By; dist(z,0B,) < d} e tome d* > 0 tal que

By \ Na-(0By)| >

N ™

Por simplicidade, escreveremos ) = B;" \ Ny« (9B,.). Existe uma constante C3 > 0 tal que ¢ () > Cs,
para todo x € ). Note também que a é uma fungao continua e positiva no compacto K. Logo, existe

co > 0 tal que a(x) > ¢g, para todo = € K. Estes fatos implicam em

a(z)[g(un) + Cuplpr,r > coCs /Q\E [9(un) + Cuy). (4.20)

/Bf{ a(@)lglun) + Ctnlrr > /

Q\E

Observe que, por (g3), dado C' > 0 existe § > 0 tal que g(t) > C, se 0 < t < §. Utilizando este fato,

(g1), a equagdo (4.20) e o Lema de Fatou, temos

lim inf/ a(z)[g(un) + Cuy)er,r > @C;;é%, (4.21)
B

n—roo

o que contradiz a equagdo (4.18). A seguir, demonstramos a afirmagdo. Para qualquer v € H(B,),
podemos utilizar um argumento de densidade e mostrar que existe uma sequéncia (v,) C C*(B,) tal que

v, — v em H(B,), quando n — co. Pelo Teorema da Divergéncia,

dp1,r
/ VUnV<P17r+/ vnAer:/ v T .
B, B, OB, ov

T

Como v,, — v em H'(B,), quando n — 0o, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue pode

ser aplicado aqui, resultando em

o1,
lim Un, AR da:/ VvVgol,r—i—/ VAP .
n—= JoB, ov B, B

r

Pelo Teorema do Trago, podemos escrever

6901 r / a@l r / 6901 r
Un —do = T(v, —v)———do + Tv —do
/E)BT ov 9B, ( ) ov OB, ov

e |T(vn — v)lr20m,) < llvn — vllgr(s,). Como v, — v in H'(B,), temos | [,, T(v, —u)%dtﬂ <

Cllvn — ul|g1(m,) — 0. Portanto,

0p1 01
lim Un o1, dU:/ Tv&da,
n—o0 Jopg,. v 9B, v

e isto conclui a demonstragao da afirmagao. Resta verificar que |{z € int(A™");ux(z) > 0}] — 0, quando

A — 0. Dado ¢ > 0, existe K C int(A™) compacto nao vazio tal que

lint(AH) \ K| < % (4.22)
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Por outro lado, para cada ¢ > 0 existe A\(¢) > 0 tal que
{z € K;ux(z) > 0} < g, para 0 < XA < A(e). (4.23)
Como consequéncia de (4.22) e (4.23), obtemos

Hz € int(AT);ux(z) > 0} = [{z € K;ux(x) > 0} + [{z € int(AT) \ K;ux(x) > 0|

<§+§:5, para 0 < A < A(g).

O lema estd demonstrado. ]

Como consequéncia direta desta proposigao, temos o seguinte resultado:

Corolario 4.7. Suponha (a}), (41), (33) e (f2) satisfeitas. Seja {ux} C HE(Q) uma familia de solugoes
nao negativas e nao triviais de (Py). Se |0AY]| =0, entdo |[{x € A*; ur(x) > 0} — 0 quando X — 0.

Demonstragio. Podemos escrever {z € AT; uy(z) > 0} = {z € int(A"); ur(z) > 0} U {x €
OAT; ux(z) > 0}. Como [0AT| = 0, o resultado segue como uma consequéncia direta da Proposigao
4.6. O]

Considere a seguinte hipdtese
(f1) Existe 1 > 0 tal que f(z,t) > 0, para todos 0 <t < t; e x € .

O seguinte resultado complementa o resultado obtido na Proposicao 4.6

Proposicao 4.8. Suponha (a}), (g1), (33), (f2) e (f1) satisfeitas. Seja uy € HE(2) uma solugio ndo

negativa e nao trivial de (Pyq). Entio uy 0 em AT, para qualgquer valor de \.

Demonstragao. Suponha, por contradigao, que para algum valor de A > 0 existe uma solugao nao
negativa e nao trivial de (Py,) tal que uy = 0 em A*. Entao temos Q7 g A° e, consequentemente,
existem o € A% e r > 0 tais que B,.(xo) C A%, u(xo) =0 e u Z 0 em B,(x). Entdo, obtemos a seguinte
igualdade

—Au = Af(z,u), em B,.(xg).

Consequentemente, u € C(B,(x0)). Sem perda de generalidade, podemos supor que ||u||p~(p,) < ti.
Entao a condic¢do (fy), juntamente com o Principio do Maximo Forte para solugoes fracas (veja [23]),

implicam em u) constante em B,.(xg), 0 que é um absurdo. O corolario estd demonstrado. O



Capitulo

5

Apéndice

Este capitulo apresenta dois resultados que foram utilizados ao longo do nosso trabalho. A primeira
secao trata do conceito de solugao que utilizamos, enquanto que, a segunda secao apresenta um resultado
de existéncia de solugao baseado no Teorema do Passo da Montanha.

5.1 Formulacgao fraca

Relembremos o problema

—Au = (—g(:m u) + Af(‘m’ u))X{u>O}a in
(Px)
u =0, on 0N.
Dizemos que u € H} () é uma solugao de (Py) no sentido das distribuigoes se ela satisfaz
/ VuVov = / (—g(@,u) + Af(z,u))v, Vv e C2(Q). (5.1)
Q {u>0}

Nossa meta, nesta se¢do, é mostrar que qualquer solu¢do de (Py), no sentido das distribuigdes, é
uma solugao fraca de (P)), i.e., a defini¢do de soluc¢do, dada acima, ainda vale quando consideramos

v e H}(Q). A fim de obter tal resultado, consideramos as seguintes hipoteses:

(g1) existem constantes a > 0 e C' < Ay tais que g(z,t) > —Ct — «, para todos z € Q e t > 0;

(f3) existem constantes ¢; > 0 e co > 0 tais que |f(x,t)] < 1 + co|t|”, para 1 <7 < 2* — 1,

onde \; é o primeiro autovalor do operador —A, com condicao de Dirichlet na fronteira. Nosso resultado

principal, nesta secao, é o seguinte

Proposigao 1.6. Suponha (g1) e (f3) satisfeitas. Seja u € HY(Q) uma solugio de (Py) no sentido das

distribui¢oes. Entao, u € solugao de (Py) no sentido fraco.

Antes de apresentarmos a demonstracdo da proposi¢do acima, enunciamos e demonstramos alguns

resultados auxiliares.
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Lema 5.1. Suponha (g1) e (fs) satisfeitas. Seja u € HE(Q) uma solugio de (Py) no sentido das
distribuicoes . Entdo, a equacdo (1.9) vale, para toda v € H}(Q) N L () tal que supp(v) C Q.

Demonstragdo. Seja n € C=(RY) a fungio definida por

1
cexplel’-1 ge |z| < 1;
n(z) = (5.2)
0,se |z| > 1.

onde ¢ é uma constante positiva escolhida de modo que [,y n(z)dz = 1. Dado & > 0, defina 7.(z) =
ELNn(f) Entéo, n. € C°(R"), f]RN ne(x)dx =1 e supp(n:) C B:(0).

Seja v € HE(Q) N L>(Q), com supp(v) = K C Q, e admita que v = 0 em RV \ Q. Visto que v é
localmente integravel, definimos v =7, * v em N (K) = {z € Q; dist(x,K) <e} e

V@) = o+ 0)@) = [ nelo = g)ou)dy

Tome g = 3dist(K,(). Assim, v satisfaz supp(v®) C N.(K) C K cC Q, para 0 < € < &g, onde
K = N, (K). Também temos v¢ € C®(RY), v* — v, em quase todo ponto de RY e v* — v fortemente
em HE (), quando ¢ — 0 (veja [20]). Observe que

@l =| [ nete- y>v<y>dy' _

< vlloo = [[vllse,

/ ne(z — y)v(y)dy
B.(x)

/ ne(z —y)dy
B.(x)

logo [|v%]|ee < ||v|loo €, consequentemente, v° é uniformemente limitada em L*°(€2). Como v € C°(),

por (5.1) temos

/ VuVo© +/ g(z,u)v® = A f(z,u)vs. (5.3)
Q {u>0} {u>0}

Afirmamos que o funcional definido por J(w) = f{u>0} f(x,u)w, para w € H}(Q), é continuo. De
fato, é facil ver que J € linear, assim, temos apenas que mostrar que J € limitado. Quando N = 1, temos
a imersdo H{ () < L>(Q2). Para N = 2, temos a imersao Hg(Q) < L*(f2), para todo 1 < s < co. Estes

fatos e a Desigualdade de Holder implicam que existe uma constante positiva cz tal que
|J(w)| §/ e |w —|—/ colu|"|w| < es||lwl|, para N =1,2.
{u>0} {u>0}

Para N > 3, a Desigualdade de Holder e o Teorema da Imersao de Sobolev, implicam que existe uma

constante cq4 > 0 tal que
* * 2% _1
|J<w>|s/ 1] + el juf? s/ \w|+c2</ ]? )z%(/ )5 < eqllu].
{u>0} Q Q Q

A afirmagao estd demonstrada. Como v — v, quando ¢ — 0, fortemente em H}(Q) podemos utilizar a

afirmacao acima para obter

)\/ flz,u)v® — )\/ f(x,u)v, quando € — 0. (5.4)
{u>0} {u>0}

Afirmamos que g(x,u)x{u>0} € L}OC(Q). Admitindo a afirmagdo, por um momento, prosseguimos
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para a ultima etapa da demonstracdo. Como supp(v®) C K cC Q e v° é uniformemente limitada em
L>(Q), podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Limitada de Lebesgue, mais uma vez, para concluir

que

/ g(z, u)v® — g(x,u)v, quando ¢ — 0.
{u>0} {u>0}

Da relagao acima, (5.3), (5.4) e do fato de v* — v fortemente em H{ (), quando & — 0, temos

VuVuv —|—/ glz,u)v =X\ fz,u)v. (5.5)
Q {u>0} {u>0}

para toda v € Hg (2) N L*°(2) tal que supp(v) C £, visto que v foi escolhida arbitrariamente.
Resta demonstrar a afirmacdo. Seja K C Q um conjunto compacto e tome ¢ € C(9) tal que
0<(<le(=1em K. De (1.9) temos Jo9(@,u)¢ = [o M (z,u)¢ — [, VuV(. Portanto,
/[g(x,u) +Cu+al¢ = )\/ flz,u)¢ — / VuVC—i—/ (Cu+ o) =Cg < 0. (5.6)
Q Q Q Q

Dado § > 0, definimos o conjunto Qs = {z € Q : u(z) > ¢}. Utilizando (§1) eo fatode ( >0e (=1

em K temos

/ [g(x,u>+cu+a}:/ [g(x,u>+cu+a1<sA[g<z,u>+Ou+a1<:06<oo.

KNQs KNQs

Observe que se u(z) = 0, entdo yq,(z) = 0, para todo § > 0. Por outro lado se u(xz) > 0, entdo

Xqs; — 1 quando § — 0. Consequentemente

lim [g(z, u(z)) + Cu(z) + alxa; = [9(z, u(@)) + Cu(z) + a]x{u>0}(2), a.t.p. em . (5.7)

Fazendo § — 0 e aplicando o Lema de Fatou obtemos

/ liminf[g(z,u) + Cu + a]xq, < liminf/ [9(z,u) + Cu+ alxq, < Cs < . (5.8)
Kk 60—0 6—0 K

De (5.7) e (5.8) concluimos que [g(z,u) + Cu+ a]x(u>0} € LY(K). Como u € L'() e K foi escolhido

arbitrariamente concluimos que a afirmagao é verdadeira. O lema estad demonstrado. O

Por uma questao de simplicidade, apresentamos agora algumas notagoes que serao utilizadas no proxi-

mo lema. Dada uma funcio u € H}(£2) escrevemos
QF ={zcQ ux) >0}, @ ={rcQ ulx)<0}eQ’={zcQ; ux)=0}.
De maneira similar, dada uma sequéncia (u,) C Hg(£2) denotaremos por
QF ={r € Q; u,(x) >0}, O, ={x€Q up(z) <0} e Q) ={z€Q u,(z) =0}

Lema 5.2. 4 funcao ¢t : HY(Q) — HL(Q) definida por ¢t (u) = ut = max{u,0} é continua.

Demonstragdo. Seja (u,) C H () uma sequéncia tal que u,, — u fortemente em H}(Q). Para demonstrar
este lema, & suficiente mostrar que Vu, — Vut em [L2(Q)]Y. Considere o conjunto D C € tal que

|D| = 0 e, sempre que x € D¢, temos u,(x) = u(z) e Vu,(z) = Vu(z).
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Definimos P C © como sendo um conjunto tal que |[P*| =0 e Vu't(z) = Vu(x) # 0 para x € QO \
P*. De maneira similar, P~ C Q representa um conjunto com |[P~| =0e Vu™(z) =0 paraxz € Q= \ P~
Finalmente, P° denota um conjunto com medida zero e tal que Vu(zr) = 0 = Vut(z) = Vu~(z) para
re 0\ P

Analogamente, P, P, e P? indicam subconjuntos de €2 quando u ¢ substituido pela sequéncia u,,
na defini¢do acima.

Considere o conjunto
E=|J(PruP, uP))UDUPTUP UP".
n=1

A demonstragao do lema esté dividida em trés etapas. Primeiro, consideramos z € Q7 \ E. Neste caso
temos u(z) > 0 e Vu'(z) = Vu(z) £ 0. Como z € D°, segue que uy,(z) = u(z) e Vuy(x) = Vu(z) =
Vut(z). Logo, existe ng € N tal que, para n > ng, temos u,(z) > 0. Pela definigio de P temos que
Vut(z) = Vuy,(z) # 0, para n > ng. Consequentemente Vu,! (z) = Vu,(z) = Vu(z) = Vu't(z).

De modo similar, consideramos z € Q= \ E. Segue que u(z) < 0 e Vu™(z) = 0. Visto que = € D¢,
temos up,(z) = u(x) e Vu,(xz) — Vu(z). Logo, existe n; € N tal que, para n > nq, temos u,(z) < 0.
Consequentemente z € Q,, \ P, . A definicao de P, implica que Vu; (z) = 0 para n > n;. Portanto
Vut(z) = Vu' ().

Finalmente, seja x € Q°\ E. Entdo, u(z) = 0 e Vu(z) = VuT(z) = Vu~ (x) = 0. Visto que = € D¢,
temos u,(z) = 0 e Vu,(z) — 0. Agora, se u,(z) < 0 para algum n temos Vu,” = 0 = Vu'(z). Por
outro lado, se u,(z) > 0 para algum n entao Vu,' (x) = Vu,(z) — 0. Finalmente, se para algum x temos

un(z) = 0 entao Vu,b () =0 = Vut(z). O lema esta demonstrado. O
Agora demonstraremos nosso resultado principal
Demonstragao da Proposicao 1.6

Considere v € H}(Q2) e suponha v > 0. Entdo, existe uma sequéncia (p,) C C°(Q) tal que p,, — v

fortemente em Hg () e ¢, — v em quase todo ponto de Q. Defina ¢,, = min{y," , v}. Observe que
¢n € HE Q) N L®(Q) e supp(¢y,) C Q. Assim, pelo Lema 5.1 temos

[vuvont [ gwuon=r | fawon. (59)
Q {u>0} {u>0}
Como ¢, = v — (v — )T, podemos aplicar o Lema 5.2 para obter ¢, — v fortemente em Hg(€2). Entao

/Q VuVe, — /Q VuVo. (5.10)

O mesmo argumento utilizado para obter a equagao (5.4) pode ser aplicado aqui para obter
/ [z, u)pp — f(z,u)v. (5.11)
{u>0} {u>0}

As equagoes (5.9)-(5.11), o fato de ¢, — v em quase todo ponto de 2 e o Lema de Fatou implicam
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em

/ [g(x,u) + Cu+ aJv < lim [9(z,u) + Cu+ a]d,
{u>0}

n=o0 Jlu>0}

= )\/ fz,u)v — / VuVo +/ [Cu+ alv.
{u>0} Q {u>0}

Portanto, [g(x,u) + Cu+ aJux{uso} € L*() e, consequentemente, g(x, u)vx{u>o01 € L'(2). Observe
que 0 < [g(w,u) + Cu + a|dnX{us>0y < [9(z,u) + Cu + ajvxiuso} € passando a uma subsequéncia se
necessério, concluimos que [g(z,u) + Cu+ aldn X {u>0y — [9(2, u) + Cu+ aJvxu>oy. Portanto, aplicando

o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

/ l9(z,u) + Cu+ a)p, — lg(x,u) + Cu + afv. (5.12)
{u>0} {u>0}

Combinando as equagoes (5.9)-(5.12) e utilizando o fato de v ter sido escolhida arbitrariamente,
concluimos que (1.9) vale para toda v € H}(Q) tal que v > 0. No caso em que v < 0, tomamos
w = —v > 0 e aplicamos o resultado obtido acima. Também iremos obter g(z,u)vXy>0} € L'(Q) para
toda v € H}(Q), v <0.

Finalmente, dado v € H}(Q) arbitréario e escrevendo v = v*

— v~ temos

VuVU+/ a(x)g(u)vz/Vqu++/ a(z)g(u)v™ — | VuVo~ —/ a(x)g(u)v™
Q {u>0} Q {u>0} Q {u>0}

=\ flz,u)ot — A flz,u)v™ = A f(z,u)v.
{u>0} {u>0} {u>0}

A proposicao esta demonstrada. O

5.2 Existéncia de solucoes para problemas elipticos semilineares

Nosso objetivo nesta segao é estabelecer a existéncia de solugoes para problemas elipticos semilineares
supondo a existéncia de uma supersolucao para o problema. Seja 2 um dominio suave e limitado em RY,

N > 1. Consideramos o problema

{ —Au = h(z,u) ,em Q (5.13)

u=20 , sobre 092,
onde h: Q x R+ R é uma funcio de Caratheodory.

Nossos dois primeiros resultados estabelecem a existéncia de solugoes nao negativas e nao triviais para
o Problema 5.13. Seja I : H}(2) — R o funcional associado ao Problema (5.13) dado por

I(u) = ~Jul? - / H(w, u)de,
2 Q
onde H(z,u) = [ h(z,t)dt.

Observe que o funcional I nao estd bem definido em H} (), pois a funcido h ndo apresenta restricio

de crescimento no infinito. No entanto, é facil verificar que I(v) € R para todo v € Hg () N L>°(9).
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Diremos que z € H}(Q2) é uma supersolugao do Problema (5.13) se satisfaz

VzVw > / h(z, z)w, ¥ w € HY (), w > 0. (5.14)
Q Q

Antes de enunciar nosso primeiro resultado nesta secao consideramos a seguinte hipotese
(Hy) h élocalmente limitada, i.e., h é limitada em subconjuntos compactos de Q x R.
Nosso resultado principal é o seguinte

Proposicao 5.3. Suponha que (Hi) seja satisfeita, que h(z,0) = 0 e que exista i € HJ () N L*°(Q),

uma supersolu¢do nao negativa e nao trivial de (5.13), tal que
(1) I(u) <0;
(I2) Ezistem a >0 e 0 < p < |al| tal que I(u) > o para todo u € 0B,(0) e 0 < u < @.

Entdo, o Problema (5.13) possui duas solugées ndo triviais uy,us € HE(Q) tais que 0 < uj,us < @ e
I(UQ) <0<a< I(Ul)

Demonstragio. Como observado acima, o funcional I nao estd bem definido em Hg (). Para contornar

este problema e encontrar as solu¢bes anunciadas, consideramos o seguinte truncamento da funcao h

0, parat <0,

h(z,t) = < h(x,t), para 0 <t < u(x), (5.15)
h(z,u(x)), para t > a(z).

Consideramos também o problema de Dirichlet semilinear associado & fungao h

{ —Au = h(z,u), em Q (5.16)

u =0, sobre 0f).

Nossa meta é encontrar duas solugoes do problema (5.16) e verificar que tais solugdes satisfazem
0 < uy,us <7, sendo entdo duas solugoes do problema original (5.13).

Associado ao Problema (5.16), temos o funcional I : H}(2) — R definido por
_ 1 _
I(u) = §||u||2 — / H(z,u),Y u € Hy(Q), (5.17)
Q

onde H(z,u) = [; h(z,t)dt. Observe que, por (Hi) e o fato de u € L*(f2), obtemos uma constante
positiva C; tal que

|h(z,t)| < Cy, Vt €R e q.t.p. em Q. (5.18)

Isto implica que o funcional I ¢ de classe C' e que os pontos criticos de I sio solucdes fracas de (5.16).
Portanto, nosso proximo objetivo é verificar que I possui dois pontos criticos ui,us € H(Q) tais que
0<wup,upy <uel(u) <0< a<I(u).

A seguir, reescrevemos a funcio H em termos de h e H: se t < u(z), temos H(z,t) = H(z,t). Por
outro lado, para ¢t > u(z), obtemos H(z,t) = H(x,u) + h(x,u)(t — u(x)) = H(z,u) + h(z,u)(t — a(x))*.
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Logo H(x,t) = H(x,u — (@ — t)*) + h(x,u)(t — @)* para todo t € R e em quase todo ponto de Q e,

consequentemente,
T(u) = %||u||2 _ /QH(x,a C(a—u)t) - /Q h(z, @) (u — 7). (5.19)
Considerando v = 4 — (4 — u) T, afirmamos que
T(u) > I(v) + %H(u —a)t|?, Vu e HA(Q). (5.20)
De fato, pela equagao (5.19) e utilizando o fato de que @ é uma supersolugao de (5.13), obtemos
) = lulP = [ A= @=0) = [ hea)w—a*

> P - [ A @0 - [ vavu-o)

1 _ _ 1 _
+ 5l — (@ —w)"|? = S e @ - )P

—_

=I(a—(a—w)") + 5(Jul* = [la - @ -w)*|*) = (@ @-a)").

Portanto, observando que u = v + (v — )™, podemos escrever

I(u) > 1(0) + g (ol = lo]?) — (& (u — 0)*)
= 1)+ 5 (ol +2 (= @)%, 0) + (= @)1 = ol — (& (u — )*)
= 100) + (v~ (o — ) ") + g — )
= 1(0) — (@ — )™, (u — @) + g — )|
= 10) = [ Va0 V=0 + gl =) = 10) + 51— 0|

A afirmagao estd demonstrada.

Observe que o funcional I é coercivo e limitado inferiormente. Efetivamente, por (5.18), obtemos
_ 1,
I(u) 2 Sllull” = erfful-

A partir desta desigualdade, obtemos a limitagao inferior e a coercividade. Vale a pena ressaltar que
a coercividade do funcional I, o Teorema da Imersio de Sobolev e a estimativa (5.18) implicam que T
satisfaz a condicao de (PS) (veja [37]).

A seguir consideramos o conjunto I' = {y € C([0,1]; H}(Q)); v(0) =0 e v(1) = u} e definimos

= inf I )
o1 = nf max (v(t))

Dado v € T, definimos 7 : [0,1] — H}(Q) por §(t) = 4 — (@ —~(t))". De imediato temos que 7(0) = 0
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e 4(1) = u. Consequentemente, tendo em vista a Proposigao 5.2, 4 € I'. Além disso, por (5.20), obtemos

I(v(t) = I(3(t)) + %Il(v(t) —a)*|?, vtelo]. (5.21)

Considerando 0 < p < ||@||, dado por (I2), tomamos tg € (0,1) tal que |5(to)|| = p. Observando que
0 < A(tp) <, por (I2) e (5.21), obtemos

max I(v(t)) = I(7(t0)) = I(3(to)) 2 @ >0, Vy € T.
telo,

A estimativa acima, (I1) e o fato de I(0) = 0 nos permitem aplicar o Teorema do Passo da Montanha
para concluir que I possui um ponto critico u; € H} () satisfazendo I(u1) = ¢; > a > 0. Por outro

lado, podemos concluir (veja [37]) que o funcional I possui um minimo global us € H}(2) satisfazendo

I(ug) = co := I(u) < I(m) = I(uw) < 0=1(0).

inf
u€H ()\{0}
Note que podemos supor us # 0 uma veq que, se c¢o = 0, entdo @ é ponto critico de I.

A seguir verificamos que 0 < uy,uy < 4. Temos, para i = 1,2,

(I'(wi),w) = /QVUZ»VUJ — /S)B(x,ui)w =0, Ywe Hy(Q).

Tomando w = (u; — )" obtemos

/QVUZ-V(ui _ayt = /Q B, i) (i — @) = / A, i) (us — @) = /{wu} B, @) (us — )+

{u;i>u}

:/Qh(g;,a)(u,-—a)+g/QVﬂV(ui—ﬂ)+~

Deduzimos que fQ |V (u; — @)T]? = 0ie. u; <uem quase todo ponto de Q para i = 1,2. Por outro lado,

a definicdo de h implica que
—|Jwi||? = / Vu;Vu; = [ h(z,u)u; = / h(z,u;)u; =0
Q Q {u;<0}

Concluimos que 0 < up,us < 4. Este fato e a definicdo de h nos permitem afirmar que u; e us sio

solucoes de (5.13) e satisfazem I(uz) < 0 < o < I(uq1). A proposigao estd demonstrada. O

Observagao 5.4. Observamos que, em particular, tomando v(t) = tu e utilizando o fato de que @ é nao
negativa temos ¥(t) = (t). Portanto o nivel minimaz c1, associado & solugdo uy obtida na proposicdo

acima satisfaz ¢; < max I(tu) = max I(tu).
teo, 1] te(o, 1]

A seguir, por uma questao de completude, estabelecemos versoes da Proposi¢ao 5.3 que nao supéem
que a supersolugao u pertenca ao espago L>°(£2). Para estabelecer esses resultados consideramos a seguinte

hipotese

(Hs) Existem constantes ¢; > 0, ca > 0 tais que |h(x,t)| < ¢1 +ca|t|” para (z,t) € QxR, onde 1 <7 < o0
se N=1,2,el<r<2*—1se N >3.

Observe que a condigdo (Hs) implica que o funcional I, associado ao problema (5.13), estd bem

definido e ¢ de classe C*.
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Proposigao 5.5. Suponha que (Hs) seja satisfeita, que h(x,0) = 0 e que ezista u € HI(Q)), uma
supersolu¢do nao negativa e nao trivial de (5.13), tal que

(11) 1(@) < 0;

(I2) Existem a >0 e 0 < p < ||@| tal que I(u) > a para todo u € 0B,(0) e 0 < u < 4.

Entdo, o Problema (5.13) possui duas solugoes nao triviais ui,us € HE(Q) tais que 0 < uj,us < @ e
I(ug) <0< a < I(uy).

Demonstra¢do. Procedemos de maneira analoga ao que foi feito na demonstragdo da Proposigao 5.3.
Consideramos o truncamento h como em (5.15) e o funcional I dado por (5.17). Observe que pela
condigao (Hz) e o fato de h(x,0) = 0 obtemos

|h(z,t)| < e1 +c2lu]",Vt €R q.t.p. em Q. (5.22)

Isto implica que o funcional I esta bem definido e é de classe C'. Além disso, reescrevendo a funcao
H em termos das funcdes h e H, concluimos que as equacoes (5.19) e (5.20) permanecem validas.
Afirmamos que [ satisfaz a condicdo (PS) e ¢ limitado inferiormente. De fato, por (Hz), (5.22) e o

fato de u € Hi (), existe uma constante C3 > 0 tal que
_ 1 9
I(u) 2 Sflu]]” — Cs]lull.

Esta desigualdade implica que o funcional I é coercivo, limitado inferiormente e satisfaz a condicio
(PS) (veja [37]).

A conclusdo da existéncia das solugdes 0 < wuj,us < @ tais que I(u2) < 0 < a < I(up) segue do
argumento utilizado na demonstracdo da Proposigao 5.3. A proposi¢io estd demonstrada. O

A seguir apresentamos uma versao da Proposi¢do 5.3 sem impor que ©w € L>®(Q2) e que h(z,0) = 0.
Neste caso, diferentemente das Proposicoes 5.3 e 5.5, nao podemos garantir que a solugao obtida é nao

negativa. Considerando a hipdtese
(H,) Existem R >0 e 6 > 2 tais que 3h(x,t)t — H(x,t) > 0 para t < —R.
estabelecemos o seguinte resultado

Proposigao 5.6. Suponha que (Hs) e (Hy) sejam satisfeitas e que exista u € Hg(S2), uma supersolugdo

nao negativa e nao trivial de (5.13), tal que

(I1) I(u) < 0;

(I2) Existem o >0 e 0 < p < ||@| tal que I(u) > « para todo u € 0B,(0) e 0 < u < 4.

Entao, o Problema (5.13) possui uma solugdo ndo trivial u € H} () tal que u < @ e I(u) > a > 0.

Demonstracao. Considere a seguinte versao do truncamento h considerado na demonstragao da Proposi-

¢ao 5.3

Be.t) = { h(z,t), parat < a(z),
h(

x,u(x)), para t > u(x).
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Como na demonstragio da Proposigao 5.3, iremos encontrar uma solugao u € H} () nio trivial para
o Problema (5.16). Seja I : H}(Q2) — R o funcional associado ao Problema (5.16), definido por

_ 1 _
Iw) =yl = [ A, ¥ ue Hy®)
Q
onde H(xz,u) = [, h(z,t)dt. Observe que pela condigao (Hz) obtemos
|h(z,t)] < e1 +ealt™|" + coful",Vt €R q.t.p. em Q, (5.23)

onde ¢t~ = max {0, —t}. Esta estimativa implica que o funcional I estd bem definido e é de classe C*.
Além disso, as equagoes (5.19) e (5.20) permanecem validas.

Afirmamos que I satisfaz (PS). Assumindo a afirmacio por um momento e utilizando um argumento
similar ao da demonstragao da Proposi¢ao 5.3, encontramos, via o Teorema do Passo da Montanha, um

ponto critico do funcional I satisfazendo u < @ e

Iu)=1¢ = ;Ielf“ tren[g:)%] I(y(t)) > a>0.

Pela definicdo de h, concluimos que u é uma solu¢io do Problema (5.13). Observe que, como o
funcional nao é limitado inferiormente, ndo podemos garantir a existéncia de um minimo global para I
como foi feito nas Proposigoes 5.3 e 5.5.

A seguir demonstramos a afirmacdo. Seja (u,) C Hg () uma sequéncia tal que I(u,) — ce I'(u,) —
0. Note que, para verificar a condi¢ao (PS), ¢ suficiente demonstrar que a sequéncia de (PS) possui uma

subsequéncia limitada (veja [37]). Inicialmente iremos comprovar que (u,, —%)" é limitada. Temos

(7' (wn), (1t — )™ = (i, (e — 7)) — / R, )y — )

Q

B (5.24)
= =) I+ (=) = [ B - )
{un>ﬁ}
Observe que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
(I (un), (un =) ") < 1T (un) || - 1 (un — @) *|. (5.25)

Por outro lado, pela equagéo (5.23) e o Teorema da Imersao de Sobolev, existe uma constante positiva

cs tal que
[ ) 0" < el =) (5.26)
{un>u}

Mais uma vez, a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que
(@, (un =) ") [ <[] - | (un — 7). (5.27)
Portanto, por (5.24)-(5.27) obtemos
1 (un = @)% = erll(un — @) < N ()| - [l (un =) -

Isto implica que (u, — %)™ & limitado. Prosseguimos para demonstrar que u,, ¢ limitada. Pela defini¢ao
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de h podemos escrever

Q
1 1
~(5-g)walP= [ )~ [ (0 ), - o)
2 {un<ai} {un>u}
1
+ = Mz, up)un + = h(z, @)uy,
0 {un<a} 4 {un>a}
(5.28)

Por (H3), o Teorema da Imersdo de Sobolev e o fato de (u,, — %)™ ser limitada em H(£2) obtemos
[ )+ e o — ) < @] + - <@ <o (529
{unzﬁ}

Utilizando (Hz) e o Teorema da Imersao de Sobolev mais uma vez obtemos

1 1
7/ h(z, u)u, > 77/ (c1 + cola]" ) upn > —crllun]|. (5.30)
0 Jiu,zuy 0 Jiunzay

Por outro lado, (Hs) e o Teorema da Imersao de Sobolev também implicam nas seguintes desigualdades
/ H(z,uy) < &) +ela)'™*" < oo, (5.31)
{0<u, <m}

/ B, )tn > —&|[Tl| — G > —oo. (5.32)
{0<u,<u}

As equagoes (5.29) - (5.32) aplicadas em (5.28) implicam em

1 _ 1 1 1
I(uy) — 7l < I'(up), up > > (2 — 0) lunl|® = csl|tnl| — co —/{ o H(x,u,) + 9/{ o) h(z, up )y,

(5.33)

Finalmente, por (Hy4) e (Hz) obtemos

1,- 1 1
) = 40w ) = (5 = 5 ) Bl = ol = e

de onde concluimos que (u,) é limitada. Portanto a afirmagao estd demonstrada e isto conclui a demons-

tragao da proposicao O
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