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Resumo

O objetivo deste trabalho é mostrar algumas técnicas para resolucao de equacgoes
diofantinas. Métodos algébricos sao ferramentas de grande utilidade para a resolugao

" em que y = 2 ou y ¢ impar. O uso do método hiper-

da equacido 22 +7 = y
geométrico traz um resultado recente (de 2008) no estudo da equagao x? +7 =2"-m
e técnicas algébricas garantem uma condicao necessaria para que essa iltima equacao

tenha solugao.

Palavras-chave: Equacao de Ramanujan-Nagell, Método hipergeométrico, Teoria dos

numeros algébricos



Abstract

The objective of this work is to show some techniques for solving Diophantine equa-
tions. Algebraic methods are useful tools for solving the equation x? + 7 = y", where
y = 2 or y is odd. The use of the hypergeometric method brings a recent result (from
2008) in the study of the equation z? + 7 = 2" - m and algebraic techniques ensure a
necessary condition for the last equation to have a solution.

Keywords: Ramanujan-Nagell equation, Hypergeometric method, Algebraic number
theory
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos a equacao diofantina
2 _.n
r+c=y, (1)

em que x,y e n sao inteiros positivos e ¢ é uma constante pré-fixada.

Para o caso n = 1, temos uma infinidade de solugoes da forma (z,c,z® + ¢). Para
0 caso n = 2, conseguimos reescrever a equacao como (y — x)(y + x) = ¢ e usando o
Teorema Fundamental da Aritmética, temos que y — z e y + x sao divisores de c. Logo,
ha uma quantidade finita de solugoes para a equagao. Portanto, os casos nao triviais
ocorrem quando n > 3.

A primeira referéncia sobre o estudo dessa equacao foi no século XVII, quando P.
Fermat mostrou que se ¢ = 2 e n = 3, entdo a tunica solucao é 52 + 2 = 33. Esse
resultado foi publicado por L. Euler [9].

Para y = 2 e ¢ = 7, S. Ramanujan [18], em 1913, conjecturou que a equagao
22 +7 = 2" tem exatamente 5 solucoes em inteiros positivos x e n. Em 1960, T. Nagell
[17] provou essa afirmagao.

O primeiro avan¢o quando y nao esta fixado foi dado em 1850 por V. A. Lebesgue*
[12]. Ele mostrou que a equacao 2%+ 1 = y™ nao tem solugdo. Em 1923, Nagell provou
que a equacao nao tem solucao nos casos ¢ = 3 e ¢ = 5 e tem duas solugoes se ¢ = 4,
dadas por 22 +4 = 23 ¢ 112 + 4 = 53. Ele ainda estudou o caso ¢ = 2, mas, em
1943, quem conseguiu resolver completamente esse problema foi W. Ljunggren o qual
mostrou que essa equacao tem apenas a solucao 5% + 2 = 3 encontrada por Fermat.

Para ¢ = —1, temos uma situacao interessante, pois é um caso particular da Con-
jectura de Catalan'. Em 1964, C. Ko [10] mostrou que a tnica solugio é 32 — 1 = 23.

Em 1993, J. Cohn [8] resolveu (1) para 77 valores de ¢ entre 1 e 100. Em 1996,
M. Mignotte e B. de Weger [15] resolveram (1) para ¢ = 74 e ¢ = 86 e em 2004, M.
Bennett e C. Skinner [6] resolveram (1) para ¢ = 55 e ¢ = 95.

Faltavam apenas 19 casos para completar as cem primeiras possibilidades para c

inteiro positivo e cada caso tinha uma dificuldade particular. A lista completa que

*Nao confundir com H. Lebesgue, da integral de Lebesgue.
fConjectura de Catalan: A tnica solucdo da equacido ™ —y™ =1 é 32 — 23 = 1. A conjectura foi

demonstrada em 2002 por Preda Mihailescu.



faltava era
c e {7,15,18,23,25,28,31,39,45,47,60,63,71,72,79,87,92,99, 100}.

Em 2006, Y. Bugeaud, Mignotte e S. Siksek [7] aprimoraram as ideias de Bennett
e Skinner e resolveram (1) para os valores de ¢ na lista acima.

Em 2008, Bennett, M. Filaseta e O. Trifonov [5] estudaram uma generalizagao para
(1): a equagao x? +7 = 2" - m, em que z,m e n sdo inteiros positivos. Usando o
método hipergeométrico, eles encontraram uma relacao entre os ntimeros x e m que
traz algumas consequéncias e solugoes para essa tultima equagao.

Dividimos o nosso trabalho em 3 capitulos, a saber:

e Capitulo 1: Preliminares. Nesse capitulo, enunciaremos resultados de Teoria
dos Numeros e de Algebra que serao usados no decorrer dos outros capitulos.

n

e Capitulo 2: A equacao 22 +7 = y*. Um objetivo é entender as técnicas
algébricas usadas por Nagell para a resolugao da equacgao, quando y = 2. O
outro objetivo ¢ entender o métodos usados por Le, quando y um nimero impar.
Algo interessante a se observar é que apesar de as duas equagoes (o casoy =2 e o
caso y fmpar) serem relativamente similares, os métodos tem alguma intersegao,

mas as ideias principais sao diferentes.

e Capitulo 3: A equacgao z2+7 = 2"-m. Algumas ideias encontradas no capitulo
2 reaparecem nesse capitulo e ferramentas novas (os aproximantes de fungoes
analiticas por fungoes racionais e o método hipergeométrico) sao introduzidas
para que o resultado de Bennett, Filaseta e Trifonov seja bem compreendido.
Eles encontraram uma relacao interessante entre as variaveis x,m e n e, com
essa relacao, resolveremos completamente a equagao para m fixado. Consegui-
mos também uma condicao necessaria para que a equagao tenha solu¢ao usando
ferramentas de Teoria Elementar dos Ntumeros.



Capitulo 1
Preliminares

O objetivo deste capitulo é lembrar de algumas propriedades que servirao de base
para o trabalho. Enunciaremos resultados de Teoria dos Numeros e de Algebra que
serao importantes no decorrer do trabalho.

1.1 Algumas propriedades numéricas

Seja ¢ a funcao de Euler definida por
o(n) = #{k € N:mdc(n, k) =1 e k <n},

em que n € N. Essa funcao ¢ multiplicativa, isto é, dados a e b primos entre si, temos

que ¢(ab) = ¢(a)p(b) e se p é um primo, entdo ¢(p*) = p* — pF~!
propriedades e usando o Teorema Fundamental da Aritmética, conseguimos calcular ¢

. Com essas duas

em todos os nimeros naturais. Um resultado importante é

Teorema 1.1 (Teorema de Euler) Sejam a e n inteiros positivos. Se mdc(a,n) = 1,

entio a®™ =1 (mod n).

Demonstracao: Consultar [20] nas paginas 43 - 44.

Considere a congruéncia r? = a (mod p), em que = e a sio inteiros e p é um primo
impar. Uma pergunta natural é: qual ¢ uma condigao para que essa congruéncia tenha
solucao? Se a é multiplo de p, entdao = 0 (mod p) é solugdo. Logo podemos restringir
o estudo aos casos em que p 1 a. Introduziremos o simbolo de Legendre e enunciaremos

alguns resultados importantes a seguir.

Defini¢ao 1.1 Seja p um primo impar e a um inteiro com p 1 a. Definimos o simbolo

de Legendre <%> por

D —1, sex* =a (mod p) ndo tem solugao.

<a> B { 1, sex>=a (mod p) tem solucio
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Proposicao 1.1 Sejam a e b inteiros e p um primo impar. O simbolo de Legendre

tem as sequintes propriedades:

s ab) _ [a b).
O (3)=() ()
s -1\ _ PTfl
(i) () = (="
Demonstracao: Consultar [20] nas paginas 97 - 102.

Teorema 1.2 (Lei da Reciprocidade Quadrdtica) Se p e q sao primos impares distin-

(g) (%) = (=17 7.

Demonstragao: Consultar [20] nas paginas 107 - 108.

tos, entao

Um conceito importante na Teoria dos Niumeros é o de valorizagao p-adica de um

racional ndo nulo ¢. Dado p um primo, definimos v, ($) = vy(a) — v,(b), em que
vp(n) = max{k € NU {0} : p* | n} para n inteiro. Para este trabalho, usaremos esse

conceito no conjunto Z*.

Proposicao 1.2 Sejam a e b € Z e p um primo. Entao
(1) vplad) = vp(a) + vp(b);

(ii) vp(axb) > min{y,(a),v,(b)}.

Demonstragao: Sejam a = p®m e b = p’n, em que v(a) = a e v(b) = f3.

(i) Note que ab = p**#mn e isso nos mostra que v(ab) = a + 8 = v(a) + v(b).

(ii) Suponha que a > . Note que a = b = p?(p®*Pm £ n). Usando (i), obtemos
vp(a+b) = v,(p°) +1,(p* Pm+n) > v,(p®) = B e B =min{y,(a),v,(b)}, por hipétese.
O caso a < 3 é analogo.

Proposicao 1.3 Sejam a e b inteiros nao nulos. a | b se, e somente se, vy(a) < v,(b),

para todo primo p.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, suponha que a e b sao positivos. Pelo
Teorema Fundamental da Aritmética, podemos escrever a = pj* ---pi» e b = pf Loophn
em que os p;’s sao primos distintos para ¢ € {1,...,n} e «o; e f5; sdo inteiros nao
negativos, tais que a; + f5; # 0. Note que essa escrita implica que v, (a) = «; e
Vp,(b) = ;. Observe que a | b < g = pfl_al co-pPrman & yum inteiro & B — oy > 0,
para todo i € {1,...,n} < 1, (b) > v,,(a), para todo p;. Claramente, se ¢ ¢ um primo

que ndo aparece nas fatoragoes de a e b, entao v, (a) = v,(b) = 0.



1.2 Algumas propriedades algébricas )

Notagao 1.1 Em alguns casos, escreveremos p* || a para denotar v,(a) = k.

Para finalizar essa se¢ao, enunciaremos um resultado que estima o valor do fatorial

de um inteiro positivo.

Teorema 1.3 (Fdrmula de Stirling) Seja n um inteiro positivo. Entdo

n\n" 1 n\"* 1
2mn (—) ezntt < ! < \/2mn (—) eTn .,
e e

Demonstracao: Consultar [21].

1.2 Algumas propriedades algébricas

Considere o corpo Q(vd) = {m + nvVd : m,n € Q}, em que d # 0 é um nimero
livre de quadrados. Dado u = m 4+ nVd € @(\/c_i), chamamos de conjugado de p o
ntimero Ji = m — ny/d. Define-se a norma em Q(v/d) pela funcao N : Q(v/d) — Q, tal
que N(n) =m? —dn® = - ji.

Proposicao 1.4 A funcio norma N é multiplicativa, isto ¢, dados i e p € Q(v/d),
temos que N (p) = NN (p).

Demonstragao: Considere i1 =m +nvd e p =r + sy/d. Entéo

pp = (m+ nVd)(r + svVd) = (mr + dns) + (ms + nr)Vd

N(pp) = (mr+dns)® — d(ms +nr)?
= m*?+ 2dmrns + d°n’s* — dm?*s®> — 2dmsnr — dn’r?
= m2(7‘2 — dsz) — dn2(7’2 - d52>

= (m?—dn®)(r® —ds®) = N ()N (p).
m

Definigao 1.2 Dizemos que i € Q(v/d) ¢ um inteiro algébrico de Q(v/d) se ¢ raiz de
um polinomio monico com coeficientes inteiros. Denotaremos o conjunto dos inteiros
algébricos de Q(v/d) por Q.

Proposi¢ao 1.5 Se u é um inteiro algébrico de Q(v/d), entio N'(p) € Z.
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Demonstragao: Como p é um inteiro algébrico, entao existe um polindmio de coe-
ficientes inteiros monico tal que p é raiz. Além disso, o polindomio minimal p(x) é de
grau 2, pois Q(v/d) é uma extensio de grau 2. Note que como p é raiz de p(z), entdo
seu conjugado g também é raiz. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, essas sao as

unicas 2 raizes. Assim, podemos escrever

p(x) = (x —p)(x — i) = 2 = (u+ @)z + pp = 2° — (u+ @+ N(w).
Como os coeficientes de p(z) sao inteiros, entao N(u) € Z.

5

144
3

polinomio minimal de p sobre Z € p(x) = 3x* — 2z + 3), porém N (u) = pji = 1.

Observacgao 1.1 A reciproca ¢ falsa. Note que p = ndao € inteiro algébrico (o

Exemplo 1.1 O conjunto formado pelos inteiros algébricos de Q é exatamente 7Z.

Um fato importante é que o conjunto formado pelos inteiros algébricos é um anel.

O préximo teorema explicita esse anel.
Teorema 1.4 Seja 2y o anel de inteiros algébricos do corpo Q(\/E) Entao

Z[Vd], se d=2ou3 (mod 4)
g = —14+vd —
Z[=3%¢], sed=1 (mod 4)

Demonstragao: Consultar [19] nas paginas 97 e 98.

Exemplo 1.2 Vamos mostrar que sed =1 (mod 4), entao o anel de inteiros algébricos

é
bvd
Qd:{% ca,beZa=b (mod2)}.

Pelo Teorema 1.4, temos que

—1+4d
2

Z

-1 d
= {Clo+b0 <+\/_> . ao,bo S Z} .

-1 d 2a9 — b bovd bvd
a0+b0< +\/—>: . -+ 0\/__CL+ \/_>

2 2 2 2

Note que

em que a = 2ag — by, b =by e a = 2ag — by = by = b (mod 2).
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Defini¢ao 1.3 Sejam p e p € Qq. Dizemos que p divide p (e denotamos p | p) se
existe 6 € Qg tal que p = pb.

Proposigao 1.6 Sejam p e p € Qq. Se | p, entao N'(u) | N(p).

Demonstracao: Como p | p, entdo existe § € Qg tal que p = wub. Logo,
N(p) = N(ub). Pela Proposicao 1.4, temos que N(p) = N(u)N(#), o que prova
que N'(p) [ N(p).

Dizemos que p é uma unidade em 2y se existe p € Q4 tal que up = 1. Como

consequéncia da proposicao anterior, obtemos o seguinte.
Corolario 1.1 Se p é uma unidade de Qyq, entao N'(u) = £1.

Demonstragao: Como i é uma unidade de €);, por definicao, existe p € €1y tal que
pp = 1. Logo N(up) = N ()N (p) = 1. Como a norma é um ndmero inteiro, entao
N(p) | 1, isto é, N (n) = £1.

Um problema 1til na teoria de aneis é determinar as unidades (elementos que pos-

suem inverso multiplicativo) do anel €.

Teorema 1.5 Sejam d < 0 um inteiro livre de quadrados e Uy o conjuto formado pelas
unidades de g. Entao

{1,-1,i,—i}, se d=—1
Uy =1 {1,- 1w, —w,w? —w?}, sed= -3
{1,—-1}, se d=—2 ou d < -3,

2= _1 ew € uma raiz cubica ndo real da unidade.

em que ¢
Demonstracao: Consultar [2] nas paginas 90 -91.

Exemplo 1.3 Vamos mostrar essa propriedade para o caso em que d = —T7.

Seja d = % uma unidade de ©_7. Lembre-se que a e b sdo inteiros e a = b (mod 2).

ssim, existe v = ——— € U_7 tal que = 1. Logo, = 1. Devemos entao
Assi i 7C+dﬁu 1 0y = 1. Logo, N(6)N(y)=1. D a
resolver a equagao <a2+7b2) (C2+7d2> = 1, isto é, (a® + 76*)(c* + 7d*) = 16. Sejam

1 1
r=a’+7? ey = c®+7d*> Observe que z > 0,y > 0 e x e y sao divisores de 16.

Vamos verificar as possibilidades para = (e y serd igual a 1¢).
T



1.2 Algumas propriedades algébricas 8

e >+ 70*=1=0b=0ea==+1. Isso é um absurdo, pois a Z b (mod 2). Observe
que isso implica que a? + 7b* # 16, pois se pudesse ser igual a 16, ¢+ 7d*> = 1 e
terfamos d =0 e ¢ = *1.

e a2+ 70 =2=b=0¢ea®=2. Isso é um absurdo, pois a € Z. Observe que isso
implica que a? 4 7b? # 8, pois se pudesse ser igual a 8, ¢ + 7d?> = 2 e terfamos
d=0ec®=2.

e >+ =4=b=0eca=22.
Assim, as unicas unidades do anel {)_; sdo os nimeros +1.

Definicao 1.4 O mdximo divisor comum de dois inteiros algébricos e p € o maior
(em norma, a menos de unidade) de todos os divisores comuns de p e p. FEle serd
denotado por mdc(pu, p).

Exemplo 1.4 O mdc <1+‘ﬁ, kTﬁ) € uma unidade em Q_r.

Seja ¢ = mdc <HT‘E,1_T‘E) Por definigao, ¢ | HT‘E e o | l_ﬁ. Logo,

5| ST+ 155 = e entio N(9) | V(1) = 1. Portanto N(5) = 1.

Dizemos que p e p sao primos entre si, se v := mdc(pu, p) é uma unidade do anel,
1+v/=7 o 1—/—=7
2 2

isto é, se N(y) = 1. Pelo exemplo anterior, temos que

Sa0 primos
entre si.

Até o final deste capitulo, considere que R seja um anel, R* seja o conjunto das
unidades de R e 0 seja o elemento neutro para a adicao de R.

Um conceito importante é o de Dominio de Fatoracao Unica.

Definicao 1.5 Dizemos que R é um Dominio de Fatora¢ao Unica se R é um dominio
de integridade (dados a e b € R, se a-b =0, entdo a = 0 ou b = 0) no qual todo
elemento que nao € nulo ou nao € unidade tem uma fatoracao unica, isto €, tem uma

unica decomposicao em fatores irredutiveis.

Um problema na teoria de aneis de inteiros algébricos é decidir o seguinte: para que
valores de d o anel €4 é um Dominio de Fatoracio Unica (DFU)? Se d < 0, entao esse
problema jé estd completamente resolvido (por K. Heehner em 1952 e por Stark e A.
Baker em 1966, de forma independente). Quando d > 0, poucos casos foram resolvidos.

Teorema 1.6 O anel 2y é um DFU, para d < 0 livre de quadrados, exatamente quando
de{-1,-2,-3,-7,—11,—-19,-43,—67, —163}.
Se d > 0, entao tem-se que 1y € um DFU se

de{2,3,5,6,7,11,13,14,17,19,21, 22,23, 29, 33, 37,41, 53,57,61,69, 73,77, 89,93,97}.
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Observagao 1.2 Sed > 0 nao pertence ao conjunto acima, entdo nao se pode garantir
se Qq € um DFU ou nao. No entanto, quando d < 0, entao sempre podemos decidir se

Qq € um DFU, pelo teorema anterior.

Os conceitos de primo e irredutivel em um anel R sao importantes. Veremos que

se R for um DFU, esses conceitos coincidem (assim como acontece em Z).

Definicao 1.6 Um elemento a € R — (R* U{0}) diz-se:

(i) drredutivel se: a = bc = b € R* ouc € R*;

(i) primo se: a|bc=a|boua|ec.

Teorema 1.7 Se R é um DFU, entao os primos e os irredutiveis coincidem.

Demonstragao: (primo = irredutivel) Seja p € R um primo tal que p = be (logo
p | be). Queremos provar que b ou ¢ € R*. Por definigao, p | b ou p | ¢. Sem perda de
generalidade, suponha que p | b. Assim, existe d € R tal que b = p-d. Multiplicando os
lados da dltima relagao por ¢, obtemos be = pdc, isto é, p = pde. Portanto, p(1—dc) = 0.
Como p # 0 e R é um dominio de integridade, entdao 1 — dc = 0, ou ainda, dc = 1, o
que mostra que ¢ € R*. Portanto, p é irredutivel.

(irredutivel = primo) Seja ¢ € R irredutivel tal que ¢ | ab, em que a e b € R. Queremos
provar que ¢ | a ou ¢ | b. Por definigao, existe k € R tal que ab = kc. Como R é um
DFU, existem unicos aq,...,as € (1,..., [, irredutiveis tais que a = wjaq---ay €
b= usfy - [, em que u; e uy sao unidades. Logo, ujusay - -asfy -+ B, = ab = ke.
Como a fatoracao de ab é tnica e os «;’s, os 3;’s e ¢ sao irredutiveis, entao concluimos
que ¢ = o, para algum i € {1,...,s} (dai, ¢ | a) ou ¢ = §;, para algum j € {1,...,r}
(dai, ¢ | b). Portanto, ¢ é primo.

Observacgao 1.3 Observe que R ser um dominio de integridade jd é suficiente para

que (primo = irredutivel).

1.3 Algumas propriedades analiticas

Dada uma funcao analitica f, queremos encontrar polinomios com coeficientes intei-
ros que aproximem f em algum sentido. Nesta secao, discutiremos esses aproximantes.
Essa teoria sera importante no decorrer deste trabalho. Também é importante na prova

de irracionalidade de €%, a € Q*, e 7, por exemplo. Para mais detalhes, consultar [14].
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Definigcao 1.7 Seja f : Q — C uma funcao analitica, em que 2 C C é um conjunto

aberto e conero e 0 € . Dizemos que f(z) € bem aproximada pela funcdo racio-
Pro(z)
er(z)’
Qr (2)f(2) — P,y (2) tem um zero de multiplicidade ro + r1 + 1 na origem.

nal onde P (z) e Q. (2) sdo polinomios de grau ro e 11, respectivamente, se

Seja
f(z) = Z a2
k=0

a expansao de Taylor de f em torno da origem. Dados ry e r; € N, desejamos construir
uma outra funcao analitica g dependendo de f e suas derivadas, de tal forma que os
coeficientes de ordens 7o + 1,...,7r9 + r; da série de Taylor dessa nova funcao sejam
nulos, isto é, queremos construir uma fungao g, tal que se

g(z) = Z b2,
k=0

entao b, 41 = -+ = byy4r, = 0. Dai, podemos reescrever g como
0 0o 0 00
g(z) = g bzt + E bzt = E bz* 4 Zrotritl E 2k,
k=0 k=ro+r1+1 k=0 k=0

em que ¢x = brgtry+1+k-

Vamos exemplificar a construcao desses aproximantes para a funcao exponencial e
da
dz’
mente, D> = Do D e D™ = D™ ! o D. Para nossos objetivos o operador § = 2D serd

para isso usaremos operadores diferenciais D = Como usual, definimos recursiva-

bastante util.

a4

Proposigao 1.7 Dados k e m inteiros nao negativos e 6 = 2D, em que D = -,

as

sequintes relacoes sao vdlidas:
(i) 8(%) = k2¥;
(i) 0™(2F) = k™m2F;

(iii) Se T'(z) é um polinémio com coeficientes complexos, entao T(8)z* = T(k)z*.

Demonstragao: (i) Note que §(z%) = 2D(2*) = 2L (%) = zk2""! = k2",

(ii) Provaremos esse item, usando indugao sobre m. O item (i) é o caso base. A
hipétese de indugao é: para algum m € N, temos 6™ (z¥) = k™zF. Vamos provar que
SMHL(2F) = k™R Note que 6™ (2%) = § 0 §™(2%). Pela hipétese de inducdo, temos

que § 0 0™(z%) = §(k™zF). Dai, 6™ (%) = 2L (km2F) = zkmk2b—t = kmtizh,
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(iii) Seja T'(z) = ag + a1z + - - - + az* € C[z]. Usando os itens (i) e (ii), obtemos

T(6)zF = ap2® +a18(zF) + - 4+ apd™(2")
= apz" +arkZF + o+ apktR
= (ao+ ark + - + apk*) 2"
= T(k)z*

Usando o item (iii) da Proposigao 1.7, temos

T()f(z) = axT(0)2" =) aT(k)* = bea*.

k=0

Logo, se tomarmos T'(z) = (z — (ro+ 1)) -+ (2 — (1o + 1)), a funcao T'(9) f(2) tem os
coeficientes de Taylor b, 41, .., byy1r, todos nulos. Dai, escolheremos g(z) = T'(0) f(2).
Agora constuiremos os aproximantes (ambos de graus iguais a r) para a fungao expo-
nencial f: C — C tal que f(z) = €*.

Exemplo 1.5 A série de Taylor de €* €

o
ef = g
k=0

Logo o0s a;’s satisfazem a;, = % Dai, escolhendo ro = ry = r, temos que

| —

2F.

T

!

T (k = T,(k
T.(8)e* = Z %Z’C + Z %zk,
k=0 k=2r+1

onde T,(2) = (z— (r+1))--- (2 — 2r). Observe que
e Se k<r, entao

(2r — k)!

To(k) = (<1 1= k) (~1)(2r = K) = (41

e Sek>2r+1, entao

(k—r—1)!

To(k) = (k= (1)) (k= 2) = =5 — 50

Definimos entao

PT(Z):Z(_UTMZIC BRT(Z): Z ((k—r—l)! k'

k—2r — DIk~
k=2r+1
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Assim, T.(6)e* = P.(z) + R.(z). Note que os coeficientes de P.(z) e de R.(z) sdo

inteiros, pois%:(k—(r+1))---(k—2r) e%:(k—(rjtl))---(k—%)

sao divisiveis por r! (ambos sao produtos de r inteiros consecutivos). Por outro lado,

?, em que Ag(z) € um polinomio de grau k com

usando o fato que 6(e*) = Ax(2)e
coeficientes inteiros, obtemos T,.(8)e* = Q.(z)e*, em que Q,.(z) € um polinémio de grau

r com coeficientes inteiros. Daf,
Qr(z)e* — P.(z) = R, (2)

e como R,.(z) tem um zero de multiplicidade de ordem 2r 4+ 1 na origem, entdo e* é

. P.(2)
bem aproximado por NOR

O préximo resultado, nos fornecera mais informagoes sobre R,.(z).

Proposicao 1.8 Dado z € C, entao

|Z|27‘+1

(r+1)!

o7

R (2)] <

Em particular, |R.(2)| tende a zero, quando r tende a infinito.

Demonstracao: Fazendo a mudanga de indices k = ¢ + 2r + 1 na definigao de R,(2),
temos

_2r+loo (€+T)' Z_é
Bolz) =2 ;(Hzrﬂ)m'

Note que
0420 +1)!
%:(umﬂyn(urﬂm<7~+1)!.

Dali,

[e.9]

1 2t
R.(z) < z*tt —_——
; (r+ 1)1

oo
22r+1 ZZ

r+1D! &0

Z2r+1 B

(r+1)!e

Portanto,

Elkas .
R, < =,
[Fr(2)] < (r+ 1)!6




Capitulo 2
A Equacéo 22+ 7 = y"

O objetivo deste capitulo é estudar a equacdo 2% + 7 = y", em que z,y e n S0
nimeros naturais. O capitulo serda dividido em duas secoes e, em cada uma, sera
explorado um caso particular da equacao. Apesar de as equagoes serem similares, os

métodos utilizados sao distintos.

2.1 O casoy=2

Nesta secao, estudaremos o caso y = 2, isto é, queremos encontrar as solugoes para
a equacao w2 + 7 = 2". Em 1913, Ramanujan conjecturou que as tnicas solucoes para
essa equacao sao (z,n) € {(1,3),(3,4),(5,5),(11,7),(181,15)}. Em 1948, Nagell [17]
provou essa conjectura. O resultado principal desta segao é o seguinte.

Teorema 2.1 Sejam x e n inteiros positivos tais que
2 +7=2" (2.1)
Entao (x,n) € {(1,3),(3,4),(5,5), (11,7), (181, 15) }.

Demonstragao: Observe que x é um ntimero fmpar, pois 2 + 7 é par (lembre-se que
n é um ndmero natural). Primeiramente, vamos supor que n é um nimero par, isto é,
existe um k natural tal que n = 2k. Assim, podemos reescrever (2.1) como x2+7 = 22k,

ou ainda,
7= (28 +2)(2" — 2).

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética e usando o fato que 2% +z > 2¥ — 2 > 0,

k=17
2k _ g =1.

obtemos
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Subtraindo as equagoes, obtemos 2 = 3. Substituindo esse valor em (2.1), encontramos
32 47 = 2" e concluimos que n = 4. Portanto, se n é par, a tinica solucao é

(x,n) = (3,4).

Agora, estamos interessados em estudar a equagao quando n é fimpar. Se n = 1,
entao a equacao nao tem solucao. Sen = 3, entao a tnica solucao ¢ dada por 1247 = 23.
Suponha entao que n > 5 é impar. Fatorando (2.1) no anel de inteiros algébricos _,
que é um DFU, temos

EE ) () ()

5 5 5 (2.2)

Como z é impar, entao cada um dos fatores é um elemento de 2_;. Seja
d = mdc (”F F) Vamos mostrar que N (d) = 1.

Por definigao, temos que 9 | % ed | %, logo ¢ | “‘ﬁ — m_\ﬁ =+/-T.
Assim, N'(0) | N(v/—T7) = Teentao N(9) € {1,7}. Por outro lado, N'(9) |/\/'(I+Tﬁ) =

2247 _
T4

= 2""2 ¢ entdo N (9) é uma poténcia de 2. Assim, concluimos que N'(d) = 1.
if

Vamos mostrar que sao primos em {)_;. Pelo Teorema 1.7, devemos mostrar

que esses nUmeros Sao 1rredut1’veis em )_r.

1j:;/—_7: (a+1)2\/—_7> (c+<12\/—_7>.

(a2+7b%)(c2+7d3)
16

Escreva

Aplicando a norma na relagao acima, obtemos 2 = , ou ainda,
(a® + 76%)(c* + 7d*) = 32.

é uma unidade

Usando a mesma ideia do Exemplo 1.3, temos que a+bﬁ ou C+dr

em {)_r. Portanto, 1+ﬁ 1= F Sa0 primos.

z+F F

Pelas observagoes anterlores temos que os nimeros

1+F 1- F
2

sao prlmos entre

sie sao primos em §)_7. Por (2.2), deduznnos que

n—2 n—2
T+ -7 __ T—\/—7 __ 1++/—7 1—v/—7
o T gl =T g (IY) (1)

n—2 n—2
T+ =7 __ 14++/—7 1—+/—7 r—\/—7 __
e () () T

x\/—T7

5— nhunca ¢ um ndimero real,

Essas duas possibilidades nao podem ocorrer, pois

enquanto que +1 é real.

. x+\2/j7 _ 4 <1+ﬁ)"‘2 0 2=V _ 4 <1ﬁ>”‘2'

. x+\2/j7 _ 4 (1-\F>"2 0 TVTT _ o <1+ﬁ>"2.
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Essas duas possibilidades podem ocorrer. Para simplificar a notacao, considere
k' =mn—2 e, ¢e9, 0 ¢ 0y € {£1} tais 1 # 9 e §; = 09. Entado as informagdes

acima podem ser reescritas como

o que implica em
k k
1 V- 1 V-
5 (LFEVTTY s (LreveTy s
2 2
Analisando as possibilidades para €1, €9, 01 e d2, concluimos que
k k
1++v— 1—+v—
tVETY (levETY (2.3)
2 2
1-v=7\? _ 3T
2

2
impar e entao k também o é. Logo podemos escrever k = 2j + 1, para algum j € N e

Vamos analisar a identidade (2.3) médulo < = . Como n é

entao ,
j

(=) (=)

2
Observe que f§ = _3_2ﬁ | (H‘F) —1= _5+T‘m De fato, seja r = % tal que

(a+b\/—_7> <—3—\/—_7) _ 5 VeT

2 2 2

Vamos mostrar que r € €)_;, isto é, a e b sao inteiros com mesma paridade. Desenvol-

vendo a relagao acima, obtemos

(=3a+7b) + (—a—3b)v=T7 _ —5++/-T7
0 .

2
—3a+7b __
T+ = _5
—a—3b _ 1

e chegamos ao sistema

2
cuja solugao é (a,b) = (1,—1). Assim, r € Q_;. Essa divisibilidade é equivalente a
congruéencia
2
1+v—7
<+T) =1 (mod p).

Dessa forma, concluimos que

() = (%)

(mod f).

2 (=)

(-57)
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De (2.3) e das observagoes acima, obtemos

= () (L < (57

Note que o nimero a esquerda da congruéncia acima nao pode ser /—7. Se fosse,
B = —_3_2ﬁ | v/—T— <1+\F> = _1+2ﬁ. Porém, N (—_3_2ﬁ> =412=N (—_1+2ﬁ).

Além disso, o ntumero a esquerda dessa congruéncia pode ser —+/—7, pois
g = —3+ﬁ | —v—=T7— <1+*F> = —1—gﬁ' De fato, seja r = % tal que

(a+1?2\/—_7) (—3 —2\/—_7) _ —1—23\/—_7.

Vamos mostrar que r € €)_, isto é, a e b sao inteiros com mesma paridade. Desenvol-

vendo a relagao acima, obtemos

(—=3a+7Tb) 4+ (—a —3b)v/—7  —1—3y/—7

4 2

—3a+70 __
5 = —3
—a—3b _ -1

2

e chegamos ao sistema

cuja solucao é (a,b) = (2,0). Assim, r € Q_1.
Assim, concluimos que (HT*E) = —/—7 (mod /). Voltando a (2.3), temos

k k
(HT‘E) — (1_\2—&> = —+/—7. Usando o Teorema Binomial, obtemos

() SO0 [ ()]

1=0

i
Os casos em que ¢ ¢ par nao contribuem para a soma, pois (—”7> — (

2
Para os casos em que ¢ é impar (logo ¢ = 2j + 1, para algum j natural), temos

(B () ()

Assim,

e
|
-

|
ﬁ
\]

Il
ﬁ
\]

.
VOEERS
\O)
<3
>
~_
p—
|
\]
S~—
<

> <
|
II

|
ﬁ
\]
.
VO
\G)
<
>
~_
—~
20
El
L
HM
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Multiplicando os dois lados da tltima igualdade por 2*~!, obtemos

k-1

—ok1 = ; (2;’11 1> (—7) (2.4)

Analisando essa igualdade médulo 7, deduzimos que

—2k-1 = (T) =k (mod 7). (2.5)

Temos que 25 = 1 (mod 7). Seja k = 42t + £ com £ € {1,2,...,42} (o nimero
42 foi escolhido por ser o menor multiplo comum entre 6 e 7). Observando que
ok=1 = 242tH=1 = (26)7t . 2671 = 26-1 (mod 7) e que k = 42t + ¢ = { (mod 7), ob-
temos

-2 =¢ (mod 7).

Como ¢ pertence ao conjunto finito {1,2,...,42}, basta verificar para quais ¢ a con-
gruéncia acima é satisfeita. Usando o programa Mathematica®, concluimos que /¢
pertence ao conjunto {3,5,13,24,26,34}. No entanto, pelo fato de k ser impar, con-
cluimos que ¢ também o é. Logo ¢ € {3,5,13}. Como k = ¢ (mod 42), entdo
k= 3,5 0u 13 (mod 42).

(
e Se k = 3 (mod 42), entdo podemos ter k = 3 ou k — 3 = 7% - 6h, em que
2z =uv7(k—3) > 1 é avalorizacao 7-addica de k — 3 e h # 0.

Se k = 3, entaon = 5 e x = 5, fornecendo a solucao 52+ 7 = 2. Para o outro caso,
considere h # 0.

Afirmagao 2.1 Para todo j > 2, temos que T | (Qjﬁl)ﬁ.

Demonstragao: Seja y = (2].111)73'. Entao

y:< k >7j:(k(k—1)(k—2)(k—3) .(k—4)7j'

2j+1 2j+1)2(27 — 1)(2j —2) \2j—3

Usando a Proposi¢ao 1.2, basta provarmos que v7(7*"1) < 1v7(y), pois 1,(7*T) =0 e
vp(y) > 0 para todo primo p # 7. Por defini¢ao, temos que v7(7°*') = z + 1. Como
k —3 = T7%-6h, com 7 1 h, entdo k — 2,k — 1 e k nao sao divisiveis por 7. Dali,
ve(k(k —1)(k—2)(k—3)) = z. Além disso, como 2j +1 < 77!, para todo j > 2, entao
v7(2j4+1) < j—1. Como dentre os nimeros 25 +1,25,2j — 1 e 2j — 2, no maximo um
deles ¢ divisivel por 7, entao temos v7((25 + 1)25(2j — 1)(25 — 2)) < j — 1. Logo,

) = onthlt = 10e=2)00-3) +or (1))
+n(P) = (25 + 12125 = (25— 2)
> z+0+j-(-1)=z2+1
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Portanto, v7(7°™) = 2 + 1 < v;(y). Assim, 77 | (23.111)7?

Pela Afirmacao 2.1 e por (2.4), deduzimos que

okl = (’f) _7. (’;) . gk(k (k-2 (mod 7). (26)

Por um lado, temos que
_2k—1 = _272-6~h+2 = _(272-6)h . 22 (mod 72—0—1)‘
Usando o fato que ¢(7*1) = 7**1 — 7 = 7% . 6 e 0 Teorema 1.1, temos que
270 =1 (mod 7**).

Assim, conclufmos que —2%~! = —4 (mod 7**1).

Por outro lado, vamos encontrar um j conveniente tal que

kE— gk(k‘ —1)(k—=2)=j (mod 7°t1).

Como k — 3 = 7% - 6h, entao temos que

7 7

skl =1k —2) = (7% 6h+3)(7* 6h+2)(7° 6h+1)
7
= Gl(760)*(T7 - 6h +6) + 7 -6h(3-2+3-14+2-1) +3-2-1]

= 7-[(77-6R)*(7"-h+1)+ 7" -h-11+1]
= 77T [77.36R% - (T -h+1+11h)] + 7.
Assim, k — Zk(k — 1)(k —2) = k — 7 (mod 7*™). Voltando a (2.6), encontramos a

congruéncia —4 = k—7 (mod 7°™!), ou ainda, k = 3 (mod 7*™!), o que é um absurdo.

Portanto, para esse caso temos uma tnica solugao dada por (z,n) = (5,5).

e Se k = 5 (mod 42), entao podemos ter k = 5 ou k — 5 = 7% - 6h, em que
z=uwv7(k—5)eh#0.

Se k =5, entdo n = 7 e x = 11, fornecendo a solucao 112 + 7 = 27. Para o outro

caso, considere h # 0.

Afirmagao 2.2 Para todo j > 3, temos que T | (23']11) 79

Demonstragao: Essa demonstracao é analoga a demonstracao da Afirmacao 2.1 e

nao sera feita neste trabalho.
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Pela Afirmacao 2.2 e por (2.4), deduzimos que

—ok-1l = (T) —~7- <§) + 7% (l;) (mod 7*T1). (2.7)

Usando uma ideia similar a usada no caso k = 3 (mod 42), temos, por um lado, que
—okml = 9T bhtd — _(9T6)h 9 = _16 (mod 77

e por outro lado

k k k
(1) —7. (3>+72- (5) =k—T70+49=k—21 (mod 7).

Voltando a (2.7), encontramos a congruéncia —16 = k — 21 (mod 7**1), ou ainda,
k =5 (mod 7*™1), o que é um absurdo. Portanto, para esse caso temos uma tnica
solugao dada por (z,n) = (11,7).
e Se k = 13 (mod 42), entdo podemos ter k = 13 ou k — 13 = 7% - 6h, em que
z=v;(k—13) e h #0.
Se k = 13, entdo n = 15 e x = 181, fornecendo a solucao 1812 + 7 = 2%, Para o

outro caso, considere h # 0.

Afirmagao 2.3 Para todo j > 7, temos que T°! | (2].]11) 79,

Demonstragao: Essa demonstracao é analoga a demonstragao para a Afirmacao 2.1
e nao sera feita neste trabalho.

Por (2.4), deduzimos que

—2k1 = 26: ( g > ~(=7)  (mod 7*M1). (2.8)

e 27+1
Usando uma ideia similar & usada no caso k = 3 (mod 42), temos, por um lado, que
_2]671 = _272-6h+12 = _(272-12)]1 k 212 = —4096 (mOd 7Z+1)

e por outro lado
6

k J = z+1
Z (2], N 1) (=7 =k —4109 (mod 7).

5=0
Voltando a (2.7), encontramos a congruéncia —4096 = k — 4109 (mod 7**1), ou ainda,
k = 13 (mod 7*™1), o que é um absurdo. Portanto, para esse caso temos uma unica
solugao dada por (x,n) = (181, 15).
Assim, as tnicas solugoes para (2.1) sdo (z,n) = (1, 3),(3,4), (5,5), (11, 7), (181, 15),
o que prova o Teorema 2.1.
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2.2 O caso y impar

Nesta secao, estudaremos a equacao 22 +7 = y" em que y é um nimero impar
positivo e n > 1. Note que se y = 1, entao a equacao nao tem solucao. Em 1961,
D. Lewis [13] provou que a equacao tem no maximo duas solugoes e se y é um primo
impar, entao a equagao nao tem solugao. O resultado principal desta secao é devido a
Le [11] que, em 1997, generalizou o resultado de Lewis.

Teorema 2.2 A equacdo
T =y" (2.9)

nao tem solugcoes em naturais x,y e n, com y impar e n > 2.

Demonstragao: Para iniciar, vamos mostrar que n é impar. Suponha, por absurdo,

que n seja par, isto é, n = 2k, para algum k € N. Substituindo em (2.9), obtemos
P T=y*eT=y* -2 7=>u+2))f —2).
Como y* + 2 > y* — 2 > 0 e 7 é primo, entdo, pelo Teorema Fundamental da
{ Y+ =7
yF—x =1

Somando as equacgoes, temos y* = 4. Logo, 2 | y, o que é um absurdo, pois, por

Aritmética, concluimos que

hipotese, y é impar. Portanto, n é impar.

Observe que x é par: como y ¢é fmpar, temos 2> = y" — 7 =0 (mod 2). Como 22 é
par, entao x é par.

Considere (z,y,n) uma solugao para (2.9). Fatorando essa equagao no anel Q_7,
obtemos

(x+V=T)(x—V=T7)=y" (2.10)
Afirmagao 2.4 Seja § = mde(z + /7,2 —/—T7). Entdo 0 € uma unidade em _7.

Demonstragao: Basta mostrar que N(§) = 1. Por definicdo, § | = + /=7 e
S|z —+/=7,logo 6 | (x+V/=-7)— (v —/=T7) =2y/=T7. Dai, N(§) | N(2/-T7) =28 e
entao N'(0) € {1,2,4,7,14,28}. Além disso, temos que N'(8) | N(z++/=T7) = 22 +7 =
y". Como y é fmpar, entao N (9) é impar. Logo, N'(d) € {1,7}. Suponha, por absurdo,
que N(6) = 7. Como N(§) | 2% + 7, concluimos que 7 | % + 7 e entao 7 | z*. Como
7 é primo, entdo 7 | z e assim, 7% | 2%. Como N () | y", entdo 7% | y" (pois n > 3).
Portanto, 72 | 22 — y™ = 7, o que é um absurdo. Portanto, N'(§) = 1.
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Como 27 é um DFU e z + /-7 e x — y/—7 sao primos entre si, concluimos que

r+v=T=0(a+by=T)" e x —/—T7 = ba(ap + bop/—T)", para certos a, agp, b e by € Z.

Além disso, 0; e dy sdo unidades em Q_; (§; e dy € {£1}), com &; = dy. Observe que
Y =22 +7 = N(@+vV=7) = N[61(a+bvV=7)"] = N(01) [N (a+bv—=T7)]" = (a*+T7b*)".

Como n é fmpar e y, a e b sao inteiros, entao y = a® + 7b%.
Usando o Teorema Binomial para (a+by/—7)" e lembrando que n é impar, obtemos

+(z+vV=T7) = (a+b/=7)"

== (Z)a"_k(b\/—'?)k
k=0
_ <« [ n—2k >\ 2k — n n—2k—1 — >\ 2k+1
= (%)a (bvV/—=T7)*" + (2k+ 1>a (bv/—T7)
k=0 k=0
n—1
<« (" 2k —
— n— o b2 k b n—2k—1/__ b2 k.
M(zk)a (=7 +bv=T- Z(2k+1> (=75

anl n
:l: — n—2k 2 ]
x (Qk) (—Tb*)k (2.11)
k=0
e
anl
n
+1=0- n=2k=1_7p2)k, 2.12
£ <2k+1)a (=70%) (2.12)

Como o somatério que aparece em (2.12) é um niimero inteiro, entao b | 1. Assim,

b = £1. Substituindo esse valor em (2.12), obtemos

o= Z(2k+1> TS

I
/\
v
/‘\
\_/

s

3
&
|
-
+
+
R
S 3
~
|
3
3
J

Usando a relacao (

) =
== (nnl)

_ 2 <27;€> a?F(=7)" Tk, (2.13)
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Afirmagao 2.5 O numero a € par.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que a seja impar. Como —7 =1 (mod 2) e
analisando (2.11) médulo 2, obtemos

1

" (2’;) | =3

k=0

n—1 n

(;k) (mod 2).

k=

o

Usando o fato que x é par, concluimos que

n—1

Z (5) =0 (mod2 2.14)

Por outro lado, analisando (2.13) médulo 2, temos

RN o R
+1= Z (Zk) (=77 F = Z <2k‘> (mod 2).
k=0 k=0

Logo,

n—1

20 (2";) =1 (mod 2). (2.15)

k=

Comparando (2.14) e (2.15), encontramos um absurdo. Portanto, a é par.

Afirmacgao 2.6 Seja
<« (7 2k nel_g
S = <2k)a (—=7) .

Entdo, S ¢ igual a 1.

Demonstragao: Temos por (2.13) que S = £1. Suponha, por absurdo, que S = —1.
Como —7 = 1 (mod 4) e a®* = 0 (mod 4), para todo k > 1 (pois a é par), entao

analisando (2.13) médulo 4, chegamos ao seguinte absurdo:

1=5= ;; (272) a2 (—7)*F k= (g) (—7)%" =1 (mod 4).

Seja a = 15(a) a valorizagao 2-adica de a. Usando a Notagao 1.1, temos que 2% || a.

Dessa forma, 2%¢ || a®>. Como n é impar, faremos dois casos.
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e Caso 1: n =3 (mod 4).

Pelos comentarios anteriores, temos

n—1

) no1_

92 I|Z<2k)a2k(—7) 7k, (2.16)
k=1

Usando a Afirmagao 2.6 e (2.16), temos que

n—1

22 || 1—(=7)= .

n—1

Por outro lado, vamos mostrar que 23 || 1 — (=7)"2 para todo n = 3 (mod 4).

Temos 1 — (=7)"2 =0 (mod 8), pois —7 = 1 (mod 8). Para este caso, o niimero nl

é impar, isto é, existe m € Z tal que "T_l = 2m + 1. Logo,

n—1

(=77 = (=7 = (=7 (=7)=49"- (=7)=1-9=9 (mod 16).

Assim, 2411 — (=7)"= . Portanto,

2|1 (=77,
Como 2a # 3, para todo « inteiro, entao temos um absurdo para o caso 1. Portanto,
n # 3 (mod 4).

e Caso 2: n=1 (mod 4).

Suponha que 2° || n — 1. Entao, 8 > 2 e podemos reescrever essa informagao como
2l =207 m (com m 1 2).

n—1

Proposigao 2.1 Para este caso, tem-se 2°72 || (=7) 7 — 1.

Demonstragao: Observe que podemos reescrever a divisibilidade acima como
2642 || ((=7)¥7")™ — 1 e assim basta provar que (—=7)2' = 1 (mod 2°%?) e
(=)' #£1 (mod 2°+3).

Vamos dividir a prova em duas partes. Primeiramente, iremos provar que
(=77 =1 (mod 2°%2), o que é equivalente a provar que 72 = 1 (mod 2°+2),
pois o nimero 2%~ é par. Para isso, usaremos inducao sobre 3. Para o caso base
£ = 2, temos

22—1

7 =72=49

1 (mod 16).
A hipotese de indugdo é que, para algum S € N, > 2, a congruéncia
727" =1 (mod 2°%2) ¢ verdadeira, isto ¢, existe ¢ € Z tal que

26—1

727 =1 4. 2812
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Elevando os dois termos ao quadrado, obtemos

7 = 142020724 22T g 288 4 2L 90l 0B

1+ 20%3 (e 220,

Portanto, 72° = 1 (mod 2°%3). Agora, resta provar que ((—7)2"")™ 2 1 (mod 2°+3),
0 que equivale a provar que (726_1)’” # 1 (mod 2°+3), pois 2671 ¢ par.

Afirmagio 2.7 Temos que 7' = 2°%2 + 1 (mod 2°+3).

Demonstragao: Para o caso base § = 2, temos

272 4+ 1=16+1=17 (mod 32).

A hipétese de indugao é que, para algum S € N, 5 > 2, seja verdadeira a relagao
72771 = 2042 11 (mod 2°13), isto é, existe ¢ € Z tal que

7T = (202 1) 4ol 208

Usando um procedimento analogo ao anterior, obtemos

727 (22B+4 L 9.98+2 +2- (26+2 +1)-c- 98+3 4 2. 92846

= 21490 1 9F3 11 4 2FT (9812 1) o 2Pt 2L 0P
= 2P 1420 (20 4+ (292 1 1) -4 2 2712,

Portanto, 72° = 263 + 1 (mod 2°+3).
|
Usando a Afirmacao 2.7 e o fato que (8 +2) -i > 3+ 3, para § > 2 e i > 2, obtemos
(7)m = (2772 + 1™ (mod 274%)
1 . 9B+2 ) 9(8+2)i q 96+3
+m +) ( Z_ (mo )

i=2
= 1+m-2°" (mod 2°3).

Como m {2, entao 1+ m - 2°%2 £ 1 (mod 2°*3), o que prova a proposicao.
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Note que

| (Z) (s = MU gy (2.17)

pois 2 || a%, 261 || = e pe (—7)"7 sdo fmpares.
Usando a Afirmagao 2.6, a Proposicao 2.1 e (2.17), concluimos que

n—1
< n n—1_

2 1Y (a0 218)
k=2

em que 7 = min{f5 + 2,2a +  — 1}.

Afirmacgao 2.8 Temos que (;ﬁ)a%(—ﬂ%l_k =0 (mod 22°8) para k > 2.

Demonstragao: Escrevendo n — 1 = 27 - p (em que p é fmpar, pois 2° || n — 1) e

a* = 2%*. ¢ (em que ¢ ¢ impar, pois 2%* || a?), temos

N\ ok sty o n(n—1) (n—2 2 2(k—1)(_ 7\ 25—k
<2k>a =07 = oD (2k—2 @@=
n - 25 . p n — 2 n—1
- = 2204 . 2(k—-1) _7 [
2k (2k — 1) (Qk _ 2) q-a=T)

nep g (ST (1= 2Y s 0
2k —1 2k —2 2k

Seja § a valorizacdo 2-ddica de 2k, isto é, 2k = 2% -7, em que r > 1 é impar. Entdo

20 = 2k < 9k Assim, 6 < %. Observe que 6 < lfg—zf < 2(k — 1), para todo k > 2.
r og og

Como n,p,q e r sao impares e 2(k — 1) — 6 > 0, concluimos que

n—1
n D B n-p-q-(—?) =k n—9 20ts a2(k=1)
V2((2k>a (=7) 2 ) = VQ( 5% 1 N 2 < |

> (2a+p)+2(k—-1)—=6
2a0+ [

Vv

Portanto, temos que (;f)a%(—ﬂ%l’k =0 (mod 22*7) para k > 2.

Pela Afirmacao 2.8 e por (2.18), temos que

B+2, sef+2<2a+p-1

20+ < v =
b=y {2a+6—1,862a+6—1<,3—|—2

A primeira possibilidade é 2a + 5 < f + 2 (isto é o < 1) com a condigao
f+2 < 2a+p—1 (isto é 3 < 2a, ou ainda o > 1,5), o que é um absurdo. A
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segunda possibilidade é 2a+ 8 < 2a+ 3 — 1 (isto é 0 < —1), o que é um absurdo.
Assim, concluimos que o Caso 2 também gera um absurdo, ou seja, n Z 1 (mod 4).
Como n é impar e n Z 1 ou 3 (mod 4), entdao temos um absurdo. Portanto, a

equagao (2.9) ndo tem solugdo em naturais z,y e n.



Capitulo 3
A Equacio 22+ 7=2"-m

O objetivo deste capitulo é estudar a equacao 2% + 7 = 2" - m. Observe que todo
nimero natural pode ser escrito como 2" - m, para certos m e n. Dessa forma, resolver
a equacao completamente, equivaleria a resolver a equacao x> + 7 = k. J4 vimos que,
para esse caso, temos uma infinidade de solugoes. Assim nao resolveremos a primeira
equacao completamente, mas encontraremos uma relacdo entre os numeros x e m,
quando n é maior que um determinado valor.

O resultado principal deste capitulo é
Teorema 3.1 Sejam x, m e n inteiros positivos tais que
4+ 7=2"-m. (3.1)
Entao x € {1,3,5,11,181} oum > /x.
Antes da demonstracao, faremos algumas observacoes.

Observacao 3.1 Pelo Teorema 2.1, se m = 1 ou m € uma poténcia de 2, entao a

equagdo (3.1) esta completamente resolvida.
As proximas observagoes sao consequéncias do Teorema 3.1.

Observacao 3.2 Se x € {1,3,5,11,181}, entao temos todas as solugies para (3.1).
De fato, bastar usar o Teorema Fundamental da Aritmética para determinar os possiveis

valores para n e m. Por exemplo, se v = 1, entio 2" -m = 23. Assim, (m,n) €

{(1,3),(2,2), (4, 1)}.

Observagao 3.3 A condi¢cao m > \/x € boa no sequinte sentido: dado m € N, conse-

guimos limitar os valores de x e de n. De fato,

log (™ +T)

< m? <
xr m- en 10g2

)
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Dessa forma, escolhemos um dos limitantes e consequimos

. 2 4
m m

determinar todas as solugoes para (3.1), para essa escolha de m.

Vejamos dois exemplos.

34

Exemplo 3.1 Se m = 3, entdo v < 3> = 9 en %2—) < 4,9. E claro que
escolheremos o limitante para n, pois hd menor quantidade de possibilidades para n,
em relagdo a quantidade de valores de x. Dai verificamos as possibilidades para os
valores de x na equagao T +7 =2"-3, em que n € {1,2,3,4}. Testando esses valores,

concluimos que nao hd solucoes neste caso.

Exemplo 3.2 Se m = 7, entao v < 7> = 49 en <

escolheremos o limitante para n. Dai verificamos as possibilidades para os valores de

] < 8,5. Novamente,
og2

T na equagio v2 +7=2"-T, em quen € {1,...,8}. Testando esses valores, obtemos
as duas solugoes (x,n) = (7,3) e (21,6).
A préxima proposigao nos dd uma condigao necesséria para que (3.1) tenha solugao.

Proposicao 3.1 Se a equagao (3.1) tem solugcdo e p € um fator primo impar de m,
entaop =7 oup=1,2 ou4d (mod 7).
Demonstragéo: Analisando a equagao (3.1) médulo p, obtemos 22 +7 = 0 (mod p),

ou ainda, 2 = —7 (mod p). Usando a Proposigao 1.1 e o Teorema 1.2 para calcular o

simbolo de Legendre ’77 , obtemos

) - () o

Il
—~
|
—_
N~—

“d

(V)

A
/N
~N I3
N——

C»J

'@

H
/N
-3
N———

|

,J>

Assim, a congruéncia x> = —7 (mod p) tem solugao se e somente se x> = p (mod 7)
tem solucao. Testando os casos em que z € {0,...,6}, obtemos x*> = 0,1,2,4 (mod 7).
Portanto, as possibilidades sao p =0, 1,2,4 (mod 7). Note que o tnico primo p tal que
p =0 (mod 7) é p="7. Dessa forma, uma condi¢do necessaria para que (3.1) tenha
solugdo é que p=Toup=1,20u4 (mod 7).

Exemplo 3.3 A equacio x? + 7 = 2™ - 2013 ndo tem solugdo, pois 3 | 2013.

Usando as Observagoes 3.1 e 3.3 e a Proposigao 3.1, temos que a equagao (3.1) (com
m impar fixo) pode ter solugao se os primos na fatoragao de m sao das formas p =7,
pj="7j+1, pp="Tk+2o0up, =T70+4,com jkelecN.

Vamos voltar a atencao para o Teorema 3.1. O objetivo inicial é fatorar a equagao
(3.1) em ©_5.
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3.1 Primeiros passos

Vamos iniciar a demonstracdo do Teorema 3.1. Note que 22 +7 = 2" -m = 0
(mod 2). Logo x é impar. Assim, podemos fatorar (3.1) em 2_7 (que é um DFU) por

(x+¢_—7) (x—ﬁ> _ (HT\/—_?)2 (ﬂ)zm

5 5 5 (3.2)

Para simplificar a notagao, considere a = HT*E (observe que N(a) = 2). Pela
equagao (3.2), temos que a2 | (”\ﬁ) (I_ﬁ> Dessa forma, para n > 3, con-

2

cluimos que « | (”ﬁ) (wﬂﬁ) Além disso, « divide apenas um dos fatores:

de fato, se « | HTﬁ e a | “‘”‘Tﬁ, entdao o | xJ“ﬁ - x_*ﬁ = +/—7. Logo,

N(a) =2 |7=N(H-7), o que é um absurdo. Analogamente, prova-se que & di-
x4/ =7 e x—/—7
2 2

vide apenas um dos fatores. Como sao conjugados, temos que se «

divide um deles, entao & divide o outro.
Sem perda de generalidade, suponha que « | ”Tﬁ ea| %‘Tﬁ
Escrevan—2 :=65j4/¢, em que £ € {0,...,64}. Tomando k := 5j podemos reescrever

a equacao (3.2) como

(7Y (55550 - s m = @y 2o 09

Seja 1= a'. Essa defini¢ao e (3.3) implicam que j3* | (H‘ﬁ) (‘T*ﬁ) Como

A% é uma poténcia de a e o f x_‘;j, entao ¥ { %j? Assim, (% | %j? Dai, existe
V=7

w. Logo, temos que VT B*h. Assim,

um inteiro algébrico p tal que 5

usando (3.3), concluimos que

N(p) = pp=|uf= (x 26\/’;_7) (m ;ﬁ)

_ <x+\/—_7)(:1;—\/—_7) 1

2 2 gege T
Como ¢ € {0,...,64}, entdo uma estimativa para m é
ul _ lpl?
T

Assim, para estimar o valor de m, devemos estimar o valor de |u.

’

Vamos voltar alguns passos anteriores: supondo que « | —“\ﬁ (dai & | ’”’ﬁ)

vimos que existe um inteiro algébrico p tal que ”Tﬁ = fBFu e x_\ﬁ = Bkﬂ.Q Dai

concluimos que f*u — fFn = /—7.
Para o caso em que « | I*Tﬁ (

conclusdo é que Bfp — BFL = —/—T.

Y

T+ =7
2

dai a | ), o procedimento é analogo e a
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Em qualquer um dos casos, temos que

B — B = +v=T. (3.4)
N\ K
Observe que (3.4) pode ser reescrita como (%) — % = iﬁ. Logo,

A
LG 39

()~

Como p é inteiro algébrico, entao % ¢ um numero algébrico. A relagao (3.5) implica

==

k
que os nimeros (%) sao bem aproximados por numeros algébricos.

O objetivo da préxima se¢ao é encontrar aproximantes (fungdes racionais) para a

k

funcao (1 — )" como fizemos na Segao 1.3. Escolheremos xy € C de tal forma que
5 — B8

g, isto é, o = Bﬁ‘ Para simplificar a notacao, considere v := # — 5. Dali,
Ty = % Com essas defini¢oes, o valor de zq é:

1—1’0:

BT+ 181/—=7
3 214

3.2 Aproximantes para (1 — z)*

Nesta se¢ao, mostraremos alguns resultados que serao importantes na demonstracao
do Teorema 3.1. O objetivo inicial é encontrar aproximantes para a funcio (1 — )k,
isto é, encontrar polinémios P, x(x) ¢ Q,x(z) em Z[z] que satisfacam

P p(x)—(1— w)erk(x) = a:2r+1E,,,k(x) (3.6)

e 0P, = 0Q, = r. Note que isso implica que E, ;(z) é um polindémio de grau k—r—1.

Substituindo x = zy em (3.6), obtemos

P, i(xo) — (1 — QTO)er,k(ﬂ?o) = 2B, (w0)

Pr(o) — <g)qu«,k(xo) = <%>2’“+1 B ().

Multiplicando essa equagao por 3% e escrevendo P’ = P,x(xg), Q' = Q.x(xo) e E' =
APl gh=2r=1 g (20), obtemos

PP - B = E. (3.7)

Multiplicando a equagado (3.4) por (', a equacdo (3.7) por ji e subtraindo as

equacgoes, concluimos que

Q' u— P'p)=+Q'V-T- E'L. (3.8)
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Com alguns ajustes, essa serd a relacao fundamental para conseguirmos estimar o
valor de |pu|. De fato, serd possivel mostrar que |Qu — Pfi| > 1, para certos P, Q e E
relacionados com P’, Q' e E'. Logo |8*| < |Qv—T7 — Ef| < |Q|V7 + | E||f| e dai,

_BY-lavT

> g (39)

Com essa estimativa para |u|, teremos que estimar |@| e |E|. Para conseguir chegar a
isso, vamos voltar as atengoes para os aproximantes para (1 — :c)k

Sejam k e r inteiros positivos, com k — 17 — 1 > 0 (isso é necesséario para que FE,
seja um polinémio). Defina as funcoes P, i, Qrk, Erp : R = R em que

Py(r) = G —(fjf))!!(r!)Q/o (1 — )"z — t)"dt, (3.10)
Qu(z) = (éi1zr£kl;(q~2!!)2 /0 (1=t 4 at) 571 (1 = t)dt, (3.11)
Buale) = 1 —(fji))!!(r!)Q /0 £7(1 — 2t)F (1 — )" dt. (3.12)

Da forma que foram definidas, pode-se concluir que essas fungoes sao polinomios em
x, pois sao integrais definidas em ¢ de multiplicacoes de polinomios em x e t. O fator que
estd multiplicando as integrais aparece para que esses polindmios tenham coeficientes
inteiros e veremos a prova disso em breve. Vamos mostrar que P, (), Q. x(z) e E, ()
satisfazem (3.6).

Proposicao 3.2 As funcoes Py, Qi € E,j satisfazem
P, () — (1 — ) Q,x(z) = 2 E, i (2)
para todo x € R.
Demonstragao: Dado x real, temos
1 T 1
/ (1=t —t)dt = / (1=t —t)dt +/ (1=t —t)"dt.
0 0 T
(3.13)
A partir dessa igualdade, o resultado sera provado.

Seja I = [;t"(1 —t)* & — t)"dt. Fazendo a mudanca de varidveis ¢ = zu

(dt = xdu) em I; e substituindo u por ¢ posteriormente, obtemos
1 1
L = / (zt)" (1 — 2t)* Yo — xt) 2zdt = / 2"t (1 — ) e (1 — t) adt
0 0

Logo,
1
I = x‘”“/ (1 — at)F (1 — t)"dt.
0
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Seja Iy = [} t"(1—t)*""1(z —t)"dt. Fazendo a mudanca de varidveis t = 1 —u+zu

(dt = (—1 + x)du) em I, e substituindo u por ¢ posteriormente, obtemos

I, = /0(1 —ttat) (1— 1 —t+at) "z -1 —t+at)) (z—1)dt
= - / (1=t +at) (H(1 = @) (= (1 = ) + (1 — 7)) (~1)(1 - z)dt
= /01(1 —t+at) T =) (= 1) (1 = 2) (1 — x)dt
— /1(1 —t+at) T (=) ()" = )" (1 — 2)"(1 — x)dt.

Logo,

L= (1-2)f-1) /01(1 —t+at) (1 — ) dt.

Assim, (3.13) pode ser reescrito como
1 1
/ (1=t —t)rdt = xQTH/ (1 —at) N1 = t)at
0 0

+ (1—2)f(=1)" /01(1 —t 4 ot) (1 — t)dt.

Substituindo os valores encontrados em I; e I, e multiplicando (3.13) por %,
obtemos
Py(x) = 2B (z) + (1 — 2)7Q, 1 ().
Portanto,

P p(x) —(1— x)er7k(:1:) = x%“Enk(:E).
[ |

Vamos explicitar as expressoes dos polinomios P,y (z), Qx(z) e E,.(z). Observe
que nas trés expressoes (de P x(z), Qrx(x) e E, x(x)) temos termos do tipo (1 — )4,
para certos p e ¢, no integrando acompanhados por algum fator. Esse tultimo fator
pode ser calculado pelo teorema binomial, em que obtemos um somatério envolvendo
coeficientes binomiais, poténcias de x e termos do tipo t*' (1 —t)7. Assim, antes de ex-
plicitar P, x(z), Q. x(x) e E, (), vamos determinar uma férmula fechada e conveniente
para a integral fol tP(1 — t)4dt.

Lema 3.1 Para todos os naturais p e q, temos que

17)1 aq P'q’ 3.14
(1 — )it = — 2T .
/0 (=9 (p+q+1)! (3.14)
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Demonstragao: Para provar isso, usaremos indugao sobre p e gq. Observe que a
integral a esquerda de (3.14) é uma funcdo simétrica em p e ¢. Para ver isso, basta
fazer a mudanca de varidveis x = 1 — t (dz = —dt):

/01 tp(l_”th:/l()(l—w)”wq(—l)da::/01(1—:5)%%.

Assim, ¢ suficiente fixar p e usar inducgao sobre gq. Para o caso base ¢ = 1, temos

1 1 thrl tp+2
/tp(l—t)dt = /(tp—ﬂ’“)dt = ( - )
0 0 p+1 p+2

1

0

11 (p+2)—(p+1])
Cop+l pt2  (p+D(p+2)
B 1 B p!

T (p+D)p+2)  (p+1+1D)

A hipétese de inducao é que, para algum ¢ natural, seja verdadeira a relagao

1 Ig!
/ (1 —t)1dt = — 2L
0 (

p+q+ 1)

Vamos mostrar que fol tP(1 — )7 idt = %, a partir da hipotese de indugao.

/1 (1 —t)dt = /1 tP(1 —t)4(1 — t)dt
- /l(ﬂ’(1 — 1)1 — tPTH(1 —t))dt
= /1 (1 —t)9dt — /1 tPHH(1 — t)4dt. (3.15)

Usaremos integracio por partes para calcular fol tPH(1 — t)9dt. Sejam u = P! e
dv = (1 —t)%dt. Logo, du = (p+ 1)tPdt e v = — U0 Agsim,

pE)
' p+1 q _ 4ptl (1 -ty ' ! (p+1) p q+1
/Ot (1-t)%dt = t {—ﬁ]o—/o [—(q+1>t(1—t) dt
- 813/0 (1 — ) dt. (3.16)

Usando (3.15), (3.16) e a hipétese de indugao, obtemos

! lq! 1) [t
/ w1 —pyetigp =TT (p+ )/ (1 — )1t
0 (p+q+1)! (¢g+1) /)

Assim,

(p+1) 1p g+l g, plq!
{“mnut“ O = o
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isto é,
2)] [ lg!
{w} / P(1 — t)quldt _ L
(¢+1) 1Jo (p+q+1)
Portanto,
/1 pa—ptig— 9t o opet  plet DU
0 (p+(g+1)+1) (+q+1)! (@+(g+1)+1)

Estamos prontos para obter as expressoes para P, j(z), Q,x(z) e E,(z).

Proposicao 3.3 Os polinomios P, ;(x), Qrrx(x) € E.r(x) sdo expressos por

Po(x) = (1) Z (k —Zi- r) <27“T— z) -

i=0
an(x) — (_1>r Z (QTT— Z) <k‘ T Z— 1+ Z) xz’
i=0
‘ k—r—1
— k+r ) ;
Erplw) = ; (2r+i—|— 1> ( i )(_x) ’
se x # 0. Além disso, P ;(0) = Q,x(0) = (=1)" - (") e E,1(0) = (2]“:"1).

Demonstracao: Primeiramente, vamos determinar P, ;(0), Q,x(0) e E,;(0). Usando
(3.10), (3.11), (3.12) e o Lema 3.1, temos

Pat) = s [t e
(k) e @)k = —1)!
T (k—r =12 = (2r+k—r—1+1)

(=D)"(k+r)!  (2r) . (2
) om0 ()

rlr! (k+1)! r

Qrr(0) = (kg—_lgrfkl—)l—!g;‘)!!y /0 (1- t)rtk—r—l(l — t)"dt

(1) (k+m)! @)k —r—1)!

(k—r—=DI(rH)? 2r+k—r—1+1)
(=D)"(k+r)!  (2r)! . (2
) T =)

rlr! (k+r r
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B (k+r)! rir!
T k—r=DI? (r+r+1)

Para « # 0, usamos a defini¢do dada em (3.10)

o, 100 e

Seja Ip := fol t"(1 — t)*"=Y(x — t)"dt. Usando o teorema binomial para o termo

Pr,k(x) =

(x —t)", o fato que podemos comutar integral e somatério em uma soma finita e o

Lema 3.1, temos que

I = /0 (L g (; (Z)ﬂ(—t)ri) dt

= Z (Z)xi(—nr—i /0 i1 = gy

Logo _
Pri(z) = (k_(fj;" 2; e _x)i(_l)r_(zr—(lj)i(l;:;!—1)
i (_1)T§<k—<r—f>>"<w> g e )
(=17 ZO C (f: = )z'!)!z'! | ((3 T—_z)l'?r" (-2
_ (_Wg (k;rr) (zrr_ i)(_x)i.

Analogamente, usando (3.11) com o teorema binomial para o termo ((1 —t)+xt)" e
(3.12) com o teorema binomial para o termo (1 — xt)* "1 provaremos as identidades
para Q) x(z) e E,;(x), respectivamente no caso x # 0. Sejam Iy := fol((l —t) +
at) Y1 —t)rdt e I = fo t"(1 — zt)k"1(1 — t)"dt. Assim,
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xl

Logo,

Qr,k(x) -

@r =)k —r—

)

() t>”> F -y

1
0

1+414)!

- X

)il (k+r)!

Também,

J (k—r—1)!

(k—r—DI(r2 & (k—r—i—1)l!

=0

(k—r—1)!

(k+r)!

;. (r+a)lr!
m—r—z—nm'““)(m+i+nr

(r+1d)lr!

(~a)

(r 4 0)!r!

B . (k+1)!
B Z(l{:—r—l'

(P12 (k—r—i— 1l
k+ 1) (r +1)!

=0
r

B Z(2r+i+1)!(k;—7’—i—1)!. rlil

R )

(2r+i+1

(=)’

(2r+i+1)!

)
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Com essa demonstracao, é possivel verificar algumas propriedades dos polinomios
Pr,k(m)a an(x) € Enk(x)-
Corolario 3.1 Os polinomios P, j(x), Qrx(x) e E, () satisfazem
P i(2),Qri(z) € B p(x) € Zlz] € 0P,y = 0@y, =1,0E, )y =k —r — 1.
Demonstracao: Observando a Proposicao 3.2, temos que os coeficientes de P, x(z),

Qrk(z), B, x(x) sao binomiais com sinal (que sdo nimeros inteiros). Além disso, os
termos de maior grau em P, (), Q,x() e E, ;(x) sdo, respectivamente, 7,7 e k—r—1.

[
Uma relagao importante entre esses polinomios é:
Proposicao 3.4 Para todo r natural, temos que
Pri(2)Qri1p(2) = Qi) Prpap(a) = ca® ™,
em que ¢ € uma constante nao nula.
Demonstragao: Usando a identidade (3.6) com r e r 4+ 1, temos
Pop(x) — (1 — 2)fQup() = 2 E, 4 (2) (3.17)
e
Prii(z) — (1 — 2)" Qi () = 2 P E, 1 1 (2). (3.18)

Multiplicando (3.17) por Q,11.(x), (3.18) por @, x(x) e subtraindo as equagoes,
obtemos

Pr,k(x)Qr+1,k(x) - Pr+1,k($)Qr,k(SC) = x2r+1(Qr+1,k(x)Er,k($) - x2Qr,k(x)Er+1,k<x>>~

Pelo Corolario 3.1, o grau do polinomio a esquerda da igualdade acima é menor
do que ou igual a 2r + 1. Suponha que Q11 (2)E,x(x) — 22°Q, k(x) Eri1 1(2) nao seja
constante. Entao o grau do polinomio a direita de da igualdade acima é maior do que
2r + 1. Isso é um absurdo pela igualdade de polinémios. Assim, Q,41x(2)E, kx(x) —
22Q k() Eriq (2) = ¢, em que ¢ é constante.

Vamos mostrar que ¢ # 0. Como ¢ é constante, é suficiente escolher x = 0 na

relacao acima. Logo,

¢ = Qr1(0)E,1(0) — 0°Qu(0) E,11(0) = Qrs1(0) Er e (0)
_ (_1)T+1 2T+2 k—{—?“ '
r+1 r—+1
Na defini¢ao, temos, por hipétese, que k > r+1. Logo k+7r > 2r+1 > r+1, para
r > 0. Além disso, para todo r > 0, temos 2r + 2 > r + 1. Portanto, ¢ # 0.
[
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3.3 Meétodo hipergeométrico

Como visto no inicio da Segao 3.2, a equagao (3.8) e a estimativa (3.9) serao fun-
damentais para estimar o valor de |u|. Queremos encontrar cotas superiores para
|Qrk(x0)] € |Erx(z0)| € usar (3.9) para calcular, em funcao de z, essa estimativa.

Lembre-se que a varidvel k estd em funcao de j (k = 5j), enquanto que r ainda
nao estd. Vamos definir r em funcao de j coerentemente. Como £k —7r —1 > 0,
entao r deve satisfazer r < 55 — 1. Além disso, colocaremos a condigao de r poder
assumir “dois”valores consecutivos para j fixado e isso sera entendido em breve. Con-
sidere r := 45 — 0, em que 6 € {0,1}. Observe que essa escolha é coerente, pois
r=4j5— 4§ <4j <55 —1. As notagbes a seguir serao usadas até o final deste capitulo.

Notagao 3.1 Dados j € N e § € {0,1}, temos

1 N/ —
a:+—7,6:a13,k’:5j,7’:4j—5,

2
= v T4+ 1817
y=p-7 exozng-

Nesse momento, queremos encontrar cotas superiores para |E, ;(xo)| e |Qrx(xo)].
Para isso, provaremos algumas desigualdades que serao tteis para encontra-las.

Lema 3.2 Sejam a,b e c € N. Entao
(a—l—b+c)!< 1 (a+b+c)®te Ja+b+c
alblc! 27 a®bbce abc

Demonstracgao: Usando o Teorema 1.3, obtemos

b
a + b + c a+ +C 1
- 612(a+b+c)
€

(a+b+c) < 27T(a—|—b+c)<

a b C
al > +/2ma (2) 612;+1, bl > +/27b (é) eTHH e ¢l > +\/2mc (E) T
e e e

Assim,
bt a1
(a+b+c)! < 2n(a+b+c) (a+g+c)a ¢ e T2(a+bFo)
alblc! o \/271‘@\/27‘(‘[)\/271‘@ (2)“ (Q)b (E)C @12;+1e12bl+1612cl+1
e (& e
1 Ja+b+c (a+b+c)rtte T T !
g _ . . 612(a+b+c) 12a+1 12b+1 12c¢+1 .
2 abc asbbce
1 1 1 1
Note que 5oy =~ 3a7 — o1 — 1201 < O-
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De fato, considere t, := 12y + 1, para y € {a, b, c}. Observe que

1 1 1 1 —0
12a+b+c) t, t t
1 11 1

- < J— J—
12a+b+c) t, * ty * te
& tatpte < 12(a+ b+ ¢)[taty + tate + tpt.]
e essa desigualdade é equivalente a

—1+24(a+ b+ c) +288(a* + b* + ¢*) + 432(ab + ac + be) +
+1728(a®b + ab® + a*c + ac® + b*c + bc?) + 3456abe > 0,

que claramente é verdadeira.

. ) (a+b+c)! 1 Ja+b+c (a+Db+c)*te
Assim, concluimos que ———— < — . ‘
a‘b'c‘ 2 abe aabbcc

Com essa ultima desigualdade, podemos encontrar uma cota superior para %

Proposigao 3.5 Se d =0, entdo

(k+r)! (95)! 3 (3w)j.

Gi—r— DI~ G — DI ~ 87 \26

Se § =1, entao

(k) (951! 9 (318)1‘

k—r—DIFZ (47 — DI ~ 37 \ 216

Demonstragao: Primeiramente, vamos fazer o caso = 0. Temos

o) . _(0))
(7 = DI(4)? JN(45)1?
Fazendo a = 7,b = ¢ = 45 e usando o Lema 3.2, temos

) e [y
TONENE < 7o G nagys | g
_ L 318j.j9j 3

27T.jj.281.j4j.28j.j4j 45
_J 3 (3 Y
45 27 \216) 9

3 318 J
()
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Agora vamos fazer o caso § = 1, usando esse ultimo fato:

9 -0 (9i-1' 9 (45
45 =112 A7 =112 95 - (45)?
(97)! 167 16 . (9)!

Com isso, pode-se estimar os valores |Q,x(xo)| € |Eyx(z0)]-
Proposigao 3.6 Se 6 =0, entao
Qv (z0)] < 0,31-(256,07) e |E,1(xo)| < 0,12+ (23,1)7.
Se 6 =1, entao
|Qrk(z0)| < 0,373 (256,07)7 e |E,x(xo)| < 0,85-(23,1).
Assim, se § € {0,1}, entdo |Q,x(xo)| < 0,373 (256,07)7 e |E, (o) < 0,85 (23,1).

Demonstracao: Para esta prova, usaremos as defini¢coes dadas em (3.11) e (3.12).
Temos

(k+r)!
(k—r—1)!(r!)?

Orilao)] = \

1

/ (1—t+ zot)" """ 1(1 — t)?"dt‘ .
0

Usando a Notagao 3.1 e definindo f(t) =1 — (1 — x¢)t, obtemos

(95 —9)!
(7 +0 =47 —6)1?

Qo) = ‘

| [ - ot

Pela Proposicao 3.5, conseguimos uma estimativa para o primeiro fator. Falta entao,

uma estimativa para o segundo fator. Usando o fato que ¢t € [0,1] e § = 0, obtemos

/0 f(t)“jtjl(l—t)“dt‘ < /0 FOP1(1 — t)¥ar
= [ -0 - ot o

Escreva zo = a + bi, em que a = 557, b= =1 e i?> = —1. Entao
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IfOP =11 -1 —20)t] = |1 —(1—a)t+bti]> =[1—(1—a)t]*+ (bt)?
= 1-2(1—-a)t+[(1—a)*+b*- 12

Substituindo os valores de a e b mencionados anteriormente, concluimos que

7 M7\ 16377
—2(1—a):—2(1—ﬁ> :_2<T) S

e
7 49  1812-7
2 12\ _ _
(1—2a—|—a ‘f‘b)— (1_2'ﬁ+ﬁ+W) = 1.
Dai,
16377
If))P=1- e t 4 2.

Usando o programa Mathematica®, é possivel determinar o maximo da funcao

(1 — 1857t +12)%¢(1 — t)*, pois t pertence ao conjunto compacto [0, 1]. Esse méximo ¢

menor do que 0,0433154. Também, f01(1 —)"(1 — 1857t + ¢2)%dt = 0,111142. Logo,

1
/ FOYP 11— t)¥dt| < (0,0433154)7~1 - 0,111142 < (0,0433154)7 - 2,566. (3.19)
0

Pela Proposicao 3.5 (para § = 0) e (3.19), temos

3 (38 .
|Qrk(z0)| < §<ﬁ) -(0,0433154)7 - 2, 566

< 0,30628 - (256,07) < 0,31 - (256,07).

Para o caso § = 1, temos

1 1
/ FOY (1 - t)4j_1dt‘ < / FOIY (A — )Y dt
0 0

- /ol[lf(t)l“t(l — ) g g

1
< (0,0433154)1/4 / tY4dt.
0

; 4
< (0,0433154)7 - (0, ()433154)—1/4 =

< (0,0433154)7 - 1, 754. (3.20)

Pela Proposicao 3.5 (para § = 1) e (3.19), obtemos

2 318 J '
|Qrr(z0)] < 3—-<—> -1,754 - (0,0433154)7

T 216
3

< 0,37213-(256,07)7 < 0,373 - (256,07).
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Assim, concluimos que se ¢ € {0, 1}, entdo |Q,.x(wo)| < 0,373 - (256, 07).
A prova para o caso E, () é similar a anterior. Temos que

N i A

Usando a Notagao 3.1 e definindo ¢(t) = 1 — xgt, obtemos

(95 — o)!

Ey k(o) = G+o—1)[4j—20

)!]2/0 t90g(4) IO — )Y 0t

Para ¢ € {0, 1}, temos

1 1
0 0

j+é—1

1
= [ =0 gr) Far
Com a escrita g = a + bi, temos

g = [1— ot =[(1 - at) +bti|”
= (1 —at)* +v*t* =1 — 2at + (a* + b*)t*.

Substituindo os valores de a e b mencionados anteriormente, obtemos

7 7
—26]/:—2-%:—%
72 1812-7 7-(7T+1812) 7.285 7
2 2\ _ _ _
(a +b)_228+ 228 928 To928 T 913"
Logo,
7 7 7
2 2 __

Como ¢(1 —t) < 1, para todo t € R, entdo |g(t)]* < 1e

1 ' ) ) 1 1 4j-0 ]
/ 90ty (1 - t)‘““sdt‘ < / (Z) dt = 47419,
0 0

25677, se 6 =0
4-25677, se § = 1.

Assim,

(3.21)

1
0

Pela Proposicao 3.5 e (3.21), obtemos

3 318 J »
Bute] < o (55 ) (2507

< 0,12-(23,1).
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2 318 J )
|Er (o) < §<ﬁ> -4+ (256)™7

< 0,85-(23,1).

Assim, concluimos que se ¢ € {0, 1}, entao |E, (o) < 0,85 - (23,1).

Defina

o 8 — 0 — i\ (j+06—1+i
gé(j)’_ie{o%?ﬂ« 4j—6>< i >)

Teorema 3.2 Se j > 50 € inteiro e 0 € {0,1}, entao
Gs(7) > (2,943).

Demonstragao: Substituirn =4j—46,r =i, c=5em = j em (2.7) de [4]. Na tabela
da Proposigao 5.1 de [4], hd um caso em que ¢ = 5,d = 4, L1(¢/d) = 1,3098 e mq = 50.
Usando a desigualdade (2.8) de [4], concluimos que Gs(j) > (1,0398)% > (2,943).

Para continuar a demonstracao do Teorema 3.1, suponha, por absurdo, que n >
4000 e m < y/x. Os outros casos serao realizados apés essa parte da demonstragao.
Pela Observacgao 3.1, podemos supor que m > 2.

Como 0 < ¢ < 64, podemos estimar os valores de 7, k e x:

n—2—1/ S 4000 — 2 — 64

65 - 65

k =575 > 305;

J= > 60, 52, isto é, j > 61;

2247 =2"-m>2".2> 210 [og0, x> /2401 — 7 Portanto, z > 22900,

Substituindo k e r, de acordo com a Notagao 3.1, nas expressoes da Proposicao 3.6
e observando que (—1)%7% = (—1)?, concluimos que

Po(a) = (_1)5‘”2‘5 (9]’ y 5) (8j4—j 2_55— @> (o

=0

45—96 . . . .
an(l') _ (_1>6 Z (8]4; 2_(55— Z> (j +6 Z— 1 +Z)wi’

1=0

1=

j+é . . .
B 95— 47 —d+1 ;
Erilr) = ZO (Sj — 2 +i+ 1)( i )(_x) '
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Por defini¢ao, temos que Gs(j) divide todos os coeficientes do polindémio @, x(z),
logo Q. (z) = Gs(j) ' Qri(z) € Z[z]. Multiplicando a equacao (3.6) por Gs(j)~",
obtemos

Gs(7) " Pri(@) — Gs(5) 7 (1 — 2)* Qrs(z) = Gs(j) '™ T B, (). (3.22)

Pelo Corolario 3.1, os termos de graus 0, 1, ..., r aparecem no polindmio P:k(x) =
Gs(j) ' P, (z), mesmo que com algum(ns) coeficiente(s) nulo(s). J& para o polindmio
E(x) := Gs(j)~'a* T E, () aparecem os termos de graus 2r +1,...,k + 7, mesmo
que com algum(ns) coeficiente(s) nulo(s). Como r < 2r+1, para todo r > 0, entao nao
existem termos de mesmo grau nos polinomios P}, (z) e E'} (). Por esse motivo e por
(3.22), concluimos que P} (x) e E5.(x) € Z[z]. Observe que Efy(x) == G5(j) " By (2)
também ¢ um polindmio em Z[z]. De fato, se £, (v) ¢ Z[x], entdo E}}(v) ¢ Z[z],
pois os coeficientes de grau i do polinomio E},(z) sao iguais aos coeficientes de grau
2r + 1+ i do polinoémio £ (z) (z* ' é um monémio).

Observe que os nimeros Py (7o), Q. (7o) e E;(20) ndo estao em 7. No entanto,
multiplicando esses niimeros por alguma poténcia conveniente de 3, obtemos elementos

em )_; (em cada caso, a poténcia de [ serd o grau do polinomio associado). Assim,

o) = 5GP (3) =60 o (3) e (3) va
e A Ay B AT AT € Oy,
em que os a;’s (i =0,1,...,7) sdo os coeficientes de P, () e A, = Gs(j) *a,.
r N\ —1 Y r -\ —1 gl ' b
k|5 | = bl 5) +--+bi|5)+0b
5 Gsti) " Qun () =05t o (3) (3) +n)
= B By Bt 4 By Bof €0,

B Q; k(o)

em que os b;’s (i =0,1,...,7) sdo os coeficientes de Q,.x(x) e B, = Gs(j)"'b,.

BB (1) = BTG() B (%)

k—r—1
() (3

= CroptV" T+ OB+ G € Qg

— ﬁkfrflgé(])fl

em que os ¢;’s (i =0,1,...,k —r —1) sao os coeficientes de E,x(x) e C, = G5(j) ;.
Fazendo 2 =  na equacao (3.22) e multiplicando-a por 8" (esse fator de correcao
serve para que todos os elementos pertengam a 2_7), obtemos

BTG5 () Prk(o) — B Gs(5) N1 — 20)* Qri(o) = BT Gs(5) oy T Bk (o).
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Usando as defini¢des de Py, (7o), Qr 4 (z0) e EJ (o), temos

k k Bk k VZTH
BB Py (o) — B ﬁT@Qik(xo) = B ﬁQTHEﬁ,k(:vo)-
B Py(wo) — BB Qlilzo) = BT (o). (3.23)

Sejam

P = 3"Py(w), Q=PFQk(w0), E=p""""y""E] (o).

Note que P,QQ e £ € Q)_;.
Substituindo esses tltimos valores em (3.23), obtemos

B*P—pB*Q =E. (3.24)

Multiplicando a equacao (3.4) por @, a equacao (3.24) por i e subtraindo as

equacoes, concluimos que

B5(Qu — Pp) = QV~T7— Efi. (3.25)
Proposicao 3.7 Para algum 6 € {0,1}, o nimeror =4j — ¢ € tal que Qu — P # 0.
Demonstragao: Das definicoes de P e @), deduzimos que

Qu—Pi = BGs(j) ' Qrr(zo)p — B7Gs(§) " Prye(wo) it
= BG5(j) N (Qra(zo)pt — Prlao)ft).

Como 7Gs(j)~* # 0, entao devemos mostrar que Q,.x(wo)p— Pri ()i # 0 parar = 4j
our =4j — 1. Seja s = 45. Suponha, por absurdo, que

Qsp(wo)pt — Py (o)t = 0
Qs—1(wo)pt — Poy p(20)t = 0

Multiplicando a primeira equagao por Ps_j(x¢), a segunda equacao por Py (o) e
subtraindo as equagoes, obtemos Q; k(o) Ps—1£(To)pt — Qs—1.£(T0) Ps (o) = 0. Como
w # 0, entao

Qs,k(l‘o)Psq,k(%) - Qsﬂ,k(fCO)Ps,k(on) =0,

o que ¢ um absurdo pela Proposicao 3.4.
[

A partir de agora, considere r = 45 — § para J tal que Qu — P # 0. Para essa

escolha de r, temos que Qu — P = %, com a = b (mod 2) e a, b ndo nulos. Logo

|Qu — Pl = @/% > 1 (esse minimo ocorre quando a =2 e b = 0).
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Aplicando em (3.25) essa tltima desigualdade e, depois, a desigualdade triangular,
obtemos

1B]F -1 < |B*1Qu — Pl = |QV=T — Eu| < |1QIVT + | E||l. (3.26)
Como |a| = vaa = V2 e = a'?, entdo
QIVT = |BI"|Quk(w0)1Gs () VT
< (la*®)¥%. 0,373 (256,07) - (2,943) 7 - /7
< 0,99-2%7.(87,01)7 < (5,84 -10%)

B = (|a®)¥ = (2%%) > (6,074 - 10°)".

Como j > 61 (de fato, basta que 7 > 18), entdo

18" 6,074 - 109\ |
QIVT 5,84 - 10° > (1,04)7 > 2.

Logo, @ > |Q|+v/7. Usando esse fato e (3.26), temos

IBI

BI* < 1QIVT + | Bl < 5=+ |B||ul

e entao |ﬁ\k
- < |Ellpl= B P B (o) el

Assim,
|6|r+1 1

2 Pt B ()]

1| >

Para finalizar, devemos estimar m% e |Ex(20)]. Note que y =3 — 3 = —/-T.
Logo, || = V7. Lembre-se também que 8 = o' e que |a| = V2. Dai,

B (el (V2)(v/2) 0
PP R (VTR
2263 . <\/§)13(1—5)

749 (\/7)1—25 )

Dessa forma, temos que

. 926 J (v/2)13
B+ <7—4) ﬁ,se5—0

[P N
T (2) VE et

Como (‘([ > \/_ 7, temos que

- VT 20 2,64 - 279507
|7|2r+1> ) ﬁ > 4,04 - .
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Também,
. | B k(o)
E (z = |Gs(j 1 E, i (z0)| = —F—=1—
0,85 - (23,1) .
- < 0,85 (7,85).
(2,943)7 ’ (7, 85)
Portanto,

1264279507
2 0,85-(7,85))

Conseguimos finalmente encontrar uma cota inferior para p, mas essa ainda depende

| > 1,5- 3560 (3.27)

de j. Para encontrarmos uma cota que dependa apenas de x, note que
(18]%)0363 = (|| 135910363 = (|[650:363)F < 3560/,

Isso implica que

(81
Logo, por (3.27) e (3.28), temos
| ’1,363 = |y ‘0,363 < 1.5- 35607 - (|6’k>0’363 y ‘0,363
M - : T 35600 Y

> 1,5 (|8l

Usando os calculos que foram feitos para encontrar a relagao (3.4), temos

+V=7| Var+7 2
* . ‘: x2+ >%:0,5x, (3.29)

Bl lul = 18] =

para todo x positivo. Usando (3.29), obtemos

2> L5 (B [u)™ > 1,5+ (0,52)"

> 2, 4. 0303 5 40363
Assim, concluimos que
T2 0,532

Bl = (]t 2%) 58 > (095) 5 >

Como |pu|*> = pjii =2 m, 0 < £ <64 e x> 2209 entio

R
Note que a tltima desigualdade em (3.30) ¢ verdadeira:
032 % 500 532 64000 500 532 64000 500

o .13500(5632 o 264000) >0 1,32 - 264000 > 0e 1:32 > 264000 &> 22000.

A expressao obtida em (3.30) contradiz a hipétese inicial. Portanto, n < 4000 ou

m > \/x.



3.4 Céalculos finais 48

3.4 Calculos finais

Resta mostrar que se n < 4000 e = ¢ {1,3,5,11,181}, entdo m > /x. Vamos
verificar que esse é um procedimento finito. A ideia principal é analisar a equacao
22 +7 = 2" -m médulo 2" para cada n < 4000. Note que dado n e encontrado x, temos

2+
n

que m =

Proposicao 3.8 Sejam a e b tais que a +b = 0 (mod 2"). Entao a € solug¢ao para
224+ 7=0 (mod 2") se, e somente se, b também é solugao para essa congruéncia.

Demonstragao: Temos que a = —b (mod 2"). Assim, a*> = b* (mod 2") e dai,
a’> +7 = b? + 7 (mod 2"). Portanto, a ¢ solugao para 2 +7 = 0 (mod 2") se, e

somente se, b também é solugao para essa congruéncia.
|

Facamos alguns casos de n para encontrarmos um padrao.
Para n = 1, a congruéncia é 22 +7 = 0 (mod 2) cuja tnica solugdao incongruente

2 7
17” = 4. Observe que como 4 é par,

modulo 2 é x = 1 e para este caso, tem-se m =
entdao r = 1 também serd solugao para a congruéncia z>+7 = 0 (mod 2?). Além disso,
como 0 nao ¢ solugao para essa congruéncia, entao também nao sera para nenhuma do
tipo 22 + 7 =0 (mod 2%), em que k é um inteiro positivo.

Para n = 2, a congruéncia é 22 +7 = 0 (mod 2%). Como observado anteriormente,
x =1 é solugao para essa congruéncia e, pela Proposicao 3.8, 3 também é solucao para
essa congruéncia. Pelo passo anterior, sabe-se 0 nao é solucao. Além disso, 2 também

1247
22

= 4. Como esses dois valores sao pares, entao 1 e 3 também serao

nao é solugao para a congruéncia. Para x = 1, tem-se m =

3247
22

solugoes para a congruéncia z° + 7 =0 (mod 23).

= 2 e para x = 3,

tem-se m =

Para n = 3, a congruéncia é r?> +7 = 0 (mod 2%). Do passo anterior, temos que 1
e 3 sao solugoes para essa congruéncia e 0 e 2 nao sao. Pela Proposicao 3.8, 7 e 5 sao
solucoes e 6 nao ¢é solugao. Além disso, 4 também nao é solugao para a congruéncia.
Assim, as tinicas 4 solucoes incongruentes mod 2% sdo 1,3,5 e 7. A tabela a seguir
mostra essas solugoes e os respectivos valores de m e aproximagoes (para cima, com 1

casa decimal) para /.

x| m| =T
111 1

3 2] 138
514 23
7|7 2,7
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Com a mesma ideia usada nos passos anteriores, temos que 3 e 5 serao solugoes para
2247 =0 (mod 2*) (pois os respectivos valores de m sao pares) e 1 e 7 nao serao (pois
os respectivos valores de m sdo fmpares). Note que se x # 1, entdo m > /x. Porém,
isso ainda nao prova o resultado, pois sabemos que ha uma infinidade de valores de x
satisfazendo a congruéncia (basta que x =1,3,5 ou 7 (mod 2%)).

Facamos o tiltimo passo antes de generalizar. Paran = 4, a congruéncia é 224+7 =0
(mod 2%). Do passo anterior, temos que 3 e 5 sdo solugoes para essa congruéncia e
0,1,2,4,6 e 7 nao sao. Pela Proposicao 3.8, 13 e 11 sao solugoes e 16,15,14,12,10e 9
nao sao solucoes e assim, as tnicas 4 solucdes incongruentes mod 2* sao 3,5,11 e 13.
A tabela a seguir mostra essas solucoes e os respectivos valores de m e aproximacoes

(para cima, com 1 casa decimal) para /x.

x| m |~z
1] 1.8
512 2.3
11| 8] 34
13|11 37

Note que se x # 3 ou 5, entdo m > /.

Estamos preparados para generalizar esses fatos.

Proposigao 3.9 A congruéncia x> +7 = 0 (mod 2") tem exatamente 4 solugdes in-
congruentes mod 2", para cada n > 3 inteiro positivo. Considerando x1(n), xe(n),xs(n)

e x4(n) essas solugoes, temos que duas delas (por exemplo, x1(n) e x2(n)) sao tais que

mj(n) = % ¢ impar, para j = 1 ou 2 e as outras duas (por exemplo, x3(n) e
z;j(n)?+7
2Tl

z4(n)) sdao tais que m;(n) = € par, para j =3 ou 4.

Demonstracao: Faremos inducao sobre n. Para o caso base n = 3, as solucoes sao
z1(3) = 1,29(3) = 7,25(3) = 3 e 24(3) = 5.

Vamos dividir a prova em tres etapas. Primeiramente, provaremos que ha 4 solucoes
incongruentes mod 2" para x> +7 = 0 (mod 2"*1). Apds, explicitaremos, em fungao
de z1(n) e xa(n), as solugdes para essa congruéncia. Por fim, provaremos que duas
delas sao tais que m;(n + 1) (para j = 1 ou 2) é impar e as outras duas sdo tais que
m;(n+1) (para j = 3 ou 4) é par. Para simplificar a notac@o, escreveremos x; ao invés
de xj(n) e m; ao invés de m;(n).

A hipétese de inducao é que, dado n > 3 um inteiro positivo, as unicas solugoes
incongruentes mod 2" para x> +7 = 0 (mod 2") sao x1, T2, T3 € x4 tais que my e my sS40
fmpares e mg e my sdo pares. Sem perda de generalidade, suponha que z; € [0,2" — 1].
Vamos mostrar que hé exatamente 4 solucoes incongruentes mod 2"*! para 2> +7 =0
(mod 2"1), explicitando-as.
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Como as tnicas solugoes para r2+7 = 0 (mod 2") sao x1, T2, T3 e x4, entao qualquer
outro nimero inteiro em [0,2" — 1] ndo ¢ solucao para 2 +7 = 0 (mod 2"™!). Pela
Proposicao 3.8, os tinicos nimeros incongruentes mod 2" que podem ser solucao para
a congruéncia x? +7 = 0 (mod 2" sdo xy, w9, T3, T4, 27—z, 27T — 1y, 27T — gy
e 2"t — 4. Como m; e my sao fmpares, entao =% + 7 e 22 + 7 nao sdo divisiveis por
2"l e assim 1, 29, 2" — 21 e 2" — 25 também nao sao solucoes para 2 +7 = 0
(mod 2"*1). Como m3 e my sdo pares, entdao z2 + 7 e x5 + 7 sao divisiveis por 2" e
assim 3, x4, 2" — 23 e 27! — 14 também sdo solugoes para 22 +7 =0 (mod 2"*1).
Portanto, as tinicas 4 solugoes incongruentes mod 2"+ para > +7 = 0 (mod 2"*!) sao
T3, T4, ntl I3 € 2n+1 — X4.

Agora vamos mostrar que
p=a1+2" gy =2 — 2" yg = + 27y =y — 277

sdo 4 solugoes incongruentes mod 2" para 22 +7 = 0 (mod 2"*!), isto é, os conjuntos
{wg, 24, 2" — 23,2" — 24} e {41, Y2, Y3, Y4} sdo iguais. Observe que y;, com j €

{1,2, 3,4}, nao necessariamente esta em [0, 2" — 1].
Y47 = (042" T=2t 42" 222+ 7 (mod 27T

(22 +7)+ 2%z, + 23 = 2" - my +2"(2; +2"2)  (mod 2"
= 2"(my + 2, +2"?) (mod 2"

Como n > 3 e my e x; sao impares, entao (m; + x; +2"72) é par. Portanto, y? +7 =0

(mod 2"™1). Analogamente, prova-se que
Yo +7=2"(m; — 21 +2"?) =0 (mod 2""")
Y3 +7=2"(my+ 22 +2"3 =0 (mod 2"™)

ya+7=2"(my — 22 +2"?) =0 (mod 2"*).

Agora vamos mostrar que dentre essas solugoes, duas sao pares e duas sao impares.
Wi+ =3 +7) | W3+7)—(3+7)

Note que S e TS sao impares, pois usando os calculos acima, obte-
mos
W+ - +7) _ 2"(mi+a +2"7%) = 2"(my — 2y +2"7)
2n+1 - 2n+1
2" - 21
= W = [L‘l
e
W+ —(i+7) _ 2%(met+ay+2"7%) —2"(my — 23 +2"7?)
on+1 o on+1
2m. 2$2

= Tonyr T2
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Sejam
y; +7 L
on+1 - M
para j € {1,2,3,4}. Logo k1 — ko = 1 e k3 — ky = x5 e isso mostra que dentre k; e ks,
um é par e o outro é impar e dentre ks e k4, um é par e o outro é impar. Dessa forma,
construimos as 4 solugoes incongruentes mod 2" para z1(n + 1), xo(n + 1), x3(n + 1)

e xy(n+1).
[

Vamos agora mostrar que o procedimento que iremos realizar é finito.

Proposigao 3.10 Considere zy uma solugdo para > +7 =0 (mod 2"), isto é, eriste

2
+7 o ~
L = my. Semg > Jzo € i = 20+ k- 27, para k inteiro nao

2n
. ~ 22-1—7
negativo, entao my > /2, para my = “5—.

myg inteiro tal que

Demonstracao: Vamos mostrar que cada nimero z, = zo+k-2" satisfaz a propriedade
acima e para isso faremos inducao sobre k. Para o caso base k = 0, a propriedade é

verdadeira.
Suponha que para algum k inteiro com z; = zo (mod 2"), tenhamos my > /zx, em
2
que my = Z’;—” Vamos mostrar que mgy1 > /Zgr1-
G T (42" 4+ T 2y 422 4T
2n 2n 2m
247

— on 4+ 22,4+ 2" =my + 22, + 2" € N

Assim, usando a hipotese de inducao, obtemos

Migr = Mg+ 22+ 2" > /2 + 20> Vo + 220 > Va £ 20 = Va

Usado essa proposigao, basta que verifiquemos a propriedade m > /x para as
solugbes entre 0 e 2" — 1, desde que x ¢ {1,3,5,11,181}. Caso aparega algum desses
valores de x para algum valor de n, entao testamos para o préximo nimero da mesma
classe de equivaléncia. Listaremos os casos em que n € {5,6,7}.

Para n = 5,6 e 7, respectivamente, temos:

x| m|~Jx T | m|~\r r | m | &r
1] 22 ]2 33 1] 1] 33
111 4 3,3 21| 7 4,6 53 | 22 7,3
21| 14| 46 43129 | 6,6 7 | 44 8,7
27123 5,2 23 |44 7.3 117 | 107 | 10,8
37 143 6,1 75| 88| 87 139 | 151 | 11,8
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Observe que paran = 5, uma solucao é r = 5. Assim, acrescentamos na coluna de x
o valor 37, pois 37 = 5+ 2°. Analogamente, para n = 6 e n = 7, obtivemos as solucoes
x = 11 e dai acrescentamos na coluna de x os valores 75 e 139, respectivamente, pois
75 =11+25¢ 139 = 11 + 2.

O procedimento finito é construir essas tabelas paran = 1,...,4000 e verificar que
m > y/x em todos os casos, exceto quando z € {1,3,5,11,181}, possivelmente.

Usando o programa Mathematica®, fazemos esse teste e verificamos essa proprie-

dade. Isso completa a demonstracao do Teorema 3.1.
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