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Resumo

Neste trabalho analisamos o sistema de equagoes diferenciais com duas presas e um
predador do tipo Lotka-Volterra, com e sem colheita. Inicialmente estudamos a esta-
bilidade local e global dos pontos de equilibrio no primeiro modelo. Posteriormente, no
segundo modelo, estudamos o coeficiente de estabilidade das orbitas periddicas, através
da forma normal e estimativas numéricas.

Através do recurso Maple 11, verificamos o comportamento das solugoes e o surgimento
das érbitas perioddicas.
Palavras Chaves: Estabilidade local e global; sistemas Lotka-Volterra; bifurcacao de

Hopf; forma normal.



Abstract

In this work we analyzed the Lotka-Volterra system of differential equations with two
preys and a predator, with and without harvesting. Initially we studied the local and
global stability of the points of equilibrium in the first model. Later, in the second model,
we studied the coefficient of stability of the periodic orbits, by using normal form and
numerical estimatives.

By using Maple 11, we verified the behavior of the solutions and the appearance of the
periodic orbits.
Key words: global and local stability; Lotka-Volterra systems; Hopf bifurcation; normal

form.
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Introducao

Os modelos estudados neste trabalho sao descritos pelos seguintes sistemas de equacoes

diferenciais:

Sistema Lotka-Volterra sem colheita:

dx
d_tl = 5171(51 — X1 — QT2 — 63/)7
dx
d_t2 = IQ(bQ — B — 29 — My)7
dy
i y(—bs + dexy + duxs).

Sistema Lotka-Volterra com colheita:

dN
d_tl — Nl[el — allNl — CZ12N2 — a13N3]>
dN.
d—tQ = N2[62 — CL21N1 — a22N2 - CL23N3],
dN.
d_t?’ = N3[—e€3 4 as1 Ny + assNo| — H.

Sucintamente este trabalho esta estruturado do seguinte modo:

No primeiro capitulo estudamos a estabilidade local dos equilibrios utilizando o teo-
rema de Routh-Hurwitz [12]. Analisamos a estabilidade global através do critério de
Liapunov em torno das solugoes que se encontram no primeiro octante positivo [18]. Uti-
lizamos como aplicagao o sistema presa-predador sem colheita, e variando os parametros,

obtemos geometricamente o comportamento das solugoes.



No capitulo dois, estudamos as drbitas periédicas (na regiao de bifurcacao) e apre-
sentamos um resultado similar ao do teorema de bifurcagdo de Hopf (no Apéndice A)
cuja aplicacao se baseara no sistema presa-predador com colheita. Existem varios sig-
nificados para o nome colheita. Por exemplo: efeito migratério; a retirada de predadores
feita pelo homem; a mortalidade dos predadores e outros. Apresentamos o coeficiente
de estabilidade (obtido em Hassard et al. [7] e Wiggins [19]) via forma normal [1], para
verificar se o ponto de bifurcacao é subcritico ou supercritico. Novamente aqui fazemos
graficos, utilizando o programa Maple 11, dando um enfoque maior as érbitas periddicas

e ao comportamento local das solugoes.

Em 1983, Takeuchi e Adachi [17] executaram uma andlise matemética em um modelo
deterministico com 2 presas e um predador sem nenhuma colheita. Eles estudaram a
coexisténcia das espécies em um tal sistema em estados estacionarios, periddicos assim
como cadticos. Usando o Teorema da bifurcacao de Hopf, o condigoes suficientes para a

existéncia e estabilidade de dérbitas periddicas foram estabelecidas.

Em 1995, Azar [2] et al. executaram a anélise numérica de um modelo de 2-presas e

1-predador proposto em [10], onde o predador é colhido.

Kumar et al. [8], em 2002 admitindo os parametros dados em Azar [2], empregou duas
diferentes estratégias de colheita para o predador: cota de colheita constante e esforgo de
colheita constante. Usando estas duas diferentes estratégias, eles compararam os critérios
de estabilidade do modelo e enfatizaram a vantagem do esforco de colheita constante com

a cota de colheita constante.

Estes autores escolheram os parametros do modelo de tal forma que, na auséncia do
predador, uma espécie de presa conduz a outra presa competidora a extingao. Como
resultado, um sistema competitivo de duas espécies de presas torna-se instavel. A carac-
teristica importante deste modelo ¢é a estabilidade do sistema inteiro com a introdugao do
predador ao sistema de duas espécies de presas. No artigo de Kumar et al. [8], a taxa de
colheita constante é usado como parametro de controle no modelo. Sabemos que quando
uma espécie particular é colhida num modelo de interacao de multiplas espécies, o estado

de equlibrio é drasticamente alterado.

Neste trabalho analisamos a coexisténcia num sistema de dois niveis tréficos (de presa

e predador), com duas espécies de presas e uma espécie predadora. Em um primeiro



caso, consideramos um sistema duas presas - um predador sem colheita. Posteriormente,

consideramos o caso com colheita.

O modelo classico de Lotka-Volterra para multi-espécies tem gerado muitas pesquisas
no estudo das interagoes de populagoes do tipo presa-predador [18]. Uma das linhas de
estudo considera o fato de alguns predadores polifagos deslocarem sua preferéncia para
uma determinada presa, dependendo da freqiiéncia relativa desta. Um predador que
se alimenta de varias espécies de presa nao ataca todos os tipos indiscriminadamente.
Quando um tipo de presa torna-se escasso no meio ambiente, o predador pode parar de

procurar por esta espécie e comegar a cagar uma outra espécie mais abundante [11].

De suma importancia em nosso trabalho sao as bifurcagoes, que se tratam de mudancas
qualitativas na resposta de um sistema dinamico devido as variagoes dos parametros
de controle. Elas ocorrem quando ha uma mudanga qualitativa (perda de estabilidade
estrutural) da topologia do retrato de fase em um determinado ponto, denominado ponto

de bifurcacao.

Em 1942, E. Hopf estabeleceu condicoes para a ocorréncia de um tipo de bifurcacao
num sistema n-dimensional. Entretanto, esse tipo de bifurcacao ja havia sido sugerido por
Poincaré, em 1892, e estudado por Andronov, em 1929, para um sistema bidimensional.
Assim, esse tipo de bifurcacao também é chamada de bifurcacao de Poincaré-Andronov-
Hopf [18].



Capitulo 1

Estabilidade Local e Global no
Sistema de Duas Presas e Um
Predador (Sem Colheita)

Ao longo deste capitulo estudaremos a estabilidade local dos pontos de equilibrio do
sistema com 2 presas e 1 predador através do critério de Routh-Hurwitz e a estabilidade
global utilizando o teorema de Liapunov. Analisaremos as interactes de um sistema
dinamico com duas presas e um predador, verificando as condicoes de coexisténcia entre

as espécies.

1.1 Estabilidade Local

Nesta secao vamos utilizar alguns resultados importantes que se encontram no Apéndice
A, com a finalidade de analisar a estabilidade local e global dos pontos de equilibrio no

sistema de 2 presas e 1 predador:

151 = ﬂfl(bl — 1 — Qg — Ey)
Ty = $2(52 — Bry — 19 — M?J) (1-1)
y = y(—=bs+ dexy + duxs),



Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

onde x1(t), zo(t) e y(t) indicam a densidade da populagao de presas 1, presas 2 e predadores
respectivamente, b; > 0 (i = 1,2,3) sdo as taxas intrinsecas de crescimento ou decresci-
mento, € e p sao coeficientes de decrescimento devido a predacao, d > 0 é a taxa de
crescimento de predadores devido ao aumento de presas, a > 0 e > 0 sao parametros
representando efeitos competitivos entre duas presas.

Um papel muito importante no estudo da geometria do plano de fase é desempenhada

pelas solugoes constantes de (1.1), as quais sdo precisamente os zeros do sistema

1y —x1 —awe —ey) = 0
To(by — Py — a0 —py) = 0 (1.2)
y(—bg + dél’l + d,ul’g) = 0.

Essas solucoes sao chamadas pontos de equilibrio.

Através da solugao do sistema (1.2), obtemos 7 pontos de equilibrio nao-negativos,
isto é;
(1) Equilibrio de trés espécies:
Quando 1, x2 € y sdo ndo-nulos, resolvendo o sistema (1.2), obtemos através da regra de

Cramer (F3) = B, = (27,25, y"), onde

V= F/ Al =1,2), " =5/ |A], (13)

77 = bge — dbrepn — abspu + dby i, (1.4)

Ty = dby€® — dbiepn — bsBe + by, (1.5)
y=bs(af — 1)+ du(by — Bby) + de(by — aba), (1.6)
Al = d(e + p* = (a + B)ep). (1.7)

(71) Equilibrio de duas espécies:
Quando temos 7 nulo e x5,y nao nulos, resolvendo o sistema (1.2) com estas condigoes

obtemos:
(Eos+) = (0, baps, dbaps — bg) /dpu®.

Quando x5 = 0, z1 e y nao nulos teremos:
(Eiop) = (bse, 0,dbie — bs) /de”.
Quando y = 0, x; e x5 nao nulos resulta em:
(E440) = (b1 — aba, by — b1, 0)(1 — aB); aff # 1.

5
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(Sem Colheita)

(7i1) Equilibrio de uma espécie:

Quando z; e y s@o ambos nulos e by — x5 = 0 obtemos o ponto de equilibrio:

(Eo+0) = (0,02,0).

Quando x5 e y = 0 sao ambos nulos e b; — x1 = 0 resulta no ponto de equilibrio:

(E_H)g) = (bl, 07 0)

(iv) Quando x; e x9 sdo ambos nulos (nao existem presas), nao haverd alimento para

o predador, e este serd extinto, isto é, y = 0. Obtemos assim:

(EOOO) = (0, 0, 0)

o qual é um equilibrio instavel.

Pelo critério de Routh-Hurwitz obtemos a condigoes de estabilidade local, conforma tabela

(1.1).

Pontos de Equilibrio

Condigoes de Existéncia Nao-negativa

Condicoes de Estabilidade Local
( ay = o] + 5 > 0

as = (1 — af)xjas+

(Es) = (a5,a3,5") 7> 0,05 > 0,2 > 0 (@2 + 2y > 0
as = xjrsy* | Al > 0
| ma; —ag > 0
Eioy €>bsy/db—1 To <0
Eoi > bs/dby 71 <0
Eio (b1 — aby)(by — Bb1) >0 af <1,y <0
E oo Sempre B > by/by, € < bs/(dby)
FEoto Sempre a > by/ba, p < bs/(dbs)
Eooo Sempre Instéavel

Tabela 1.1: Condigoes de existéncia e estabilidade local para pontos de equilibrio nao-

negativo do sistema (1.1) de duas-presas e um-predador.
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1.2 Estabilidade Global

Enunciaremos alguns teoremas e defini¢oes, que nos darao condigoes de estabilidade

para o sistema (1.1).
Observacao 1.1. Veja Apéndice A para definicio de matriz S, ou matriz S.,.

Teorema 1.1. Se A = (a;;) €Sy, entdo o sistema (1.1) tem um equilibrio estdvel e

nao-negativo para cada b = (b;) € R3.

Descrigao do sistema e notagao: Vamos considerar a equacao diferencial tridimensional

d

J=1

ou na forma vetorial,

d
Ex:X(b—Am), (1.9)

chamada de equacgao de Lotka-Volterra. Denote o ponto de equilibrio por z* = (x7, 25, y*)

do sistema (1.8) com z* satisfazendo

X*(b— Az*) = 0, (1.10)

onde X =diag(z7, 25, y*).
Existem no méximo 22 solugoes da equacao (1.10), pois A é nao singular. Assuma que o

ponto de equilibrio x* satisfaga
b— Ax* =0,

e seja nao-negativo, isto é,
2= A" >0. (1.11)

Deste modo, consideremos a estabilidade de z*. Substituindo (1.11) em (1.9) obtemos

d
pric X(Az" — Az) = =X A(z — 2¥),

isto é,
3

d .
at’)’}i = —Z; Zaij(xj — fL’j). (112)

=1

Observacao 1.2. O proximo teorema € condi¢do suficiente para x* ser estdvel.
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(Sem Colheita)

Reescreveremos o teorema (1.1), sendo que no sistema (1.1) existe um ponto de

equilibrio ndo-negativo dado pela tabela (1.1).

Observagao 1.3. Veja Apéndice A sobre defini¢cao de matriz positiva definida.

Teorema 1.2. Assuma a existéncia de um ponto de equilibrio x* = A~b para o sistema

(1.8) (ou (1.1)). Entao x* € estavel se existe uma matriz W diagonal positiva definida tal
que a matriz (WA + ATW) seja positiva definida.

Demonstracao: Consideremos por simplicidade, que a 2* componente do ponto de

equilibrio x* seja igual a zero e os outros sejam positivos, isto é,

x5 =0,2; >0;1=1,3.

(1.13)

A solugao de (1.12) é positiva se o valor inicial é positivo, dai, é possivel definir uma

transformacao tal que
Yi
Yo
T
o)

Pela transformagao, (1.12) torna-se:

isto é,

ou seja,
T
Ty

P42 =

Por (1.12) resulta:

i=2 = 7

T
T

T3

1,3

In(t) ,i=

(3

T2,

.y
rieVt 1 =1,3

(1.14)
Ya,

* .
xleylyl
Y2
* .
r3€%Ys,

rievy, ,i=1,3

' (1.15)
Ya.

(1.16)
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Assim pela relagao (1.15) obtemos:

(
1#£2 =y = _ZG’J (e —1),
j;ﬁQ (1.17)
=2 =y = _yizaij(yj)-

(i 1 0 0 ;7 0 0 et —1

d

il L 0 o 0 [A] O 1 0 Y2 . (1.18)
Y3 0 0 1 0 0 x3 e¥s —1

Pela transformagao, z* é transformado num ponto de equilibrio, y = 0 de (1.18). Em

seguida, defina uma fungao continuamente diferenciavel V' (y),

(1.19)
z; 0 0 et —y; — 1
= (wl, Wy, U)g) 0 1 0 Y2 y
0 =3 e —ys —1

onde w; é a i-ésima (i = 1,2,3) componente de w, isto é, w = diag(wy, wy, ws3), w; >
0,Vi=1,23.

Além disso, defina um conjunto fechado e limitado

Q= {y/y2 > 0,V(y) < L(y(to))} ,

onde L (y (to)) é um nimero constante positivo que depende da condigao de valor inicial
y(to), e satisfaz L (y (t9)) > V (y (t9)), V é denominada funcao de Liapunov.

Obtemos as seguintes propriedades de V(y):

(1) V(y) > 0 em Q,

(2) V(y) =0, é valido apenas para y = 0 em (2.

A derivada de V(y(ty)) em relacdo a t ao longo da solucao de (1.18) é
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3

%V(y(t)) l11s) = fofwz‘(eyi?/'z‘ — i) + Wala

1#£2

3
= > awjwi(e” — 1)(—Axj(e” — 1)) — yawn Ays

2 (1.20)
= —ZTWAZ
L, T
= —§Z (WA+A"W)Z,
onde
z; 00 e —1 x5 (y — 1)
Z=1 0 1 0 Yo = " . (1.21)
0 0 3 e’ — 1 (e’ — 1)

Por hipétese, o lado direito da tltima igualdade de (1.20) é negativo definido. Pela
equagao (1.18) e a unicidade da solucdo y,(t) = 0 para t > tg se ya(to) = 0. Entao,
y2(t) > 0 para t > tq se yo(to) > 0.

Assim, toda solugao de (1.18) permanece em ). Portanto, todas as solugoes iniciando
em (2 se aproximam da origem y = 0 quando t — 400 pelo teorema da estabilidade
estendida de La Salle [9].

Além disso, a origem é estavel com respeito a {2 visto que toda solucao inicialmente em
() permanece em ().

O conjunto € aproxima o conjunto {y/ys > 0,y; € R, Vi # 2} quando L(y(ty)) — oc.

Este conjunto corresponde a:
R? = {2/x € R®, x5 > 0,2; > 0 para cada i # 2}

por (1.14).
Portanto, o ponto de equilibrio descrito por (1.13) é globalmente estével com respeito a
R? no sentido da definigao (A.5) no Apéndice A.

10
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Com relacao ao ponto de equilibrio nao-negativo z* = A~'b cujas componentes nulas
sao mais que uma ou com relagao ao ponto de equilibrio positivo, pode ser provada

similarmente que x* é estavel.

O proximo resultado nos mostra que as solugoes nao “explodirao”, isto é, que elas sao

limitadas no octante positivo.

Teorema 1.3. Todas as solugoes do sistema (1.1) iniciando em R = {x; > 0, (i = 1,2),y > 0}

sao limitadas.

Demonstracao: Defina a funcao
2
w=>dr;+y. (1.22)
j=1

A derivada temporal de W ao longo da solugao do sistema (1.1) é descrita como

d owdry Owdry, OJwdy
Zw(z(t), y(t St IRt e 4
gy lan = 5o T o T ey

= d(z1+22) 4+

= d(by — x1 — axs — €y) + x2(by — P — 29 — py)

+y(—bs + dexq + dpxs) (1.23)

= d [(bl — xl)xl + (bQ - :L’Q)JIQ - (Oé + ﬁ)l’ll’g] — b3y

by — —
= (@ad| T T by,
—fry by — 2 L2
Para algum A > 0, a seguinte desigualdade vale para (1.22), (1.23), a > 0e > 0:

2

|11y FAw < Z d(N+b; — x;)z; + y(A — b3). (1.24)

i=1

4,
dt

11
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Se A < b3 o lado direito de (1.24) é limitado superiormente V(z1, zs, z) € R%,,.

Assim

pr |11y FAw < P. (1.25)

Resolvendo esta EDO através do método de fator integrante, a expressao acima resulta

em

0 < w(x(t), 2(t)) < = + w(x(0), 2(0))e ), (1.26)

>

onde P é um numero constante positivo.

Por (1.22) e (1.26) todas as componentes da solucao (x(t), z(t)) sao limitadas.

]
O seguinte resultado ajudara a determinar a estabilidade de um ponto de equilibrio.
1 a €
Teorema 1.4. A matriz A = I} 1 u | pertence a S, se e somente se a+3 < 2.
—de —dp 0

Demonstracao: Visto que A € S,,, existe uma matriz diagonal definida positiva
w = diag(w;) tal que B = (WA + ATW) seja positiva definida e todo menor principal de
B seja nao-negativo.
O determinante das matrizes obtidas omitindo a 1* (ou 2?) linha e coluna de B sdo nao-

negativos se e somente se

2w, aw + Pws ewy — dews
B=(WA+A"W)=| Buws+ aw 2wy paws — dpws
—dews + ew;  —dpws + pws 0
2wy pwy — dpws
Ay =
—dlLng + pwsq 0

detAyy = —(pwy — dpawg)? = —p?(wy — dws)* > 0,

12
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se e somente se

2 —d
Agy = o e A (1.28)
—dews + ew 0

detAgy = —(ew; — dews)? = —*(w, — dws)* > 0,

se e somente se
w1 = dw3
isto é:
w1 = Wy = dwg.

Note que, o determinante da matriz obtida por B, omitindo a 3* linha e coluna é:

Ay — ( 2w, aw + Pws )

Bws + cwy 2wy,

det Asz = dwiwy — (awy + Puwn)? = (4 — (a + B)*)w? >0,

se e somente se

(a+8)* <4,
se e somente se
(a4 ) <2
Reciprocamente escolhemos
d 0 0
w>0hw=]04d 0 |;d>0.
0 01

E evidente que
w = diag(d;d;1);d > 0

¢ definida positiva. Logo

13
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Analogamente, obteremos um critério de estabilidade através da fucao de Liapunov para

os seguintes pontos de equilibrio:

(i) Efro;
(ii) Eio4;
(ii) Eoss;
(iv) Eyoo;

(v) Eoyo-

(i) Seja V (1, x2,y) uma fungao definida positiva sobre E, o dada por

% * T * * L2
V(xl,i@yy) = w1 <I1 —z] — z7log (F)) + wo (wz — Ty — Tylog <E>> + wsy,
1 2

onde w; > 0 (i = 1,2, 3). Entao a derivada em relagao ao tempo de V' ao longo das solugoes

do sistema (1.1) é

V(i (t), z2(t), y(t) = Vi iy + Vy,do+Vyy

*

1+ wo Tg + w3y

1

T — 2]
2

(1.29)

= wilr; — 23](by — 21 — axe — €y) + walxe — x| (by — By — 9 — 1Y)

+U}3(—b3 + dﬁl’l + d,uzr;g)y

14



Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

Da tultima igualdade obtemos

wilry — 2i](by — a1 —awy —ey) = wifry —2j][by — (71 — 27 +27)
—a(ry — a3 +x3) —e(y —y" +y")]
= wifor —2j)[(by — 2] —axj —ey’) — (w1 —27)  (1.30)
—afry —x5) —e(y —y")]
= [—(z1 —21)? — a(rr — 27)(22 — 23) — e(21 — 27)y).

De modo analogo temos

walws — 23] (by — By — w2 — py) = wa[-Pla1 — x7)(x2 — 73)
(1.31)
—(22 — 23)” — plw2 — 73)y);
w3(—bs + dexy + duxs)y = ws[—bs + de(xy — x5 + 27)
+dp(ry — 25+ 23)y
(1.32)

= wslde(x) — x7) + du(ry — 235)]y

= wad[e(zy — 27) + (w2 — 23)]y.

Substituindo as expressoes (1.30), (1.31) e (1.32) em V(z1, x3,%) teremos:
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador

(Sem Colheita)

V(Ih T2, ?J)

Fazendo wy; =

V(-Tl,.iljg,y)

wi[=(z1 = 2])* — alz) — 2])rs — e(z1 — 2])(y — ¥+
tway[=f(xr — 27) — 22 — p(y~y")]
twsdle(ry — 27) + plez — 73)]y
—Vwi(en = 27)? = Vwi (e — a3)?
+wr — 27) (22 — @3)[—awr — Bws] + (21 — 27)y(—ew: + dews)
+ (w2 — a5)y[—pw2 + dpws]
(1.33)
—{[vwi(z: = 27) + wa(wz — 23)]* = 2y/wiwy () — 27) (22 — 23)
+Hawy + fws)(xy — a7) (w2 — 25)} + (21 — 2])y(—ewy + dews)
+ (w2 — 25)y(—pws + dpws)
—[vwi(zy = 27) + s (w2 — 23)]* + 2/wiwa(wr — wx1) (22 — 23)

—(cwy 4 Pws)(xq — x7) (29 — x3) + (21 — 23)y(—ew; + dews)

+ (w2 — 23)y(—pw2 + dpws).

dws e wy = dws obtemos w; = wy. Assim

—[vwi(z1 — 1) + wa(z2 — 23)* + [2 = (a + B)|wi (21 — 27)(z2 — 23)
—[vwi(z1 — 27) + wa(z2 — 23)]* — [( + B) — 2Jwi (21 — 27)(z2 — 23)

—wi[(z1 — 27)* + (@ + ) (21 — 2]) (w2 — 23)] — wi(wy — 23)*.

Completando os quadrados obtemos
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

. N PN R G PR 2
= —wl{ [($1 —a7) + 5 (z2 — 372)] - T(@ —3) } — (@ — xQ)(1.34)

2

(xo —x3)| +wi(zy — xd)

(o +f)
2

= —w [(ml —xy) +

Logo V < 0 se e somente se a + 3 < 2.

(ii) Seja V(z1,x2,y) uma fungao definida positiva sobre E, o4 dada por

xXr
V(@1 22, y) = wn (iﬂl — 7 — a7 log (x—1>> + Wy + w3 (y —y* —y*log (5))
1

onde w; > 0 (i = 1,2, 3). Entao a derivada em relagao ao tempo de V" ao longo das solugoes

do sistema (1.1) é dado por:

V(xl(t)axQ(t)vy(t) = ‘/xlvfl +‘/;:2$2+%y

T — T]
—_= wl

€

*

y—y

Ty + way+ y

(1.35)

= wiz — 27](by — 1 — axy — ey) + waxs(by — Py — T2 — p1y)

+wsly — y*|(—=bs + dexy + dpuxs).

Analisando cada membro da tultima igualdade obtemos

wilry — 2] (by — 11 — awy —ey) = wi[—(x1 — 2])? — alz; — 27) (v — 13)

—e(z1 —23)(y — v*)] (1.36)

= wi[—(r1 — 2})* — a1 — 2])ze — e(v1 — 27)(y — ¥*));
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

waxo(by — Py — X9 — py) = waomalby — f(x1 — 2 + x7)
—(zg — x5+ 23) — u(y — y* + v (1.37)
= w2$2[—5($1 - ZUT) — T2 — #(y - y*)}

Analogamente

w3(—bs + de(xy — 1) + duxs)(y — y*) = ws[—bs + de(xy — } + 27)

+dp(zy — 5+ 23)][ly — ¥
(1.38)
= wsly — y*)[de(zy — x7) + dp(zy — 23)]

= wsde(y — y")(z1 — @) + dp(z2)(y — y")]-

Substituindo as expresses (1.36), (1.37) e (1.38) em V(z1, 2, y) teremos:
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

V(zn,aa,y) = wil=(21 = 2])* — aler — a7)zs — e(rr — 27)(y — y")]+

Ftwamy[—=F(wr — 27) — w2 — p(y — y*)]
+wsdle(ry — 27)(y — y*) + paa(y — y*)]

= —{[Vwiler = 27) + Vs — 2y/wiws(y — 27)w
+aw + Bws)(x1 — 27)w2} + (21 — 27)(y — y*)(—ewy + dews) (1.39)
+a2(y — y*) (—pw2 + dpws)

= —[JVwi(z1 — x7) + Jwars)? + 2\ /wiws(x1 — T%1)T2
—(awy + fwy) (21 — 27)22 + (21 — 27)(y — y*)(—€ws + dews)

+w2(y — y*) (—pws + dpws).

Fazendo w; = dws e ws = dws obtemos w; = wy. Assim

Vi, za,y) = —[Vwl(e: — ) + yws(rs — 23)* + [2 = (a + B)|wi (21 — 27) (22 — 23)
= —[Vwl(z; — 2}) + Jwara)? — [(a + B) — 2Jwi (21 — 2§22 (1.40)

= —wi[(r; —27)? — (a+ B)(x1 — 27)x2] — wyas?.

Completando os quadrados obtemos
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

= —w [(xl —a3) — 52

Logo V < 0 se e somente se a + 3 < 2.
Analogamente obtemos a estabilidade para os itens restantes, desde que a+ [ < 2. ocorra.
Através do teorema (1.4) e das demonstragoes de estabilidade (acima), obtemos o seguinte

resultado:

Teorema 1.5. Suponha que o + (5 < 2.
(i) Se (E3) existe, entdo (E3) € estdvel.
(ii) Se (E3) ndo existe, entdo um dos (Eoi+), (F1ot), (E110), (Evo00) € (Foyo) € estdvel.

1.3 Analise Grafica do Sistema Presa-Predador Sem

Colheita

Utilizando os resultados obtidos sobre estabilidade local e global do sistema (1.1),
verificaremos alguns resultados gréaficos em R? e R3, onde mostram as interacoes da
populacao de presas e predadores ao longo do tempo. Estes resultados sao obtidos através
do programa Maple, com atribui¢oes particulares aos parametros. Veja Apéndice B para

maiores detalhes da programacao.

Observacao 1.4. Ressaltamos alguns problemas ao utilizar o recurso Maple. Ao plotar
alguns graficos, percebemos que a populacao de presas ou predadores se torna zero e depois

volta a crescer. Este problema decorre da escala do Maple.

No primeiro caso, atribuiremos valores aos parametros onde as condigcoes de estabili-

dade (que estao listados na tabela (1.1)) sao satisfeitas.
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

e Consideremos o sistema com trés espécies em equilibrio, onde o ponto de estabilidade

satisfaz o critério de Routh-Hurwitz (veja tabela (1.1)):

:p'l = $1(1—$1—$2—5y)
y = y(—1+ 2.5z +0.5x9)

Observacao 1.5. Notemos que o+ (3 > 2 neste primeiro sistema.

Através de calculos (Apéndice B) obtemos os seguintes valores:

E. . =(0.2962962963,0.5185185185, 0.03703703704)
a; = 0.8148148148
ay = 0.06995884768
as = 0.0384087915

ayay — az = 0.01859472637,

onde os auto-valores:
A1 = —0, 7878946851, Ay = —0, 01346006481 + 0, 22038023361

e A3 = —0,01346006481 — 0, 22038023367,

implicam que F, ., é um foco atrator. Vejamos o comportamento destas solugoes

ao longo do sistema (1.42).
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas e Um Predador
(Sem Colheita)

presal vs.fime

0,6

0.5

0.4

0,2 5

0,1

T T T T
i ] 200 300 400 00
t

Figura 1.1: Populacao da presa 1 (z1). Paraa =1, 3=15,d=05 u=1,b;=1(i =
1,2,3) e € = 5 no sistema (1.1).

presal vstime
0,7 1
0.6

0,5+

02 g, ]

0,3

0,2

0,1

Figura 1.2: Populacao da presa 2 (z3). Paraa =1, 5=15d=05 u=1,b;=1(i =
1,2,3) e € = 5 no sistema (1.1).
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

Fredador vs.fime
0,7

06
0.5
0.4
03+
0.2

@JLMA&

T T T T
0 100 200 300 400 00
t

Figura 1.3: Populagao do predador (y). Paraa=1,8=15,d=05 u=1,b=1(i =
1,2,3) e € = 5 no sistema (1.1).

presas & Predador vs.fime

07

06

0.5

0444
0,344

ozt

o1 4 -
;

T T T T 1
1] 100 200 300 400 500

Figura 1.4: Interagoes entre populagoes da presa 1 (x; — verde), presa 2 (xy — vermelho)
e predador (y — preto) com respeito ao tempo. Tomamos no sistema (1.1) o = 1, § =
15,d=05pu=1,0=1(i=1,23)ce=5.
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

Figura 1.5: Comportamento das solugoes em R? ao longo do sistema (1.42)

Agora tomamos valores para « e 3, tal que a condicao o + 3 < 2 ocorra. Podemos
ver que neste caso, as solucoes oscilam menos, isto é, o comportamento das solugoes

sao estaveis, com esta pequena mudanca.

#y = x1(1 — 21 — 0.9z — 5y)
gy = y(—1+425x;+0.519)

Novamente, através de célculos (Apéndice B) obtemos os seguintes valores:

E. ., =(0.2507462687,0.7462686567,0.01552238806)
a; = 0.9970149254
as; = 0.08157718871
az = 0.02432613064
aras — az = 0.05700754418

Onde os auto-valores:
A1 = —0,9376831737, Ay = —0.02966587558 + 0.15831215861¢

e A3 = —0.02966587558 — 0.1583121586¢

implicam que F, ., é um foco atrator. Vejamos o comportamento destas solugoes

ao longo do sistema (1.43).
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas e Um Predador
(Sem Colheita)

presal vs.fime

0,30

0,23 5

0,26

Vo
0,24

0,22

0,20

0,1%

T T T T
1] 1m0 200 300 400 00
t

Figura 1.6: Populacao da presa 1 (z7). Para a = 0.9, 8 =0.95,d = 0.5, u = 1, b; =
1(i=1,2,3) e e =5 no sistema (1.1).

0321“
0,20 -

2[2] 0,76 4

presal vstime

0,74

0,72

0,70 “

Figura 1.7: Populacao da presa 2 (z3). Para a = 0.9, 8 =0.95,d = 0.5, u = 1, b; =
1(i=1,2,3) e e =5 no sistema (1.1).
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador

(Sem Colheita)

0,05 J
0,04
y 0
0,02 4

0,01 A

Fredador vs.fime

T T T
1] 100 200 300 400 00
t

Figura 1.8: Populagao do predador (y). Para a = 0.9, 8 = 0.95,d = 0.5, u = 1, b; =
1(i=1,2,3) e e =5 no sistema (1.1).

02 1

0,7
0.6
0.5+

0,4

presas & Predador vs.fime

\~

03 1

0,14

02 H—

A

Figura 1.9: Interacoes entre

e predador (y — preto) com

T T T T 1
1] 100 200 300 400 500

populacoes da presa 1 (x; — verde), presa 2 (xy — vermelho)

respeito ao tempo. Tomamos no sistema (1.1) a = 0.9, § =

095, d=05, pu=1b=1(=123)ee=5.

26



Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

Figura 1.10: Comportamento das solucoes em R? ao longo do sistema (1.43)

e Sistema com apenas duas espécies:
Consideremos primeiramente o sistema com apenas a presa 1 e o predador sobre-

vivendo. Vamos verificar o comportamento das solugoes quando a + 3 < 2.

Qfl = $1(15 — T — 43/),
Zy =0, (1.44)
y = y(—1.2 + 2x1).

Com estes parametros obtemos os seguintes valores que satisfazem a tabela (1.1):

E.os = (0.5,0,0.25)
7y = —0.16
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

presal vs.fime
0.8

0,7 4

0,6

0.4

0,3+

T T T T
i ] 200 300 400 00
t

Figura 1.11: Populagdo da presa 1 (z7). Para o = 0.95, 3 =0.90,d = 0.5, p = 1, by =

1.5, by = 0.5, by = 1 e € = 4 no sistema (1.1).

presal vstime

w2 05

10 200 300 400 00

-0,5 4

Figura 1.12: Populagao da presa 2 (z3). Para a = 0.95, 5 =090, d = 0.5, p =1, by =
1.5, by = 0.5, b3 = 1 e € = 4 no sistema (1.1).
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

Fredador vs.fime

0,5

0.4

0z

0,2

1 T T T T
0 100 200 300 400 500
t

Figura 1.13: Populagao do predador (y). Para a = 0.95, 5 =0.90,d =05, u =1, by =
1.5, by = 0.5, by = 1 e € = 4 no sistema (1.1).

presas & Predador vs.fime
0,8
074
0.6 4+
054 5_ p—
0.4 —
0.3
0.2 —}

01 4

Figura 1.14: Interagoes entre populacoes da presa 1 (z; —verde), presa 2 (x5 — vermelho)
e predador (y — preto) com respeito ao tempo. Tomamos no sistema (1.1) a = 0.95, 8 =
0.90, d =05 p=1,b =15 by =05, bs=1e¢e=4

Considerando ainda o ponto de equilibrio Eo,, quando o + 3 > 2 no sistema de

29



Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas e Um Predador
(Sem Colheita)

uma presa e um predador.

1:1 = 1’1(1—%1—3y),
y = y(—1.24 1.5xy).

Com estes parametros obtemos os seguintes valores que satisfazem a tabela (1.1):

E.o4 = (0.7999999999, 0, 0.0666666666)

To = —0.75

presal vs.fime
0,2000000
0,799000% -
0,7990995 —

(1]
0,7290004 —

07000007 —

0,79299950

T T T T
0 1m0 200 300 400 00
t

Figura 1.15: Populagdo da presa 1 (z1). Paraa =12, =1,d=0.5, u=1,b; =1, by =
0.7, b3 = 1.2 e € = 3 no sistema (1.1).
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

presal vsiime

W2 054

100 200 300 400 500

-0,5 -

-10-

Figura 1.16: Populagao da presa 2 (x3). Paraa =12, =1, d=05, p=1,b; =1, by =
0.7, b3 = 1.2 e € = 3 no sistema (1.1).

Predador vs.fime

006666650

0666675

006666670
¥

00666665
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Figura 1.17: Populacao do predador (y). Para a = 1.2, 6 =1,d = 05, u = 1,b; =
1, by = 0.7, b3 = 1.2 e € = 3 no sistema (1.1).
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

presas & Fredador vs.fime
0.8 - - -

07
0,6
0,5
04 -
03 -
0z -

0.1+

Figura 1.18: Interagoes entre populacoes da presa 1 (z; —verde), presa 2 (x5 — vermelho)
e predador (y — preto) com respeito ao tempo. Tomamos no sistema (1.1) a« = 1.2, 8 =
Ld=05pu=1b=1,by=07 by=12¢ce=3.

Para o ponto F, o, com a + 3 < 2 no sistema de duas presas.

.1;1 = 371(096 — T — 095.%2),
],:2 = I‘Q(]. - 0951’1 - .732), (146)
g =0.

Com estes parametros obtemos os seguintes valores que satisfazem a tabela (1.1):

E. 4o = (0.1025641026, 0.9025641029, 0)

y = —0.05310
a+ 3 =190
aff = 0.9025
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

presal vs.fime
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t

Figura 1.19: Populagdo da presa 1 (z7). Para o = 0.95, 3 =095, d = 0.3, p =1, by =
0.96by =1, b3 = 1 e € = 6 no sistema (1.1).

presal vsfime

0,90 4
0,22
0,364 —
0,24 —

#[2] 0,82
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t

Figura 1.20: Populagao da presa 2 (z3). Para o = 0.95, 3 =095, d = 0.3, p =1, by =
0.96by = 1, b3 =1 e € = 6 no sistema (1.1).
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

Fredador vs.fime

v 054

100 200 300 400 500

-0,5

-10-

Figura 1.21: Populagao do predador (y). Para a = 0.95, =095, d =03, u =1, b =
0.96by =1, b3 = 1 e € = 6 no sistema (1.1).

presas & Fredador vs.fime
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Figura 1.22: Interagoes entre populacoes da presa 1 (z; —verde), presa 2 (x5 — vermelho)
e predador (y — preto) com respeito ao tempo. Tomamos no sistema (1.1) o = 0.95, 5 =
095,d203,[1,:1, b12096b2:1, 63:166:6

Observacao 1.6. O ponto de equilibrio Fy, tem andlise similar, no qual nao o

faremos aqui.

e Sistema com uma espécie: Quando apenas a presa 1 ou a presa 2 sobrevive.
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

Para o ponto de equilibrio £,y com o seguinte sistema:

fl = 1'1(3 — .Tl),
2y =0, (1.47)
0.

Com os parametros acima, obtemos os seguintes valores que satisfazem a tabela

(1.1):

E-H)O - (37 07 0)
b
8 — b—2 — 0.166666667
1
bs 0.166666667
ab,

presal vsfime
300015

3,00010 —
3,00005 -
¥{1] 3,00000 —
2,99995

2.99990

299985 | . : T T
0 100 200 300 400 00
t

Figura 1.23: Populagao da presa 1 (z7). Paraa=1,3=0.5,d =04, u=1, b =3by =

1, b3 =5 e € = 4 no sistema (1.1).
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

presal vsiime

W2 054

100 200 300 400 500

-0,5 -

Figura 1.24: Populagao da presa 2 (z3). Paraa =1, 3=0.5,d =04, u=1, by =3by =

1, b3 =5 e € = 4 no sistema (1.1).

Predador vs.fime

y 054
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-0,5 4

Figura 1.25: Populacao do predador (y). Paraa =1, 6=0.5,d =04, u=1, by =3by =

1, b3 =5 e e = 4 no sistema (1.1).
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas ¢ Um Predador
(Sem Colheita)

presas & Fredador vs.fime

Figura 1.26: Interagoes entre populacoes da presa 1 (z; —verde), presa 2 (x5 — vermelho)
e predador (y — preto) com respeito ao tempo. Tomamos no sistema (1.1) o = 1, § =
05, d=04, u=1,b,=3by=1,bs =5 ce=4.

Observacao 1.7. O ponto de equilibrio E.oy tem andlise similar.

Mais alguns casos:

Caso onde os paramétros nao satisfazem a tabela (1.1), temos o seguinte sistema:

.Qfl = IIJl(l—JIl—I'Q—Sy),
1:2 = ZL’Q(]_ - ]_5ZL'1 — Ty — y), (148)
y = y(—1+ 4z +0.52,),

Onde ajay — a3 = —0.02870781896.

O comportamento das solugoes sao dados pelos seguintes graficos:
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Capitulo 1. Estabilidade Local e Global no Sistema de Duas Presas e Um Predador
(Sem Colheita)

presal vs.fime
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Figura 1.27: Populagao da presa 1-x;. Paraa =1, 3=15d =05 p=1,b;=1(i =
1,2,3) e € = 8 no sistema (1.1).
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Figura 1.28: Populagao da presa 2-x5. Paraa =1, =15d=05,p=1,b;=1(i =
1,2,3) e € = 8 no sistema (1.1).
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Fredador vs.fime
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Figura 1.29: Populacao do predador-y. Paraa =1, 3 =15, d=05 u=1,b;=1(i =
1,2,3) e € = 8 no sistema (1.1).
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Figura 1.30: Interagoes entre populacoes da presa 1 (z; —verde), presa 2 (x5 — vermelho)
e predador (y — preto) com respeito ao tempo. Tomamos no sistema (1.1) « = 1, 8 =
15,d=05pu=1b=1(=1,23)ce=8.
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Outro caso onde os paramétros nao satisfazem a tabela (1.1), temos o seguinte sistema:

.’L:l = $1(].-.’E1 —$2—6y)
Jfg = 932(1 — 15931 — Ty — y) (149)
y = y(—14 3z 4 0.5x9),

onde ajay — az = —0.0357365252 e ay = —0.0234569013.

O comportamento das solugoes sao dados pelos seguintes gréficos:

presal vs.fime

|

0,40

035 1 || ||

0,30

n

1]

0,25

0,20

0,15 -'U

Figura 1.31: Populagdo da presa 1-x;. Paraa=1,=15d=05p=1,b=1(i =
1,2,3) e € = 6 no sistema (1.1).
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Figura 1.32: Populagao da presa 2-z5. Paraa =1,=15,d=05 u=1,b=1(i =
1,2,3) e € = 6 no sistema (1.1).
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Figura 1.33: Populagao do predador-y. Paraa=1,3=15d=05pu=1,b,=1(i =
1,2,3) e € = 6 no sistema (1.1).
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presas & Fredador vs.fime

Figura 1.34: Interagoes entre populagoes da presa 1 (z; —verde), presa 2 (zo — vermelho)

e predador (y — preto) com respeito ao tempo. Tomamos no sistema (1.1) « = 1, 8 =
15,d=05pu=1b=1(=123)ece=6

Observacao 1.8. Cabe aqui fazermos uma pequena observagao quanto ao comportamento
instavel desses dois ultimos casos. Para tal €, parece surgir uma orbita periodica do tipo
Hopf, jd que para e =5 o sitema torna-se estavel. Esta mudanca repentina de estabilidade
para instabilidade, através da troca do parametro €, gera uma orbita periddica, teoria na

qual estudaremos no capitulo 2.
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Capitulo 2

Existéncia e Estabilidade de Orbitas

Periddicas (com Colheita)

Veremos neste capitulo a interacao de um predador e duas-presas com “colheita”. Esta
taxa de colheita serd usada como um parametro de controle. Para que nao haja extingao
das espécies, estaremos estudando a influéncia deste parametro, sobre a existéncia de
érbitas periédicas e os artigos ([8], [2]) que tratam da estabilidade dessas 6rbitas. Para

tal estudo, usaremos o teorema da bifurcacao de Hopf.

2.1 Existéncia de Orbitas Periédicas

Iniciaremos este capitulo, trazendo um resultado similar ao do Teorema de Bifurcacao
de Hopf, cujo resultado garante a existéncia de dérbitas peridédicas. Para demonstrar tal
resultado, iremos utilizar o sistema presa-predador (1.1).

Admitindo as mesmas condigoes de x7, x5 e y dadas no capitulo 1, consideremos o seguinte

grafico e resultado:
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Figura 2.1: Regiao paramétrica de bifurcacao

Teorema 2.1. (i) Na regiao paramétrica (A) [ou(B)] existe pelo menos um valor paramétrico

da bifurcagao de Hopf €* (ou pu*) para cada € (ou p) fizado se

d d
E(GIQQ — a3) |e=e+# 0 (ou @(alag —a3) |y=p# 0), (2.1)
onde
a = x4+ a3,
ay = (1—ap)riz; +d(p’cs + Exy)y’, (2.2)
ag = wiwsy” Al

e|A| = d[e® + 1 — (a+ B)].

(i1) Em (C) nao existe solugdo periddica do tipo Hopf.

44
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Demonstragao: (i) Na regido paramétrica (A) da figura 3(b)
[ Al >0 e (a7, 25,y7) >0, (2.3)
o qual resulta em
a > 0eas > 0. (2.4)

Na fronteira indicada pelo 25 = 0 de (A),
a; > 0,a9 > 0eaz =0, (2.5)

o qual implica que

aias —az >0 (26)

Similarmente, na fronteira indicada por y = 0 de (A),
CL1>O,CL2<0€CL3:0 (27)

se aff > 1.
Dai, 2.7 implica que

aijay — ag < 0. (28)
Assuma a unicidade de f(e, ). A funcao f(e, n) = aq(e, p)as(e, u) — as(e, ) é continua.

Portanto existe pelo menos uma solugao €* para cada p fixado em (A) tal que pelo torema

do valor intermedidrio, obtemos
f(€ 1) =0

de (2.6) e (2.8).
O valor minimo de um tal € é denotado por €*. De (a; > 0 e a3 > 0) e f(e*, u) = 0 implica
que

ai(e*) > 0,i =1,2,3. (2.9)
Portanto ajas — az > 0 e a;(¢*) > 0,7 = 1,2, 3 implicam nas condigoes (i), (iv) e (v) pois
(i) ayaz —az > 0 e a;(e*) > 0, entao A ¢ estavel, pelo critério de R. Hurwitz, assim todos

os autovalores tem parte real negativa, ou seja,

I'(dze(a(p))) C {z € C/Re(z) < 0} para e < €".
(iv) Temos A(e*) # 0.

(v) Os demais elementos de I'(dz.(a(e))) permanece no semi-plano esquerdo limitado pelo
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eixo imagindrio para € = €*.
Além disso
f(€", u) = 0 acarreta em aq(€*, p)ag (e, u) — as(e*, pu) =0,
isto é,
19 — A3 = 0

o que implica —S15; + S5 = 0 se e somente se (A\* + S3)(A — S;) = 0, onde
)\1?2 = :tz\/@e )\3 = Sl = —a; < 0,

resultando em (ii) do teorema de bifurcagao de Hopf (A.4), onde p e p das condigoes sdo
substituidas por € e €* neste teorema.

A condicao (iii) do teorema de bifurcagao de Hopf, é a equagao (2.1) no teorema (2.1),
onde A(e*) é tal que

(a1a2 - CL3) |e=e*: 07

ou seja,

A4+ N2 + as\ + a3 = 0.
Entao
al\? + ah\ + aj

N =—
3)\2 —f- 2@1)\ + CLQ,

(2.10)

d
onde N = d—/\(e).

€
Dai através da equacio caracteristica A3 + a;A\? + ag\ + a3 = 0, obtemos as seguintes
relagoes:

53 = —a3 = M A3 < 0,

onde

A1 = 1w, A = —iw para algum w > 0 e A\3 < 0.

Segue que A\j + Ao+ A3 = —a; € Midad3 = —a; = w?hs.

Portanto
)\3 = —a; € —as = U)2(—CL1)
. . 2 as . , as
implica que w* = —=, isto é, w = , [ —.
ai 451

Substituindo A = 4w em (2.10) obtemos:
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~ —ay(—w?) + ay(iw) + aj

\Noo=
—3w? + 2aqiw + asy
_ (w?a) — a})(ay — 3w?) —i(ayw)(ay — 3w?) — i(w?a) — ay)(2a,w) — (a’Qw)(Qafbwl)l)
(a2 + 3w?)? + (2aqw)? v
Assim ), / ) ,
iRe()\) e (w?ad] — a}y)(ay — 3w?) — (a4w)(2aw) e
de - (a2 + 3w?)? + (20 w)? o
Note que ay = w?. Substituindo na expressao acima obtemos:
d —2ay(abay + alay — af)
—Re(\) = e—erF# 0.
de e(}) 16a3 + 4a%ay =7

Portanto existe uma orbita pelo teorema da bifurcagdo de Hopf (A.4).

Na regiao paramétrica (B) a demonstracao pode ser dada similarmente.

(ii) Na regidao paramétrica (C),
|A| < 0e (z7,23,y*) > 0, o qual resulta em a3 < 0.

Se a matriz tem autovalores imaginarios puros, entao
(a3 < 0)

implica que o outro autovalor real é positivo. Portanto nao existe érbita fechada do tipo
Hopf.

Assim o teorema (2.1) estd provado.

2.2 Equacoes Basicas do Modelo e Estados Estacionarios

As equacoes dinamicas dadas pela interacao de trés espécies com taxa de “colheita”

constante sao dadas por:

dNy

7 = N1[€1 — a1 Ny — aiaNy — a13N3]7 (2-12)
dN.
d_t2 = N2[€2 — a1 N7 — agaNy — CL23N3]7 (2-13)
dN.

d—; = N3[-€3 + a31N1 + CL32N2] - H, (214)
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onde Ny, N, denotam as populacoes das comunidades de duas-presas, N3 denota a
populagao de predador e ¢; (i = 1,2,3) sdo taxas intrinsecas de crescimento e decai-
mento das trés espécies (sufixos 1 e 2 sdo para as presas e 3 para o predador). Aqui
a;; (i, = 1,2,3) com i # j e a; sdo os coeficientes de interagdes competitivas inter-
espécies e intra-espécies, respectivamente, a3 e asz sao os coeficientes para a perda de N;
e N,, respectivamente, como um resultado da interacao do predador com a presa 1 e a
presa 2, enquanto que az; € azs sao os coeficientes para o crescimento do predador como

resultado do consumo de presas por eles.

Atribuindo valores aos parametros do sistema (2.12), como em Azar [2].
€1 = €2 = €3 = Q11 = Az = Q12 = Qg3 = 1,

_ _ _ _ 1
az = 1,5, aza = 0,5, a13 = a, azg1 = 3@,

obtemos o seguinte sistema:

( dN-
—1 = Nl(l—Nl—NQ—CLNg),
dt
dN: 3
=2 = Na(l= SN = Ny Ny, (2.15)
dNs 1 1
L W = Ng(—1+§aN2+§N2)—H

Notamos que com esta escolha dos parametros, o sistema é instavel na auséencia do
predador. Na presenca do predador, o sistema de trés espécies torna-se estavel. Além
disso, a presa 1 é competitivamente superior a presa 2 e a presa 2 causa alguma perda
a presa 1 quando ambas estao compartilhando a mesma fonte de comida. No fim deste

capitulo discorreremos acerca deste assunto.

O modelo acima (2.15), exibe 7 estados estacionarios. Determinamos o estado esta-
cionario nao-nulo onde todas as trés espécies existem. Seus valores de equilibrio sao dados

por Ny, Nj e N3, e para obté-los devemos resolver o sistema abaixo.
1-— N1 — N2 - CLN3 = 0

1 1
Ng(—1+§aN2+§N2)—H = 0,
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resultando em:

N; =2(a — 1)NZ, (2.17)
N} =1—(3a—2)N:, (2.18)

_1+4/1+8H(a—2)(2a—1)
B 2(a —2)(2a — 1)

Para que este estado de equilibrio exista (bem definido), devemos ter a > 2.

N; (2.19)

A equacgao (2.18) poe um limite critico (H,) na taxa de colheita do predador para que a
presa 2 nao se torne extinta. Este limite é obtido fazendo N5 = 0. Usando Nj = 0 na

equagao (2.18), a equagao (2.19) se torna

a’ — 4a + 2

He=——F5,
(3a — 2)?

(2.20)

Dai H, sera positivo se a > 3,414.

Notemos nas equagoes (2.17)-(2.19), que neste modelo, o aumento da taxa de colheita, os
valores do estado estaciondrio do predador (N3) e da presa 1 (/Ny) aumentam, enquanto
o valor da presa 2 (N5) diminui. Portanto, devemos ajustar a taxa de colheita dentro do
intervalo tal que nao seja pequeno.

Além disso, é necessario monitorar continuamente a populacao da presa 2. Se o seu niimero
torna-se muito baixo, é uma indicacao definida que excedemos os limites permitidos de
cota de colheita do predador e assim o sistema ira ” colapsar” de um sistema de tres espécies
para um de dois espécies e finalmente para um de uma espécie. A presenca da presa 2 em

nimero suficiente serd um indicador da diversidade e da harmonia das trés espécies.

2.3 Forma Normal e Critério de Estabilidade

Nesta se¢ao nés reduziremos o conjunto de equagoes diferenciais (2.12)-(2.14) na forma
normal, para analise posterior do seu modelo e seu critério de estabilidade. Para encon-

trarmos tal forma normal, utilizaremos o procedimento desenvolvido em Wiggins [19],
Hassard [7], De Almeida e Moreira [1].
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Inicialmente transformamos o ponto de equilibrio (N7, N3, N;) para a origem por uma

translacao
€T = Nl - Nika
re = Ny — Nj, (2.21)
T3 = N3 - Ng

isto é,

Nl = $1+Nf,
Ny = o+ N, (2.22)
N3 = l‘g—f—N:;:

Assim derivando (2.22) e substituindo (2.15) teremos

dN-
— = (@ NI = (21 + NP) = (22 + N3) = ales + N3)
= 2, — o Nf — 2NJ — ax; N + Nf — N;*> — NYN§ — aN; N:
(2.23)
—x1 Ny — 2o Nf — aNjx3 — x1(x1 + 22 + axs)
= —x1(x1 + 22 + axs) — Nf(x1 + 22 + axs),
pois
1—- Ny —N;—aN; =0.
dN;  dN:
De modo analogo obtemos 2 e 2
dt dt

Assim, em termos das novas varidveis, as equagoes dinamicas (2.12)-(2.47) podem ser

escritas na forma matricial como
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X = AX + B, (2.24)

onde X denota a derivada. Aqui AX é a parte linear do sistema e B representa a parte
nao-linear. Além disso,
sl
X=1| 2 |. (2.25)

€3

E através das expressoes obtidas anteriormente temos:

* * *
ai; Qi as —N;y —N{ —alNj
_ _ 3 AT* * *
A= 21 929 23 == —§N2 —N2 —N2 (226)
a N\T* 1 * H
a31 32 as3 §N3 §N3 NI

—z1(x1 + T2 + axs)
B = —xg(%xl + T2 + ZE3) . (227)

Ig(%,Il —|— %1‘2)

Os autovalores da matriz A ajudam a entender a estabilidade do sistema. A equagao

caracteristica da matriz A é
N+ a1\ + agh + a3z = 0, (2.28)

onde através de cdlculos obtemos:

* * H

ay = Nl + N2 - N—ék, (229)

1 * 2 * * 1 * * * * H
az = (N3 +a"Ny)Ny — SNy Ny — (N] + N3)—, (2.30)

2 2 N3
as = 1 INSNZ[(2a — 1)(a—2) + (N§>2]. (2.31)

Observacao 2.1. Temos que
a; = —Sl, a9 :SQ € az = —Sg

o1



Capitulo 2. Existéncia e Estabilidade de Orbitas Periédicas (com Colheita)

resultando em
P(\) = N — S1A% + So\ — S3 = 0.

Veja Apéndice A para maiores detalhes sobre Si,Ss e S3.

Através do critério de Routh-Hurwitz (apéndice) verificamos o estado de equilibrio,
que sera localmente estavel se a; > 0(i = 1,2,3) e ajay — ag > 0. Estas condigoes
garantem que todos os trés autovalores encontrados a partir da equagao (2.28) tém partes
reais negativas.

Notemos que os a;s dependem de a e H. A bifurcagao de Hopf ocorre quando a equagao
caracteristica (2.28) tem um par de raizes imaginarias puras A\;» com uma terceira raiz
real A3, como é dado no teorema da bifurcacao de Hopf.

No ponto de bifurcacao de Hopf, o estado de equilibrio perde sua estabilidade e bifurca-se
para uma érbita peridédica. Assim, obtemos o valor de H no ponto de bifurcagao de Hopf,

denotado por Hy, mantendo a fixado e resolvendo a equagao
a1a9 — a3 = 0. (232)

No ponto de bifurcagao de Hopf, onde as partes reais dos autovalores complexos conjuga-

dos sao zero, as raizes da equacao 2.28 sao:
)\172 = :i:in, )\3 = —daq, (233)

onde wy = |,/a3‘ e ay devem ser avaliados no ponto de bifurcagao. No fim deste capitulo
faremos uma distingao entre Hy e H,. determinadas pelas equagoes (2.32) e (2.20), respec-
tivamente.

Agora determinemos uma matriz de transformacao P que reduza a matriz A para a forma

0 —Wo 0
P'AP=| w, 0 0 |, (2.34)
0 0 —aq
onde a matriz nao-singular P é dada por
Py P P
P = Py Pry Pa3
P31 P3y Psg

Os auto-vetores
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Pll P12 P13
V= P21 , U = PQQ e w = P23
Py, Py Py3

sao obtidos das seguintes relacoes:

Aw = Siw e A(u + iv) = two(u + iv);
isto é,
Aw = S1w, Au = —wyv e Av = wy
onde

wo = v/ Sy sendo Sy = ay > 0.

Através de célculos obtemos assim:

Wo [

Py = W c12P1o + coo Pos + 032P32} )
Wo [

Py = —|diaPia + doa P + d32P32} ;
|Al'L
Wo [

Py = W e19Po + €99 Pos + 632P32]7

2 2
C12Wy d22wg
(‘“1* A >(+ A )
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P22

Psy

onde

Cow?

= (Gll + %) <a23 +
Chrow?

— (CLH + |1124| 0) (CLQQ +

) (0 28 (0 ),
dzg’u)g CQQW(Q) dlz’wg
] aiz + ] Qg1 + al |

1
= —{Gl3 [(@2 + CL33> (Gn + a33> — a12a21}

Q22 1+ a33

+ai [@3 <a22 + a33> + a13a21] },

= Q130921 + Q23 (Cl22 + Cl33)7

= (an + CL33> <a22 + a33> — Q12021,

€12

€22

€32

Q22033 — 432023,
13032 — A12G33,
12023 — A130A22,
23031 — 210433,
11033 — 413431,
13021 — 411023,
a21a32 — A22031,
12031 — A11G32,

11022 — Q12421

Observacgao 2.2. Os coeficientes a;; (i, j = 1,2,3) sao dados na matriz (2.26).

Substituindo os a;; (7, j = 1, 2,3) na matriz P obtemos:

pP—

(a — 1)N{ N3 —woa Ny aN;(N§ —a1) — NiN;
(1-3a)NiN;)  —woalN3 N3 (Nf — a1) — 2Ny Ny
SNING +wf  wo(Ny +N3) §NFN5 — (Nf — an)(N5 —a)

Para obtermos a forma normal de (2.24) fazemos outra mudanga de varidveis

X = PY,

o4
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onde
Y1
Y = Y2 )
Y3
ou seja,

1 = Pnyi + Piays + Pisys,
T2 = Poryi + Paoys + Posys,
x3 = Paiyi + Paoys + Ps3ys.

Através de uma manipulacao algébrica de (2.24) teremos a seguinte forma
Y =QY + F, (2.36)

desde que Q = P~ 'AP e
F'(y1, 2, y3)
Y = F2(y1,y2,y3) . (2.37)
F3(y1, 2, y3)

Temos que
Pt = |P|7" (adjP)
'y The T'is
= ‘P‘_l Iyp T'yy Tz )
I'si T'sp I'sz
onde

1—‘11 = (P22P33 - P23P32)7

[y = —(ParPoy — Pa3Ps),
i3 = (PuPsy— PyPs),
[y = —(Pi2Ps3 — Pi3Ps),
[y = (PubPss— Pi3Ps),
[os3 = —(PuPsy — PiaPsi),
['31 = (PraPas — Pi3Pa),
[3p = —(P1iPos — Pi3Pa),

1—‘33 = (P11P22 - P12P21)-
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Para obtermos F, usamos novamente a relacao

1 = Puyi + Piays + Pisys,
To = Poryi + Pays + Pasys,
x3 = Psiy1 + Psoyo + Pa3ys.

e substituimos estas expressoes em (2.27), obtendo assim

fl(yl,yg,yg)
B = fQ(yhyQay?))
f3(y17 Y2, y3)

Como F = P~'B chegamos a:
F

Ey(y1,y2,y3) = | P] ™ [Tar f (1, v2, ys) + Do f2 (1, 92, y3) + Dasf2(y1, v2, ys)
F3(y1, yg,yg) = |P|_1 [F31f1(y17 Y2, ys) + F32f2(917 Ya, y3) + F33f3(y1, y2,y3)],

Y

(yb Y2, y3) = ’P’_l [Fllfl<y17y27 y3) + F12f2(y17y2> 3/3) + F13f3(y17y27 3/3)]
( ( ]

Y

onde as f’s sao dadas por
s yeys) = —ala = DwiNiNsyi + a(a — DwiNy N3y3

2
H
- <aN;< + Ny — %) a1 N}y2
3

—[(a = 1)>N3? — a2wd]wo N y1ys (2.38)

aH
+[(a — 1)a1 Nj + awi] Ny (aN{k + Ny — N*>y1y3
3

aH

2
_ (aNf + NQ* — F) wonyng,
3
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3 3

2
3 H
—| zaN{ + N5 — — | a1 N}y3
(2 1 2 N3> 193

r 2
3
- (1 - §a> N2 — w%] wo N3 Y1Y2 (2.39)

3 H
Ny <§GNT + N3 — F) Y1Ys3
3

[ 3
+ <1—§a>N1*a1+w§
3 AN

—wo Ny (§aNf + Nj — @) Y2Y3,
3 1 * \T* 2 * NT*,, 2 1 2 * * 2 \T* * 2
f (?/1;9271/3) = §N1N2 +wy | ANT NGy * — 5“’0 (Nl +N2)(a Ny +N2)?J2

3 * * * * 2

—-B ) INS — (NY —a1) (N5 —a1) pys

+

1 1
- (5 IN; + w%;) 5(@N7 + N3 )wo

+ANY N3wo(Ny + N3) [ y1ya+

1
- (5 “Nj + wg> B (2.40)
2

3
+AN1*N2*{_ TNy — (Nf —a1)(Ny — al)}]yly3

1
+| — Bwo(N7 + N3) — §(a2Nf + N3)

3
xw0{§NfN§ — (Nik — CL1>(N; — al)}] Y2Ys,
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onde

A= %(2& —1)(a—1)

(&

5 1 H
—aN{N; + =(a®N;? + N3?) — —(a®N; + N3)

B =
4 2 IN;

A equagao (2.36) é a forma normal de (2.24), no qual o coeficiente de estabilidade da
orbita periddica podera ser obtido.
A expressao geral do coeficiente de estabilidade (R.) encontrado em Hassard [7] é dado

por

1
16’[1)0

+ — +
oy Oy ) 0ydyy  Oyi  Oyi | O0yi0ys

O?FLo2F2  92F! 922
Oy Oy Oy Oy

<32F1 62F1> RF' H2F? 32F2) 9 F?

n 1 33F1+03F2+ BPF! n PE?
16| 0y}~ Jys  Oyi0y;  Oyidys
1 O*F! O*F3 0*F3
+ 3a? 4 8w?) —=—- + (a? + Sw?}) ——
16a; (a2 + 4w3) dy,10y3 (3 0) Oy? (a1 0) Oy?
0*F3
—4
woalayla%
1 82F2 ) 2F3 a2F3
8w?) Ty (302 + 8u?) S
F T6ar (@ T R) Dyl |11 T B0y + Bar+ 8w
+4 2F3
woalaylayz
. 1 O*F! . 0*F? 5 O*F3 5 0*F3
Wo ——5— — 2Woa ——-
16a1 (af + 4wp) \ Oy20ys  Oy10ys oy O oy
0*F3
292 ——|. 2.41
- alaylayz ( )

Na equagdo (2.41) acima, todas as derivadas sao determinadas no ponto de bifurcacao Hy
assim como na origem (y; = y2 = y3 = 0).
Em nosso caso, as F’s nao contém termos ctibicos de y/'s, assim todas as derivadas parciais

de terceira ordem se anulam em (2.41).
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Capitulo 2. Existéncia e Estabilidade de Orbitas Periédicas (com Colheita)

O sinal de R, é crucial, pois através dele descobrimos se a érbita é instavel ou estavel, ou
seja, se o seu valor é negativo a orbita periddica do sistema serd estavel, enquanto que se

seu valor for positivo teremos uma érbita periddica instavel no sistema.
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2.4 Analise de a, H., H; e o Coeficiente de Estabili-
dade R,

Através das expressoes obtidas em (2.20), (2.32), (2.41) e o valor atribuido ao parametro
a obtemos estimativas numéricas, que sugerem que estes estados de equilibrio sao muito
sensiveis ao parametro de controle H, no qual pode ser manipulado de fora do sis-
tema. Com estas estimativas obtemos alguns graficos que mostram o comportamento
das solugoes. Cabe aqui ressaltar que as estimativas obtidas diferem um pouco do valor

citado no artigo.

Nivel de Predacao a | Taxa de colheita | Valores de  Bi- | Parametro de Esta-
Critica H, furcacao Hy bilidade R,

Hyp, 2 0.0054769 Ry - —1.155183073
4.80 0.03798

Hyy 2 0.0161785 Hy : —12.82533210

Hyp, : 0.002287 Ry, : —0.3900503707
4.95 0.04059

Hyy 2 0.0271905 Hyy @ —215.6994803

Hyp, : 0.0017988 Ry, : —0.3387746038
5.00 0.04142

Hyy 2 0.030332 Hy 0 —1994.508955

Hyp, - 0.0006714 Ry : —0.3447925581
5.20 0.04455

Hyyr 2 0.0426877 Hy; - 2400.415949

Tabela 2.1: H4 dois valores de H representados por Hyj, (valor inferior de Hy) e Hyy
(valor superior de Hy). Mostramos também os valores do parametro de estabilidade R..
Quando R, < 0, a bifurcacao de Hopf é supercritica e as orbitas peridédicas sao estaveis.

No caso onde R, > 0, a bifurcacao é subcritica e as érbitas periddicas sao instaveis.

2.5 Graficos do Sistema Presa-Predador sem Colheita

Através das estimativas obtidas na tabela, construimos gréficos (através do programa
Maple 11), onde analisaremos o comportamento das solugoes periddicas.

Posteriormente veremos em R? o comportamento das populagoes de presasl (N} ), presas2
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Capitulo 2. Existéncia e Estabilidade de Orbitas Periédicas (com Colheita)

(N3) e predadores (N3), em torno dos parametros a e H. Veja Apéndice B para maiores
detalhes.

Figura 2.3: Orbita periddica estavel: a = 4.80, H, = 0.03798 e H;U = 0.0161785
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Capitulo 2. Existéncia e Estabilidade de Orbitas Periédicas (com Colheita)

Figura 2.5: Orbita periddica estavel: a = 4.95, H, = 0.04059 e H;U = 0.0271905

62
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053

Figura 2.7: Orbita Periédica estavel: a = 5.20, H, = 0.04455 e Hyr, = 0.0006714.
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Capitulo 2. Existéncia e Estabilidade de Orbitas Periédicas (com Colheita)

Gréficos utilizando H..

Figura 2.8: Orbita Periédica estével: a = 4.8 e H, = 0.03798.

HEr

Figura 2.9: Orbita Periédica estével: a =5 e H, = 0.04142.
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Capitulo 2. Existéncia e Estabilidade de Orbitas Periédicas (com Colheita)

Examinaremos o comportamento das populagoes do sistema presa-predador, utilizando
primeiramente o valor de H..
Consideremos o seguinte sistema para a = 4.80. Neste sistema a coexisténcia local entre as
trés espécies é possivel, porém, nao serd globalmente estdvel. A longo prazo, sobrevivem

apenas a presa 1 e o predador (N; eN3 respectivamente), e a presa 2 serd extinta.

( dN
d—tl — Ni(1 — Ny — Ny — 4.80N5),
dN. 3
_dt2 = NQ(]_ - §N1 - NQ — N3)7 (242)
dN; 4.80 1
“3 = Ny(—14+ —= Ny + =Ny) — 0. :
\ & 3( + 5 2+ 5 2) 0.03798

presal vs.fime

13 T T T
1] 100 200 300 400 500
t

Figura 2.10: Populacao da presa 1 (N;) do sistema (2.42).
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presal vsiime

0,00022

0,00021 -}
N-2

0,00020 -

0,00012 4

T T T T
i 100 200 300 400 00
t

Figura 2.11: Populagao da presa 2 (Nz) do sistema (2.42).

Fredador vs.time
0,085
0,084
0,083
0,082

0,081

0,050

0,079

0,072

T T T 1
] a0 200 200 400 500
t

Figura 2.12: Populacao do predador (N3) do sistema (2.42).
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presas & Fredador vs.fime
06 | Y P I I

05 -
04 -
03
0z -

0.1+

Figura 2.13: Interagoes entre populagoes da presa 1 (N7 —verde), presa 2 (No—vermelho)

e predador (N3 — preto) do sistema (2.42) com respeito ao tempo, havendo colheita.

Para a = 4.95 teremos uma estabilidade local para trés espécies (apesar do nivel de
oscilag@o ser maior que o anterior) e global apenas para presa 1 (N7) e para o predador

(N3), pois a presa 2 (N2) se extingue.

( dN
d—tl = Ni(1— Ny — Ny — 4.95N5),
dN. 3
—= = Na(1 = 5Ny = Np = Ny), (2.43)
dNs 4.95 1

| = Na(=1+ =~ No+ 5 Ny) — 0.04059.
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presal vs.fime
0,64

063

042

0.a1

0é0

039

T T T T
] 100 200 300 400 00
t

Figura 2.14: Populagao da presa 1 (N;) do sistema (2.43).

presal vstime
0000105

0,000100

0,000095

0,000090

T T T T 1
0 100 200 300 400 500
t

Figura 2.15: Populacao da presa 2 (Ns) do sistema (2.43).
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Fredador vs.fime
0,026

0,024

0,052

0,080

0,072

0,076

0,074

0,072

T T T
] ] 200 300 400 00

Figura 2.16: Populacao do predador (N3) do sistema (2.43).

presas & Predador vs.fime

05
04
03
02

014

1] 100 200 300 400 500

Figura 2.17: Interagoes entre populagoes da presa 1 (IN; —verde), presa 2 (N —vermelho)

e predador (N3 — preto) do sistema (2.43) com respeito ao tempo, havendo colheita.

Em seguida analisaremos o sistema utilizando Hy e a = 5. Observaremos que para
este parametro, as solugoes oscilam com maior frequéncia em relacdo aos outros casos.

H& uma coexisténcia local entre as trés espécies.
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( dN
—1 — Ny(1—N; —N,—5N3)
dt
dN- 3
¢ =2 = Ny(1— SNy — Ny — Na) (2.44)
dt 2
dN3 ) 1
— = N3(—14+ =Ny + =Ny)—0.0017988
T 3( + 2 2+ 2 2)
presal vs.fime
0,40
0,38
0,36 4 || \I
0,34—- 1 “
W_1
0,32 4
0,30 “ L
0,28 4" d “
IJI IDID EDID EDID 4UID 5DID

t

Figura 2.18: Populagao da presa 1 (Ny) do sistema (2.44).
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presal vsiime

0,54 4 n
0,52 n n
0,44

&l [l !

T T T T
] 100 200 300 400 00
t

0,42

N_2
- 0464

Figura 2.19: Populacao da presa 2 (N3) do sistema (2.44).

Predador vs.fime
0,06 H
I W || h
|

N3 1

0,04 -

0,03 " u u

T T
a 1 200 300 400 o0

Figura 2.20: Populagdo do predador (/N3) do sistema (2.44).
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presas & Fredador vs.fime

0,2

0,1+

1] 100 200 300 400 00

Figura 2.21: Interagoes entre populagoes da presa 1 (N7 —verde), presa 2 (No—vermelho)

e predador (N3 — preto) do sistema (2.44) com respeito ao tempo, havendo colheita.

Uma breve andlise das figuras, mostra que a presa 1 é dominante sobre a presa 2. Isso
pode ocorrer por varios fatores. Por exemplo: a presa 1 ser mais resistente (mais forte)
que a presa2; o predador preferir consumir a presa 2, etc. Na luta pela sobrevivéncia,
esses detalhes influenciam na coexisténcia das trés espécies.

Obtemos uma estabilidade maior, porém local, quando tomamos o parametro a = 4.95.
Infelizmente o espago amostral é pequeno em virtude do tempo. Porém cabe ressaltar
que muitas variacoes comportamentais existem para este sistema. Nao encontramos aqui
um exemplo de estabilidade global entre as trés espécies, porém este trabalho foi feito no
capitulo 1, no sistema presa-predador sem colheita.

Cabe aqui fazer uma diferenciacao do H, e Hy.

O valor H,., determinado pela equacao Ny = 0, poe um valor critico para que a espécie 2
(Ny) sobreviva, ja que este fator pode acarretar na extin¢ao da espécie 3 (IV3), trazendo
o desequilibrio para o sistema.

Ja o valor Hy, determinado pela expressao apa; — as = 0, estd relacionado com a ex-
istencia de orbitas periddicas, através da troca de parametro, onde ha uma mudanca da
estabilidade para instabilidade e vice-versa.

Kumar et al. [8], em suas observagoes finais, ressalta que nao é razoavel considerar valores
de Hy > H., visto que isto conduzira a extingao da presa 2.

Na terceira coluna da tabela (2.1), Hyj, e Hyy sao os valores inferior e superior de Hy que
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Capitulo 2. Existéncia e Estabilidade de Orbitas Periédicas (com Colheita)

restam ap6s “descartar” as raizes acima da equagao (2.32). Estes resultados mostram que
se a taxa de “colheita” estd no intervalo Hy, < H < Hyy, solugoes periddicas estaveis
existem.

Observando na tabela (2.1), que quando a ~ 5, Hyy é aproximadamente 8 a 30 vezes
maior que Hyr. Andlise numérica de nossos resultados indica que para Hy, > H > 0 e

H, > H > Hyy o sistema esta em equilibrio estavel local.
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Conclusao

Neste trabalho foi analisado um sistema de equacgoes diferenciais com duas presas e
um predador do tipo Lotka-Volterra, com e sem colheita, utilizando os artigos de Kumar
et al. [8] e Takeuchi et al. [17] como referéncias principais. Mais precisamente:

Sistema presa-predador sem colheita

T = @ (bl — T — QT — Ey)v
Ty = 3 (by— By — 20 — 1Y), (2.45)
gy = vy (=bs+dex; + duxs).

Sistema presa-predador com colheita

dN-

d_tl = N1[61 —an Ny — a;pNy — CL13N3],

dN:

d_752 = Noleg — a1 N1 — aza Ny — a3 N3, (2.46)
dN:.
d_tg = Ng[—&g + Cl31N1 + CL32N2] — H.

Em ambos modelos estudamos o comportamento dinamico para a coexisténcia das espécies
no sistema de duas presas e um predador.

No primeiro modelo analisamos a estabilidade local e global dos pontos de equilibrio,
assim como a existéncia de érbitas periddicas via bifurcacao de Hopf. Enquanto que no
segundo modelo estudamos o coeficiente de estabilidade das érbitas periddicas, através da
forma normal e estimativas numéricas.

Verificamos que os parametros estabelecidos, influenciam no comportamento das solugoes
e na coexisténcia estavel entre as espécies.

Infinitas escolhas para os parameétros existem para este sistema, assim como varias in-

teracoes entre as espécies. Por exemplo os sistemas: Um predador e trés presas, dois
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Conclusao

predadores e duas presas, etc. Para trabalhos futuros podemos fazer um estudo teérico

sobre estes sistemas.

Resultados numéricos e graficos, via Maple 11, foram exaustivamente explorados em nosso

trabalho.
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Apéndice A

Resultados Gerais

Neste apéndice apresentaremos teoremas e definicoes importantes, utilizadas em nosso

capitulo 1 e 2.

A.1 Resultados sobre Matrizes

Definicao A.1. Matriz Diagonal
Uma matriz quadrada W = (w;;) é diagonal se seus elementos nao-diagonais sdo todos

nulos.

Definicao A.2. Matriz Simétrica
Uma matriz real A é dita simétrica se AT = A. Equivalentemente, A = (a;;) é simétrica

se elementos simétricos (imagens espelho na diagonal) s@o iguais, isto é, se cada a;; = a;;.

Uma forma quadratica ¢ nas variaveis zq, 9, 3, .., T, € um polinomio

Q($1,332,-~>33n) = ZCijiUi%‘; (A~1)

i<j
onde cada termo é do segundo grau. A forma quadritica (A.1) pode expressar-se de

maneira Unica em forma matricial

g(X) = XTAX, (A.2)
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onde X = (z1, o, ..., :L‘n)T e A é uma matriz simétrica.

A matriz simétrica acima A é chamada representacao matricial da forma quadrética g
por (A.2). Qualquer matriz simétrica A define uma forma quadrética g por (A.2). Assim,
hda uma correspondéncia biunivoca entre formas quadraticas ¢ e matrizes simétricasA.
Além disso, uma forma quadratica ¢ é diagonalizada se e somente se a matriz simétrica

correspondente A é diagonal.

Definicao A.3. Matrizes Simétricas Positivas Definidas

Diz-se que uma matriz real simétrica A é positiva definida se
(XTAX) >0

para todo vetor (coluna) nao-nulo X em R"™. Analogamente, diz-se que uma forma
quadratica g é positiva definida se ¢(X) > 0 para todo vetor nao-nulo em R™. Alter-
nativamente, uma matriz real simétrica A ou sua forma quadratica é positiva definida se

qualquer representacao diagonal tem apenas elementos diagonais positivos.

Observacao A.1. Uma matriz real simétrica A € definida positiva se e somente se todos

0s menores principais de A sao positivos

Definicao A.4. Para uma matriz A, ., temos:

(i) A€ S, (ou A€ S,) implica que existe uma matriz diagonal W positiva definida tal
que (WA + ATW) seja positiva definida (ou positiva semi-definida);

(ii) A € P implica que todo menor principal de A é positivo (P-matriz);

(iii) Se a parte real de todos os autovalores de A é negativa, entdo A é chamado estével.
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A.2 Estabilidade Local

Nesta secao determinaremos a equacao caracteristica de uma matriz A e enunciaremos
o teorema de Routh-Hurwitz, importante resultado sobre a estabilidade local do equilibrio,

para sistemas lineares de equagoes diferenciais ordinarias.

Considere o seguinte sistema:

T = ax—+by+cz,
y = dr+tey+ [z (A.3)
= gr+ hy+1iz,

onde z,v, z sao fungoes reais de t, e a, b, ..., 7 sao constantes reais.

Seja a matriz de coeficientes do sistema (A.3) denotado por:

S

C
A= f

]

o Q. Q
> o

Entao, (A.3) pode ser escrito como X = AX onde X = (z,y, ) é uma matriz (3 x 1).
Seja A1, A2, A3 os auto-valores de A, determinado pela equacao caracteristica (A—\I) = 0,
isto é,

)\3 - Sl)\Q + 52)\ - Sg - O,
onde S;(i = 1,2,3) denotam a soma de todos os menores principais de A de ordem i, isto
¢,

Si=a+e+i=A+ X+ A3,

b
Sy=1" © f + = A da + Aads + Az,
d e h 1 g 1
a b c
Ss=|d e [ |=AN\As.
g h 1

Teorema A.1. A matriz A,«, € estdvel se e somente se os coeficientes da equagdo
caracteristica
detOM] — A) = X"+ a "'+ .+ ap_ A +a, =0
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satisfaz D1 = a1 > 0 e

ap as as -+ QA2k—1
I ay ag -+ agp—n

Dk = det 0 a1 as -+ aop_3 > 0, (k’ = 2, 3, ...,77,),
0 0 0 ag

onde a; =0 se j > n.

Demonstragao: Ver [4].

Observagao A.2. Notemos que se A é estdvel em R3, entio a; > 0(i = 1,2,3) e

aiay — asg > 0.

Listaremos alguns resultados que utilizamos para demonstrar o teorema (1.2)

do capitulo 1.
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A.3 Estabilidade de Liapunov

Considere uma solugao z(t), periédica ou singular, de um sistema de equagoes diferen-
ciais. A grosso modo dizemos que z(t) é estavel quando toda solugao com valores iniciais
proximos aos de z(t) estd definida para todo t > 0 e permanece préxima a z(t) quando

t — 0o. Consideremos o sistema

&= f(t @), (A.4)
onde f: ) — R" é continua, 2 C R x R™ aberto.

Definicao A.5. Seja ¢(t) uma érbita de (A.4) definida para t > 0.

Diz-se que ¢(t) ¢é estavel se para todo € > 0 existir § > 0 tal que se ¥ (¢) é solugao de (A.4)
e [(0) — p(0)] < & entdo 1(t) estda definido para todo t > 0 e |1(t) — @(t)] < eVt > 0.
Se além disso existir d; tal que |1(0) — ¢ (0)| < 0, implica tLieroo [P (t) — @(t)] = 0, entao ¥

diz-se assintoticamente estdvel.

Um ponto singular z; de um sistema autéonomo
T = f(z),z € A CR", (A.5)

é estavel quando para toda vizinhanca U de z existe uma vizinhanga U; de x( tal que
toda solucao ¢(t) de (A.4) com ¢(0) € U; estd definida e em U para todo t > 0. Se além

disso lim ¢(t) = xy diminuindo U; se necessério, entao z, € assintéticamente estével.
t——+o0
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A.4 O Critério de Liapunov

Consideremos um sistema autonomo
= f(z),f: A — R"declasse C', A C R" aberto . (A.6)

A solugao de (A.6) passando por x € A serd sempre indicada por ¢, (t), com ¢,(0) = z.
Seja V' : A — R uma funcao diferencidavel. Consideremos, para cada = € A,

. o d
V(z) = DV, - f(z), ou seja, V(x) = %V(@x(t)) |t=0-

Definigao A.6. Seja xo um ponto singular de (A.4). Uma fungao de Liapunov para x
é uma funcao V : U — R diferenciavel definida em um aberto U 3 x, satisfazendo as

seguintes condigoes:

(a) V(xzg) =0e V(z) >0, Vo # xo;
(b) V <0em U.

A funcao de Liapunov V' diz-se ser estrita quando
() V<OemU— {x0}..

Teorema A.2. (Estabilidade de Liapunov) Seja xy um ponto singular de (A.4). Se
existe uma func¢ao de Liapunov para xg, entao xgé estdvel. Se a funcao for estrita, xy é

assintoticamente estavel.

Demonstragao: Veja Sotomayor [13].

Teorema A.3. (Principio da Invariincia de La Salle)

Seja V(z,y) uma funcao escalar com derivadas parciais continuas ¥ (z,y). Suponha que
V(z,y) > 0V (z,y)eV(x,y) <O0.

Seja E o conjunto dos pontos tais que V(x) =0 e M o mazimal subconjunto invariante

de E.
Entao toda solugao limitada (x(t),y(t)) parat > 0 tende para M quando t — oc.

Demonstragao: Veja La Salle [9].

81



Apéndice A. Resultados Gerais

A.5 Resultados sobre a Teoria de Bifurcacao de Hopf

Nesta secao daremos condi¢oes necessarias para existéncia do parametro de bifurcacao.

Teorema A.4. (Teorema da Bifurcagio de Hopf) Seja X,, € C*(k > 5) campo vetorial
em R". Assuma que X,,(a(p)) =0V e seja o espectro de dX,(a(p)) satisfazendo:

(1) T'(dX,(a(p))) C {z/z € C e Re(z) < 0} para p < pio.

(ii) dX,(a(p)) tem dois conjugados complexos, autovalores simples A(p), A7) em p = po.
() 5= ReA () im0

(iv) A(po) # 0.

(v) O restante de I'(dX,(a(p))) permanece no semi-plano esquerdo limitado pelo eizo
IMagindrio para (L = .

Aqui dX,, representa a matriz linearizada de X, e I'(dX,,) € o conjunto de autovalores

da matriz dX,. Entao(X,,p > o) possui uma orbita fechada hiperbdlica com periodo
27

RY] .

proximo de

Demonstragdao: Veja Hassard [7]
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Apeéndice B

Programas Maple 11

B.1 Programa 1: Comportamento Solucoes em R?

Exemplo 1:

>with(plots):

> eql :=dif f(z[1](t),t) = z[1] — 2[1]? — 2[1] * 2[2] — 5 * y * x[1];
> eq2 = dif f(x[2](t),t) = x[2] — 1.5 x x[1] * z[2] — z[2]* — z[2] * ¥;
>eqd:=diff(y(t),t) = —y+25xy*xzx[l] +0.5% 2] xy;

Y
> vars := [z[1](t), z[2](¢), y(1)];
> initl = [0,0.3,0.5e — 1,0.7];init2 := [0,0.5,0.6,0.9];init3 := [0, 1,1, 1.5]; domain :=
0..500;
> X|[1] := DEplot([eql, eq2, eq3|, vars, domain, initl, stepsize = .1, scene = [t, z[1]], linecolor =
green);
> X[2] := DEplot([eql, eq2, eq3|, vars, domain, init1, stepsize = .1, scene = [t, z[2]], linecolor =
red);
> Y := DEplot([eql, eq2, eq3], vars, domain, initl, stepsize = .1, scene = [t, y|, linecolor =
black);
> display({ X [1]}, title = ‘presalvs.time‘);
> display ({ X'[2]}, title = ‘presa2vs.time‘);
> display({Y'}, title = ‘ Predadorvs.time');
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> display({Y, X[2], X[1]}, title = ‘presas& Predadorvs.time');

Com estes comandos obtemos as seguintes figuras respectivamente:

presal vsfime

(1]

34 wafm}wmmwm

Figura B.1: Exemplo 1.1

presal vsfime

f 1T PY—

T T T T 1
i} 100 200 300 400 500

Figura B.2: Exemplo 1.2
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FPredador vstime
0,7 9

05
0,5
0.4
03

0,24

T T T 1
i} 100 200 300 400 500

Figura B.3: Exemplo 1.3

presas & Fredador vs.fime

0.7

T T T T
0 100 200 300 400 500

Figura B.4: Exemplo 1.4
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B.2 Programa 2: Intersecao das Superficies, Com-
portamento das Solugoes em R? e Calculo dos

Auto-valores e Auto-vetores
Exemplo 2:
> restart;

> with(plots, display);

> S1:=plot3d([z, (1 —x — 5% 2)/(0.9), 2],z = —30..50, z = —30..50, color = red);

> 52 :=plot3d([x,1 — 0.95 %z — z, z],x = —30..30, z = —30..30, color = green);

> 53 = plot3d([x, (1 —2,5%x)/(0.5), 2],z = —31..30, z = —30..30, color = maroon);

> display(S1, 52,53, axes = normal,labels = [z,y,z], title = ‘intersecdo entre su-
perficies’,

view = [—5..50, —5..50, —50..50], orientation = [—45, 30]);

Com esse comando obtemos:

intersecéo entre superficies

Figura B.5: Exemplo 2
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>eql = (t,z,y,2) 52— 22+ (=1)x 9xw*xy —Hx*z*1;
>eq2:= (t,z,y,2) > y+(=1)* .95z *xy —y> —y*2;
>eq3:= (t,x,y,2) = —2z+25%xx %2+ .5xyx*z;
> eqns:= eql(t,z,y,2) = 0,eq2(t, z,y,z) = 0,eq3(t, x,y,z) = 0;
> equill :=solve(eqns, z, x,y);
> with(DEtools);
> DEplot3d({dif f(z(t),t) = z(t) — z(t)* — z(t) * y(t) — 5 * 2(t) * z(¢),
dif f(y(t),t) = y(t) — L5 xx(t) x y(t) —y(t)? — y(t) * (), dif f(2(t),) =
—2(t) + 2.5 % 2(t) x x(t) + .5xy(t) * z(t)}, [x(t), y(t), 2(¢)], t = 0..1000, {[z(0) = 0.3,y(0) =
0.8, 2(0) = 0.2¢ — 1],
[z(0) = 1,y(0) = 1,2(0) = 1],[=(0) = 0.5,y(0) = 0.9,2(0) = 0.1],[z(0) = 0.4,y(0) =
0.9, 2(0) = 0.2]},
r=0.12,y=0.1.3,2z = 0..1.5, stepsize = 0.1, colour = magenta,
linecolor = [yellow, black, red, green|, arrows = none, axes = normal );

Com este comando teremos:

Figura B.6: Exemplo 2.1

87



Apéndice B. Programas Maple

> linalg[jacobian|([eql(t, z,y, ), eq2(t, x,y, 2), eq3(t, x, y, 2)], [z, y, 2]);
> subs(z = 0.2507462687,y = 0.7462686567, z = 0.1552238806e — 1, %);
> linalgleigenvals](%);

—0.9376831737, —0.02966587558 + 0.15831215861, —0.02966587558 — 0.15831215861
> linalg[jacobian|([eql(t, z,y, ), eq2(t, x,y, 2), eq3(t, x, y, 2)], [z, y, 2]);
> subs(x =0,y =0,2 =0,%);

> linalg[eigenvals] (%);

111,

> linalg[jacobian]([eql(t, x,y, 2), eq2(t, z, y, z), eq3(t, x,y, 2)], [z, y, 2]);
> subs(x =0,y =1,2 =0,%);

> linalg[eigenvals](%); —1.,0.1000000000, —0.5000000000

> linalg[jacobian|([eql(t, z, vy, ), eq2(t, x,y, 2), eq3(t, x,y, 2)], [z, y, 2]);
> subs(z =0,y =2,2 = —1,%);

> linalgleigenvals|(%); 0.4142135624, —2.414213562, 4.200000000

> linalg[jacobian|([eql(t, z, y, ), eq2(t, x,y, 2), eq3(t, x, y, 2)], [z, y, 2]);
> subs(x =1,y =0,z =0,%);

> linalg[eigenvals](%);

—1.,0.05000000000, 1.500000000

> linalg[jacobian|([eql(t, z, y, ), eq2(t, x,y, 2), eq3(t, x, y, 2)], [z, y, 2]);
> subs(z = 0.4,y = 0,2z = 0.12, %);

> linalg[eigenvals](%);

—0.2000000000 + 0.74833147741, —0.2000000000 — 0.74833147741,0.5000000000
> linalg[jacobian|([eql(t, z,y, ), eq2(t, x,y, 2), eq3(t, x, y, 2)], [z, y, 2]);
> subs(zx = 0.6896551724, y = 0.344827586210, z = 0, %);

> linalg[eigenvals](%);

—1.000000000, —0.03448275866, 0.8965517241
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B.3 Programa 3: Orbitas Periédicas

Exemplo 3:

2 _xxy—6x*zxx;

>eql = (t,x,y,2) —x—x
>eq2:=(t,x,y,2) = y+ (=1)* 1.5xz*xy —y*> —y*z;

>eqd = (t,x,y,2) > —z+3*xzxx +.5xy*2;

equs = {eql(t,x,y,z) = 0,eq2(t, x,y, 2) = 0,eq3(t, x,y, z) = 0};

equill := solve(eqns,{z,z,y});

{z=0,y=0,2=0},{z=0,2=0,y =1},{z =0,y =0.,2. = 1.},
(z=0,2=0,y=1},{y =0,z = 0.3333333333, z = 0.1111111111},

{r =0,y =2,2=—1},{z = 0.2272727273,y = 0.6363636364, z = 0.2272727273¢ — 1}

> with(DEtools);

> DEplot3d({dif f(z(t),t) = x(t) — x(t)* — x(t) * y(t) — 6 * 2(t) x x(t),dif f(y(t),t) =
y(t) = L5 x(t) = y(t) — y(t)* — y(t) = =(t),

dif F(2(8),8) = —2(t) + 3% 2(8) = 2(t) + 5 5 y(t) * (1)}, [0(8), y(2), 2(D)], t = 0..100,

[[2(0) = .4,y(0) = .4,2(0) = 0.2e — 1], [z(0) = .39, y(0) = .39, 2(0) = 0.6e — 1]],

stepsize = .1, colour = magenta, linecolor = [black, red|, arrows = none, axes = normal);

Com este comando obtemos o seguinte:

Figura B.7: Exemplo 3
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