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Resumo

Caracterizamos uma transformacao de Ribaucour de uma hipersuperficie na es-
fera ou no espaco hiperbdlico, através de uma transformacao de Ribaucour de uma
hipersuperficie no espaco euclidiano. Demonstramos um teorema de comutatividade
da transformacao de Ribaucour com a projegao estereografica. Fornecemos condigoes
necessarias e suficientes para que uma transformacao de Ribaucour preserve a propri-
edade de ser hipersuperficie de Dupin, em formas espaciais, estendendo o resultado ja
conhecido no espago euclidiano. Apresentamos um teorema semelhante sobre a comu-
tatividade da transformacao de Ribaucour com a projecao estereografica, restrito as
hipersuperficies de Dupin. Aplicacoes da teoria fornecem novas familias de hipersu-

perficies de Dupin cujas curvaturas de Lie e de Moebius nao sao constantes.
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Abstract

We characterize a Ribaucour transformation of a hypersurface of the unit sphere
or of the hyperbolic space using a Ribaucour transformation of a hypersurface of the
euclidean space. We prove that the Ribaucour transformation commutes with the
stereographic projection. We give necessary and sufficient conditions for a Ribaucour
transformation to preserve the property of being a Dupin hypersurface. Similarly, we
prove that the Ribaucour transformation restricted to Dupin hypersurface commutes
with the stereographic projection. Aplications of the theory provide new families of

Dupin hypersurfaces whose Lie curvature and Moéebius curvature are not constant.
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Introducao

Transformacgoes de Ribaucour foram inicialmente estudadas por Ribaucour e Bi-
anchi no inicio do século passado. Os resultados cldssicos mostram que estas trans-
formacgoes quando satisfazem condigoes adicionais, permitem obter novas superficies de
curvatura Gaussiana constante ou curvatura média constante a partir de uma superficie

que também possui a mesma curvatura constante.

Em [5], Corro-Ferreira-Tenenblat, reformularam a teoria cldssica para uma hipersu-
perficie no espago euclidiano, utilizando formas diferenciais e usaram as transformacoes
de Ribaucour para obter novas familias de hipersuperficies de Dupin. Neste trabalho
eles mostraram que a transformagao de Ribaucour nao é uma transformacao de Lie,
pois ela nao preserva a propriedade de ser hipersuperficie de Dupin prépria. Com isto,
os estudos sobre transformacoes de Ribaucour entre hipersuperficies de Dupin se tor-
naram mais interessantes, pois tal transformacao pode gerar classes de hipersuperficies

de Dupin, que nao sao Lie equivalentes a inicial.

Os mesmos autores, em [6], construiram familias de superficies minimas, utilizando
a transformacao de Ribaucour. Eles aplicaram tal transformagao na superficie de En-
neper e no catendide e encontraram novas familias de superficies minimas completas
de género zero, no espaco euclidiano. Embora a transformacgao de Ribaucour para
superficies minimas seja um resultado classico, até entao nao tinha sido usado na cons-
trugao de superficies minimas. Lemes e Tenenblat em [11], aplicaram a transformagao
de Ribaucour a uma classe especial de superficies minimas que inclui a superficie de

Enneper, o catendide e o helicoide.

Em [7], Corro, Ferreira e Tenenblat, estabeleceram a teoria de transformacoes de
Ribaucour entre superficies linear Weingarten em R? estendendo a teoria cldssica de

superficie de curvatura Gaussiana ou curvatura média constante. No mesmo trabalho,



obtiveram familias de superficies completas com curvatura média constante e superficies

completas linear Weingarten, aplicando a teoria ao cilindro e a superficie de Delaunay.

Em [24], Tenenblat-Wang estenderam a teoria de transformacoes de Ribaucour para
subvariedades da esfera e do espago hiperbdlico, generalizando o trabalho de Corro,
Ferreira e Tenenblat em [5]. Além disso, elas estenderam os resultados de [7] fornecendo
um método para construir superficies linear Weingarten na esfera tridimensional S* e
no espaco hiperbélico tridimensional H?. Também construiram superficies completas
a um parametro com curvatura média constante em S?, associadas ao toro plano por
uma transformacao de Ribaucour. Em [25], as autoras aplicaram a teoria obtida em
[24] para as superficies com curvatura média constante igual a 1 no espago hiperbdlico

tridimensional, em particular para a prima da superficie de Enneper.

Em [12], Lemes-Roitman-Tenenblat-Tribuzy provaram que a transformagao de Dar-
boux (transformagao de Ribaucour conforme) comuta com a correspondéncia de Law-
son (transformagao entre superficies com curvaturas médias constante distintas conti-
das em formas espaciais). Eles também mostraram que a propriedade de completude
é preservada por esta comutatividade. Em geral, a transformagao de Ribaucour entre
superficies linear Weingarten nao é uma transformacao de Darboux, porém os auto-
res mostraram que as transformacgoes de Ribaucour entre superficies linear Weingarten
que sao conformes (portanto sdo transformagoes de Darboux) sdo precisamente essas

transformacoes para superficies de curvatura média constante.

Motivados pelo trabalho de Lemes, Roitman, Tenenblat e Tribuzy, investigamos a
comutatividade da transformacao de Ribaucour com a projecao estereografica em for-
mas espaciais e suas aplicagoes. Consideramos uma hipersuperficie orientavel M™ C
R™"! e a hipersuperficie da esfera S"*! (respectivamente do espago hiperbdlico H"!)
T '(M), obtida pela aplicacdo inversa da projecdo estereografica quando k = 1 (res-
pectivamente projecao estereografica hiperbélica quando k = —1). A partir das trans-
formacoes de Ribaucour de M em R"*!, fornecemos transformacoes de Ribaucour para
7' (M) em M (k), k =1 ou —1. Em seguida, provamos que estas transformagoes
de Ribaucour comutam com a projecao estereografica.

Também fornecemos condigoes necessarias e suficientes para que uma transformacao
de Ribaucour preserve a propriedade de ser hipersuperficie de Dupin, em formas espa-

ciais, estendendo assim, os resultados obtidos no espago euclidiano, em [5]. Apresenta-



mos resultados analogos sobre a comutatividade da transformacao de Ribaucour com a
projecao estereografica, para hipersuperficies de Dupin, ou seja, obtemos um teorema
de existéncia de transformacoes de Ribaucour para hipersuperficies de Dupin que co-
mutam com a projecao estereografica. Em seguida, aplicamos os resultados obtidos na

construcdo de novas familias de hipersuperficies de Dupin em M"*'(k), k = 0, £1.

Uma hipersuperficie de Dupin é uma hipersuperficie cujas curvaturas principais sao
constantes ao longo de linhas de curvatura correspondentes. Tais hipersuperficies foram
inicialmente estudadas por Dupin em 1822, no entanto nos ultimos 50 anos muitos
autores tém se dedicado a este assunto. Uma hipersuperficie de Dupin é dita prépria
se o numero g de curvaturas principais distintas é constante. Um importante passo na
teoria de hipersuperficies de Dupin, foi o trabalho de Pinkal ([17]-[20]) que estudou as
hipersuperficies de Dupin no contexto da geometria das esferas de Lie. Ele mostrou que
a propriedade de ser de Dupin prépria é invariante sob o grupo das transformacoes das
esferas de Lie, que contém o grupo das transformagoes de Moebius como um subgrupo.
As superficies de Dupin em R3 j4 sdao conhecidas, a menos de transformacoes de Lie,
elas sao partes de um cilindro circular, ou de um toro de revolucao, ou de um cone de
revolucao. Contudo, a classificacao de hipersuperficies de Dupin em dimensoes maiores

esta longe de ser completa.

Thorbergsson em [26], mostrou que para hipersuperficies de Dupin préprias, com-
pactas, mergulhadas no espago euclidiano ou na esfera, o nimero g de curvaturas
principais distintas pode ser g = 1,2, 3,4 ou 6. Cecil e Ryan, em [4] conjecturaram que
toda hipersuperficie de Dupin, prépria, compacta, mergulhada na esfera ou no espago
euclidiano é Lie equivalente a uma hipersuperficie isoparamétrica na esfera. Para o caso
g < 3 a conjectura é verdadeira (veja por exemplo [4],[1],[2],[14]). Porém, ja existem

contra exemplos para esta conjectura no caso de quatro e seis curvaturas principais

([21], [15]).

Estes contra exemplos envolvem uma analise das curvaturas de Lie de uma hipersu-
perficie de Dupin propria. Tais curvaturas foram primeiramente estudadas por Miyaoka
[16]. Ela provou que as curvaturas de Lie sdo invariantes por transformagoes de Lie.
Os contra exemplos de Pinkall-Thorbergsson em [21] e Miyaoka-Ozawa em [15], sao
ambos baseados na construcao de hipersuperficies de Dupin proprias que nao possuem
curvaturas de Lie constantes. Isto leva a uma revisao da conjectura [3], que diz que

toda hipersuperficie de Dupin, propria, compacta e conexa na esfera com g = 4 ou 6



curvaturas principais e curvaturas de Lie constantes sao Lie equivalentes a uma hiper-
superficie isoparamétrica na esfera. Esta conjectura revisada é ainda um importante
problema em aberto, apesar de ja ter mostrado ser verdadeira em alguns casos com

certas condigoes adicionais.

Ja em [13], os autores introduziram o conceito de hipersuperficie isoparamétrica de
Moebius. Eles mostraram que, no espaco euclidiano, tal conceito coincide com uma
hipersuperficie isoparamétrica, assim uma hipersuperficie isoparamétrica de Moebius
deve ser uma hipersuperficie prépria de Dupin. Depois Rodrigues-Tenenblat, em [22],
mostraram que se uma hipersuperficie na esfera, possui o nimero g de curvaturas
principais distintas constante, com g > 3, entao tal hipersuperficie é isoparamétrica
de Moebius se, e somente se, ela é de Dupin com curvatura de Moebius constante.
Recentemente, varios progressos tém sido feitos na classificacao de hipersuperficies
isoparamétricas de Moebius, como é o casso dos trabalhos de H. Li, Lui, Wang e Zhao
[13], depois Hu e H. Li em [8], e ainda, Hu, H. Li e Wang em [9] e Hu e D. Li em [10].

Aplicar a transformacao de Ribaucour em uma hipersuperficie em formas espaciais,
nao é uma tarefa facil, pois encontrar explicitamente familias de hipersuperficies associ-
adas, por uma transformacao de Ribaucour, a uma hipersuperficie dada, é equivalente
a resolver um sistema de equagoes diferenciais. Por outro lado, varios estudos tém
sido feitos sobre a classificacao de hipersuperficie de Dupin. Apesar de algumas clas-
sificagoes parciais terem sido obtidas, ver [3], o problema ainda permanece em aberto

para g > 3.

Aplicando a teoria obtida nesta tese a um cone em R*, encontramos uma nova
familia de hipersuperficies préprias de Dupin em M™*'(k), k = 0,+1 com curvatura
de Moebius nao constante. Vale ressaltar que este cone é, a menos de transformacao de
Moebius, a tinica hipersuperficie de Dupin em R*, de curvatura de Moebius constante,
parametrizada por linhas de curvatura, veja [23]. Analogamente, aplicando os resulta-
dos obtidos em uma esfera em R"*!, encontramos uma nova familia de hipersuperficies

préprias de Dupin em M"*!(k), k = 0,£1 com curvatura de Lie ndo constante.

No Capitulo 1, apresentamos resultados gerais sobre hipersuperficies em formas
espaciais. Também relembramos a definicao de transformacao de Ribaucour e alguns
teoremas sobre tal transformagao, obtidos por Corro-Ferreira-Tenenblat em [5], no

espago euclidiano e por Tenenblat-Wang em [24], na esfera e no espago hiperbdlico.



No capitulo 2, provamos os dois resultados principais deste trabalho. Consideramos
uma hipersuperficie orientavel M™ C R""!, parametrizada por linhas de curvatura
ortogonais, e a hipersuperficie da esfera S"! (respectivamente do espago hiperbdlico
H+) s 1(M), obtida pela aplicacdo inversa da projecio estereografica quando k = 1
(respectivamente projecdo estereografica hiperbélica quando & = —1). No primeiro
teorema (Teorema 2.1), a partir das transformacoes de Ribaucour de M em R,
fornecemos transformagoes de Ribaucour para ' (M) em M"!(k), k =1 ou —1. Em
seguida, estudamos a comutatividade da transformacao de Ribaucour com a projegao
estereografica, provando no segundo teorema (Teorema 2.2) que as transformagoes
de Ribaucour, dadas no primeiro teorema, comutam com a projecao estereografica.
Esses teoremas mostram que as familias de hipersuperficies que sao transformacoes
de Ribaucour de M e m (M) comutam com a projecdo estereografica, isto é, dada
uma hipersuperficie associada a M existe uma hipersuperficie da familia associada a

1 .~ ’
T (M) que comuta com a projegao estereografica.

No capitulo 3, estudamos hipersuperficies de Dupin em formas espaciais, para-
metrizadas por linhas de curvatura ortogonais. Fornecemos condi¢oes necessarias e
suficientes para que a transformagao de Ribaucour leve hipersuperficie de Dupin em
hipersuperficie de Dupin, estendendo o resultado obtido no espago euclidiano, em [5].
Além disso, provamos um resultado analogo ao Teorema 2.2, restrito as hipersuperficies
de Dupin, isto é, obtemos um teorema de existéncia de transformacoes de Ribaucour

para hipersuperficies de Dupin que comutam com a projecao estereografica.

No capitulo 4, apresentamos duas aplicagoes dos resultados obtidos nos capitulos
anteriores. Estudamos as transformacoes de Ribaucour de uma esfera M™ C R**! e
de um cone tridimensional em R*, cuja curvatura de Mdoebius é constante. Utiliza-
mos alguns teoremas, obtidos em [5] e em [24], para fornecer as transformagoes de
Ribaucour localmente associadas a esfera e ao cone. Em seguida, usamos um teorema
obtido no capitulo 3 para caracterizar quais dessas transformagoes sao hipersuperficies
de Dupin. Utilizamos os teoremas de comutatividade para obter as correspondentes
hipersuperficies em M"'(k), k = 1. Obtemos novas familias de hipersuperficies de
Dupin. Mostramos que, genericamente, as que sao associadas a esfera nao tém curva-
tura de Lie constante e as que sao associadas ao cone nao tém curvatura de Moebius

constante.

Dada uma hipersuperficie M™ C R™™! e a inversa de sua projecio estereogréfica



w1 (M) em M™(k), k = %1, as transformagoes de Ribaucour de M e de 7' (M) for-
necem familias de hipersuperficies associadas. O teorema de comutatividade (Teorema
2.2) prova que estas familias comutam com a projecao estereografica, isto é, dada uma
hipersuperficie da familia associada a M, existe uma hipersuperficie da familia associ-
ada a (M) que comuta com a projecdo estereografica. No capitulo 4, mostramos

que isto nao ocorre se considerarmos quaisquer hipersuperficies das duas familias.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo fornecemos algumas defini¢oes e apresentamos alguns resultados que

serao utilizados nos capitulos posteriores.

1.1 Hipersuperficies em Formas Espaciais

Nesta secao apresentamos alguns resultados obtidos sobre as hipersuperficies em

formas espaciais, parametrizadas por linhas de curvatura ortogonais.

Considere o espago L"™? = {z = (z1, ..., Tn42) € R"™?} munido do produto interno

n+1

<ZE, y> = ijyj — Tp+2Yn+2- (11)
j=1

Um modelo para o espaco hiperbélico é a subvariedade
H"™ = {z e L""?/(z,2) = —1}.

Considere uma hipersuperficie orientavel M™ C M"*'(k), onde M 1(k) = R™*!
se k=0, M"Y (k) =S C R se k =1e M"(k) = H""' € L"*2 se k = —1.
Seja e;, 1 <1 < n, um referencial ortonormal tangente a M e N um campo de vetores

unitarios e normais, localmente definido em M. Denotaremos por w; as 1—formas duais



Capitulo 1. Preliminares

aos campos de vetores e; e por w;;, 1 <7 < n, as formas de conexao determinadas por

dwi = E Wi A Wiis Wiy + Wi = 0. (12)
J#
Considerando a conex@o normal w;, 11 = —w,y1; = (de;, N), temos que as equagoes

de Gauss e Codazzi sao dadas, respectivamente, por

n
dwij = Z Wik VAN Wkj + Win+1 VAN Wn415 — l%wi A Wy (13)
k=1
e
n
dwmﬂ = ZUJU VAN Win+1- (14)
k=1

Considere as conexdes Riemannianas em M (k) e M, dadas respectivamente por V
e V. Seja B a segunda forma fundamental de M e S o operador linear e auto-adjunto

associado a B, definido por: S : T,M — T,M, p € M, de forma que

(S(x),y) = (B(z,y),N(p)), Vx,ye€T,M.

Chamamos de curvaturas principais de M os autovalores de —S e de direcoes principais

os autovetores correspondentes.

Supondo que a hipersuperficie M"™ Cc M"*'(k), k = 0,%1, é parametrizada por

linhas de curvatura ortogonais, Y (u1, ..., u,), a primeira forma fundamental de M é a

n
1—forma I = E w?, onde w; = a;du; e a; = |Y;|, sendo Y, a derivada parcial com
i=1

)

) o TR Y
respeito a u;. As direcOes principais sao os campos de vetores e; = —. Desta forma,
Q;
temos que

1

a;a;

wij = — (=i w; + ajw;) , 1 <4, j <n, (1.5)
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e que os simbolos de Christoffel sao dados por

rk —o. 1t =2 M =275 i Wt
. Y 1. ) 1 ? 1 b
J J a; (a;)? a;

para i, 7, k distintos.

De fato, para mostrar (1.5), observe que w;; ¢ uma 1-forma, entao
n
wij =), Afj,
k=1
onde A, € R. Porém, de (1.2) segue que

k k
Al =—A

b 1<kij<n

O que implica

AP =0 1<k,i<n.

(1.6)

(1.8)

Além disso, substituindo (1.7) na expressao de dw; em (1.2) e aplicando a um par de

vetores e;, e, i # 8, segue que dw;(e;, e5) = Al,. Por outro lado, como w; = a;du;, temos

a/,
que dw; = da; A du;, logo, dw;(e;, e;) = ——>. Assim,
a;Ag

. a;
i 2,5 .
A, =———, i#s.

Q;Qg

Analogamente, como dw;(e;, es) = 0, Vs # i,t # i, segue que A, = AL Vs £ i,t # i.

Porém, usando (1.8) temos que

A;, =0, paraz,s,t distintos.

k

Portanto, substituindo as expressoes de Ay,

vale (1.5).

10

obtidas acima, em (1.7), concluimos que
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A expressao (1.6), segue diretamente da definicao dos simbolos de Christoffel, dada

por

n

1

F;?j ~ 9 Z (gjni + Grig — Gij)
=1

onde g;; = a?d;; e (g) é a matriz inversa de (gi).
Como as curvas coordenadas sao linhas de curvatura, temos também que

dN(@l) = )\iei, Win+1 = —/\Zwi. (19)

Sendo assim, as equagoes de Codazzi (1.4) se reduzem a

dXi(ej) = (N = Aj)wij(ed), i # J-

A proposicao seguinte nos d4 uma propriedade sobre as hipersuperficies em M (k),
k = 0,41, parametrizadas por linhas de curvatura ortogonais, que serd muito utilizada

nos préximos capitulos.

Proposicao 1.1. Seja M™ C M(k), k = 0,41, uma hipersuperficie orientdvel para-
metrizada por linhas de curvatura ortogonais, Y : U C R* — M"™, com a; = |Y,],

1 <i < n, =\ curvaturas principais e N um campo de vetores unitdrios normais a
M. Entao,

. a; j (7 Qg j Q; L Lo
(i) (—j) =2 =L W) s distintos,
)8

a;a; a; asa; a;Q;

ik O 1 irj 1 i - o
(i) Z Gik Gk | (&) + (GL) + XA+ k=0, i jdistintos.
ot j '

: a;ap A;ag a;Q; Q; a;Q; a; i
kj

11



Capitulo 1. Preliminares

Demonstragao: (i) Aplicando a equacao de Gauss (1.3) a um par de vetores e;, e,

e considerando a equagao (1.5), obtemos

Qis Qs
dw;;(e;, es) = ﬁﬁ, i,7,s distintos. (1.10)
1l Uglly

Por outro lado, calculando a diferencial de w;; em (1.5), temos que

dw;; = —d (al—3> A w; — ﬂdwz‘ +d (&) Awj+ — dws, (1.11)
a; j a;

a;Q;

o que implica que

dwij(ei es) = — [ —2 ) + =222 4 j, s distintos. (1.12)
Qg ;a5 5 ;a5 A;0g

Assim, igualando as expressoes (1.10) e (1.12) obtemos o desejado.

(i2) Aplicando a equagdo de Gauss (1.3) a um par de vetores e;, e; e considerando

a equacao (1.5), obtemos

Qi ke Ajk -
dw;j(e;, €5) = — Eﬁ — (NiAj + k). (1.13)
kti k Wik
ki

Por outro lado, da equagao (1.11), temos

dwij(es,ej) = d < i ) (e;) — " dw;i(e;, ) + d (h) (€:) + éj’i.dwj(ei’ ;).

a;Q; a;Q; a;Q;

Porém, aplicando a equacao (1.2) ao mesmo par de vetores e;, e; e usando a equacao
(1.5) novamente, segue que
@i,

a/. .
dwi(eia e]) = _aiaj € dw](elaej) = Cli]a;,

logo,

12



Capitulo 1. Preliminares

1 » | . )2
Q. a;aj j a;aj a; a;a;j i a;a;j

Assim, igualando as equagoes (1.13) e (1.14) e usando o fato que

2
Qi 1 [ai, &)
( ] > :_ ] 2 ,paraz#],
CL,LCLJ g a; CL] g CLZ- CL]

concluimos a demonstracao.

Observagao 1.1. A expressao (ii) da Proposigao anterior, poderia ser obtida também
usando a expressao da Equacao de Gauss em termos dos simbolos de Christoffel, dados

por (1.6), para uma parametrizacao por linhas de curvatura ortogonais.

O resultado abaixo, segue diretamente das expressoes dos simbolos de Christoffel,
dados em (1.6). O colocamos em forma de Lema por utilizd-lo com frequéncia nos

capitulos seguintes.

Lema 1.1. Seja M™ wma hipersuperficie orientdvel em R™, parametrizada por li-

nhas de curvatura ortogonais, Y : U C R* — M™ C R"™, onde a; = |Y,|, 1 <i < n,

R o S
e; = —= direcoes principais, —\; curvaturas principais correspondentes e N um campo
a/,

? ey . ~
de vetores unitdrios normais a M. Entado,

. Qq,j ji
(1) (YY) = =2 (Y, Ya) + 2= (V) Y)),
a; a;
(u)zla”“ YY>+1 1<YY.> + M (Y,N) =1
7k al P 7Z‘ (2 Y - )

Qg QG Q;

(ii3) Z ( Y, Y, )2 +(Y,NY = |V~

13
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Demonstragao: (i) Pelas expressoes dos simbolos de Christoffel, dadas em (1.6),

temos que

5]

Yy = > TEYa+TLY+TLY,;

k#i
k#j
@i,j @ji
= Y+ Y
a; Q;

O resultado segue, fazendo o produto interno de Y;; por Y.
(ii) Pelas expressoes dos simbolos de Christoffel, dadas em (1.6), temos que

Yi = Y TEYi+T5Y:— AalN

ki
aal a’Z’L
= - kYkJr—Y- AN,
ki k

entao,

1 q 1 /1
LGk yyy —(—<m>) A Y N)
A A;GE a; i j

ki

a; 1
= Z kg (Y, Vi) — —3<YY> a2 (YQ,YDJF@(Y;YM‘*‘)\MYJW
1 1
=~ (YY) +1+ = (Y, Yy)

K3 ’L

(i1i) Imediato, basta observar que a imersao Y pode ser escrita como combinacao

linear dos vetores ey, ...,e, N.
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Capitulo 1. Preliminares

1.2 Transformacao de Ribaucour em Formas Espa-

ciais

Nesta secao fornecemos a defini¢ao de transformada de Ribaucour de uma hipersu-
perficie M™ C M(k), k = 0,%1, e em seguida apresentamos alguns resultados obtidos
por A. Corro, W. Ferreira e K. Tenenblat em [5] e por K. Tenenblat e Q. Wang em

[24], que utilizaremos com frequéncia nos capitulos seguintes.

Definigao 1.1. (i) Uma congruéncia de esferas geodésicas em M (k) é uma familia a
n—parametros de esferas geodésicas em M (k), tal que o conjunto de centros das esferas
geodésicas é uma hipersuperficie de M (k) e o raio das esferas geodésicas é uma funcao

diferenciavel definida na hipersuperficie.

(ii) Uma involuta de uma congruéncia de esferas geodésicas é uma subvariedade
n—dimensional M de M (k), tal que cada ponto de M é tangente a uma esfera geodésica

da congruéncia de esferas geodésicas.

(iii) Sejam M e M hipersuperficies em M (k). Dizemos que M e M estio associadas
por uma congruéncia de esferas geodésicas, se existe um difeomorfismo [ : M — M
tal que, nos pontos correspondentes p e l(p), M e M sdo tangentes & mesma esfera

geodésica da congruéncia de esferas geodésicas.

Um caso especial importante do item (iii) é quando dl aplica n campos vetoriais

ortonormais principais de M em n campos vetoriais ortogonais principais de M.

Definigao 1.2. Seja M uma hipersuperficie orientdvel em M"**(k), k = 0,£1. Su-
ponha que existam n campos vetoriais principais ortonormais eq, ..., e, definidos em
M. Uma hipersuperficie orientdvel M C M Y(k) estd associada a M por uma trans-
formacao de Ribaucour [, com respeito a ey, ..., e,, se existem uma funcao diferencidavel
h: M — R e um difeomorfismo [ : M — M e campos vetoriais normais unitérios N e

N de M e M, respectivamente, tais que
(a) exp,h(p)N(p) = expyyh(p)N(I(p)), para todo p € M;

15
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(b) O subconjunto S = {exp,h(p)N(p)/p € M} é uma subvariedade n—dimensional
de M™(k);

(¢) di(e;), i =1, ...,n, sdo direcdes principais ortogonais em M.

Observagao 1.2. A condicao a) da defini¢ao acima, equivale a dizer que

p+hp)N(p) =1p) +hp)N((p), YpeM, sek=0,
p+tg(h(p))N(p) = U(p) + tg(h(p)N(I(p)), Vpe M, sek=1,

p+ tgh(h(p))N(p) = l(p) + tgh(h(p))N(I(p)), Vpe M, sek=—1,

Observacgao 1.3. A transformacao de Ribaucour acima é inversivel no sentido que
existem n campos vetoriais principais ortonormais €y, ..., €, definidos em M, tal que M

esta associada a M com respeito a €y, ..., €,.

Podemos considerar uma defini¢ao local.

Definicao 1.3. Seja M uma hipersuperficie orientdvel em M (k), k = 0,41. Su-
ponha que existam n campos vetoriais principais ortonormais ey, ..., e, definidos em
M. Dizemos que uma hipersuperficie M C M (k) esté localmente associada a M por
uma transformacao de Ribaucour [, com respeito a ey, ..., e,, se para qualquer § € M,
existem uma vizinhanca V de § em M e um subconjunto aberto V. C M tal que V
estd localmente associada a V' por uma transformacao de Ribaucour [/, com respeito a

€1y...,En.

Teorema 1.1. Seja M™ uma hipersuperficie orientdvel em M™*(k), k = 0,%1, pa-
rametrizada por linhas de curvatura ortogonais, Y : U C R" — M", onde a; = Y|,

1 <1 <n,e= % direcoes principais, —\; curvaturas principais correspondentes e
(2

N um campo de vetores unitdrios normais a M. Uma hipersuperficie M" C M (k)

estd localmente associada a M por wma transformacao de Ribaucour l, com respeito a

€1,...,e, Se, e somente se, existem funcoes diferencidveis W, Q,Q; -V C U — R que

sao solugoes do sistema de Ribaucour:

16
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Ql] = G_;ij J 7é 2,
Q 7 - CLiQZ,
W, = —X\ak,

satisfazendo

WS(W + \Q)(S — QT;) £ 0,

eY :V CR" — M, uma parametrizacio de M, dada por

- 2k 20
Y = (1— 5 )Y—g(;lek—WN>,

onde

S=> O+ W+ k0
k
Neste caso, o campo normal unitdrio a M ¢é dado por

- 2W _
N:N+T (%:lek—WNMQX).

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

Observagao 1.4. A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em [5] e em

[24].

Observagao 1.5. Nas hipéteses do teorema acima, considerando M e M localmente

associadas por uma transformacgao de Ribaucour [, com respeito a ey, ..., e,, dizemos

também que M esta localmente associada a M por uma transformagao de Ribaucour

[Y de Y, ou que Y dada por (1.17) é uma transformagao de Ribaucour [¥ de Y.

17
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Teorema 1.2. Seja M™ uma hipersuperficie em M™ (k) parametrizada por linhas de

curvatura ortogonais, Y : U C R™ — M™, onde a; =|Y;|, 1 <i<n, e = % direcoes
principais, —\; curvaturas principais correspondentes. Considere M" C J\lZ (12:) uma
hipersuperficie, localmente associada a M por uma transformacdo de Ribaucour 1Y de
Y. Entao, os coeficientes da primeira forma fundamental e as curvaturas principais de

M, para cada 1 < i < n, sio dados por:

S —QT; - WT+ XS
A, = —G P = Ta om 1.2
a g4 e S_or (1.20)
onde Q, Q; e W satisfazem o sistema (1.15) e
Qi ik 7
T=24 24> R0 - WA +EQ ). (1.21)
a; oy ;g

Observagao 1.6. A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em [5] e em
[24].

18



Capitulo 2

Transformacao de Ribaucour e

Projecao Estereografica

Neste capitulo, provamos os dois resultados principais deste trabalho. Conside-
ramos uma hipersuperficie orientdvel M™ C R"™"! e a hipersuperficie da esfera S™*!
(respectivamente do espaco hiperbdlico H" ™) T '(M), obtida pela aplicacdo inversa
da projecdo estereografica quando k = 1 (respectivamente projecio estereografica hi-
perbélica quando k = —1). No primeiro teorema (Teorema 2.1), a partir das trans-
formacoes de Ribaucour de M em R™™!, fornecemos transformacoes de Ribaucour para
7' (M) em M™(k). Em seguida, estudamos a comutatividade da transformacao
de Ribaucour com a projegao estereografica, provando no segundo teorema (Teorema
2.2) que as transformagoes de Ribaucour dadas no primeiro teorema comutam com
a projecao estereografica. Esses teoremas mostram que existem transformacoes de

Ribaucour de M e 7 '(M) que comutam com a projecio estereografica.

2.1 Projecao Estereografica e Projecao Estereografica

Hiperbdlica

Nesta se¢ao estudamos as aplicagoes inversas 7 ! da projecao estereografica, quando
k =1 e da projecdo estereogréfica hiperbdlica, quando k = —1. Consideramos uma

hipersuperficie M™ C R™™! e descrevemos as primeira e segunda formas fundamentais
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Capitulo 2. Transformacao de Ribaucour e Projecao Estereografica

de m'(M) C M™'(k), em termos das primeira e segunda formas fundamentais de M.

A partir desta secao vamos considerar parametrizacoes de varias hipersuperficies
simultaneamente. Para tanto, vamos introduzir a notagao a , —A!, NV, aX, —\¥,
NX, com indice superior Y ou X, para denotar a primeira forma fundamental, as
curvaturas principais e o campo normal das hipersuperficies parametrizadas por Y ou

X respectivamente.

Seja M™ C R™*! uma hipersuperficie orientével parametrizada por linhas de cur-
vatura ortogonais, Y : U C R" — M™, com a) = |V, 1 <i < n, —\} curvaturas
principais ¢ N¥ um campo de vetores unitarios normais a M. Considere 7z, k = =+1,
a projecao estereografica quando k = 1 e a projecao estereogréfica hiperbélica quando
k= —1. Seja X = 7rl-€_1 oY :U CR" — M"(k), k = £1. Nosso objetivo nesta secio

é descrever aX e A\X em funcio de a} e \}.

Considere a seguinte notacao
(e, k=21,

que representa o produto interno euclidiano, quando & = 1 e o produto interno hi-

perbélico, quando k = —1 dado por (2.1). Isto é, para =,y € M(k), k = %1, temos,
n+1

(T, )5 = Z TiYi + KT i2Unta- (2.1)
k=1

Lema 2.1. Considere a aplicacdo inversa da projecdo estereogrdfica, quando k =1 e

a aplicacdo inversa da projecao estereogrdfica hiperbdlica, quando k = —1,
. RnFL — Gntl . sek=1,
o _
F R — §7(1) — H™™ | se k= —1.
Entao P ’
2 yl©—
—1
. = |(y+ ——¢, ) 2.2
) = T (v e 22)
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onde &,y = (0,1), com 0 € R*1. Além disso,

1

(i) a aplicagio 7~ ¢ conforme com fator de conformidade

R - R . sek=1 de () 2 2.3)
: _ , onde = —7. .
Tl RS SR, sek=—1 YW =T
(it) Se v € T,R™ temos
d(m )y (w) = y(y) { =k (you) 7 (1) +u+ (y,u) Ensa } - (2.4)

Demonstracgao: (i) Considere as aplicacoes I' : R*™! — R e f: Rl — R*H2

dadas por

2 yl* — &
I'(y) := = =
W TP

Entéo, para todo u € T,R"*!| temos
dUy(u) = =k (y) (y,u) e dfy(u) = u+ (y,u) e

Como 7; '(y) = I'(y) f(y), obtemos

d(m)y(u) = dTy(u)f(y) + T (y)df,(u)

%@H)+F@Mu+@mmmg

= T(y) (k@ w) 7 (y) +u+ (y,u) Ensa) -
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Logo, para todos u,v € T,R"™ segue que

<d7T;1 (u), dw;l(v)>k

= T2(y) | g, u) () B — () (3,0 (<y,v> RS Ul kﬂ

© ) | Tk ) (<y,u> () k) T {uv) + R {y,u) <y,v>] .

O que implica

<d7ry_1(u), dﬂy_l(v»k

= T%(y) (u,v) + T2 (y)k (y, u) (y,v) [2 —20(y) (1 + %WH

. ¢ uma aplicagao conforme e seu fator de conformidade é v(y) =

Portanto, =

2
1+ klyl*

(ii) Segue diretamente do fato que y(y) = I'(y) e da expressdo de d(r; '), (u), ob-

tida anteriormente, concluindo a demonstragao.

22



Capitulo 2. Transformacao de Ribaucour e Projecao Estereografica

Observacao 2.1. Seja M™ uma hipersuperficie orientdvel em R" ™!, parametrizada por
linhas de curvatura ortogonais, Y : U C R" — M". Considere X = 7 oY :UcCR" —
M™(k), onde m ' é dada em (2.2). A partir de agora, quando k = —1 consideraremos
apenas os pontos de M" onde a aplicacao inversa da projecao estereografica hiperbdlica
771 esté definida, isto é, os pontos de M™ tais que |Y (u)| # 1. Neste caso, X = 7-{oY
poderd ter duas componentes conexas, X (u) € HI™ se |[Y(u)] < 1e X(u) € H"™ | se
|Y (u)| > 1, onde

HY = {x = (21,...,0p42) € H" 2000 > 0}, H'' = {2 € H" 1,40 < 0}. (2.5)

Lema 2.2. Seja M™ uma hipersuperficie orientdvel em R, parametrizada por linhas
de curvatura ortogonais, Y : U C R"™ — M", com a} = |V, 1 < i < n, =\
curvaturas principais e N¥ um campo de vetores unitdrios normais a M. Considere
a aplicacao 7T’—;1, dada em (2.2), cujo fator de conformidade € vy, dado em (2.3). Seja
X=mn'oV :UCR"—= M"(k), k=+£1 e defina

2

Y (u) = W, u=(uy,...,u,) € U. (2.6)

ondeu €U, sek=1eucU com|Y(u)|#1, se k=—1. Entdo

()Xo, X ) = (77)(a))?0;.

ox A (V) o o
(i) N* = ————= € um campo vetorial unitdrio, normal a imersio X.

Demonstragao: (i) Como X =7
-1
k

SloY, temos que X; = d(m'),(Y;). Além

disso, pelo Lema 2.1, a aplicacao 7, ~ é conforme, logo

(Xo Xg)p = (dlm )y (Ya), d(m )y (Y));
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(it) Devemos mostrar que <NX,X>E = <NX,X,,~>E =0e <NX,NX> = 1. Como a
-1
k

k

aplicagao 7~ é conforme, segue que

(N*,N¥); = 1)2 (d(m )y (NY), d(m )y (NY)),

(VY
— (W)
1.

Temos também que,

<NX7X,i>;; = <d(7ri<;—1)y(NY)vd(ﬂ';g_l)y(y,i»;;

(N*.Y5)

I
= Q*<| -

Observe que da equagao (2.4),
d(mg), ' (NV)

A
RV N) Y (y+

NY =

Y]? — &
2

fn+2) +NY + <}/7 NY> Enr2,

e da equacgao (2.2),

Y2 -k
X =7 (Y+’ - sw).

Entao,

, -
(N¥, X)p = —15<Y,NY><X,X>,;+7Y<NY+<Y,NY>£n+2,Y+'Y'2 k§n+2>

k

_ Y Y Y 7Y Y ’YP_]%
= —(Y,N")++" (N"Y) +ky" (Y,N") 5
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Na tltima igualdade, usamos o fato que v¥ é dado por (2.6). Finalizando a demons-

tragao.

Finalizamos esta secao com o proximo teorema, que caracteriza as primeira e se-
E
hipersuperficie, em funcao das primeira e segunda formas fundamentais de tal hiper-

gunda formas fundamentais da inversa da projecao estereografica 7> = aplicada a uma

superficie.

Proposicao 2.1. Seja M™ C R™! uma hipersuperficie orientdvel parametrizada por
linhas de curvatura ortogonais, Y : U C R* — M", com af = |Y;|, 1 <i<n, =}
curvatura principais e NY um campo de vetores unitdrios normais a M. Considere
a aplicagcao inversa da projecao estereogrifica 7T]—;1, k = +1, dada em (2.2) . Sejam
X=n'oY :UCR"—= M""(k), k==l e~" dada por (2.6). Entdo, as primeira
e sequnda formas fundamentais da imersao X sao dadas, respectivamente, por:

(i) a¥ =~"a),

Y
(i) \Y = ?y_y RV, NYY.

Demonstragao: (i) Segue do Lema 2.2 (i) que

concluindo a demonstragao.

(ii) Pelo Lema 2.1 (ii) temos
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X = d(m)y (V)
YAk, Y) X +Y,;+ (YY) &nin}

?T‘ |

Por outro lado, pelos Lemas 2.2 (ii) e 2.1 (ii),

N¥ = —E(Y,N") X + N" + (Y,N") &0
Derivando esta expressao com respeito a varidvel u; e usando (1.9), segue que
NY = —k(Y,N))X —k(Y,N")X;+ N} +{Y,NY) &2

= —k{Y,N)X;+\ (kYY) X+ Y, 4+ (Y,Y;) &i0)

(g — kY, NY>) X

v

Portanto,

Concluindo a demonstracao.

2.2 Comutatividade

Nesta secao, estudamos a transformacgao de Ribaucour de hipersuperficies para-

metrizadas em M""1(k), k = 1. Caracterizamos uma tranformacio de Ribaucour
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em M" (L), em termos de uma transformagao de Ribaucour em R"™!. Em seguida,
demonstramos o teorema de comutatividade da transformacao de Ribaucour com a

projecao estereografica.

Iniciamos com um lema que sera necessario para a demonstragao dos resultados

principais desta secao.

Lema 2.3. Seja Y : U C R® — R""! wma hipersuperficie parametrizada por linhas de

curvatura ortogonais em R™™ onde a; = Y|, 1 <i < n, ¢, = = diregdes principais,
a;

—\; curvaturas principais correspondentes e N um campo de vetores unitdarios normais

aY. Sejam Q, W eQ; : U CR" - R, i =1,...n, funcoes diferencidveis,

Szzn:Qz+W2

k=1
e
TZZQ{ Lyt —W)\Z}
@i G Gilk
Defina

AY:§{21<xxk>m—w<xN>—9}. (2.7

a
=1k

Considere k = +1 e defina as funcoes

Q = 7"Q,
W = W+ {(Y,N)Q
+;Y/<1’ )&, (2.8)
Q’L = Z_L<T> Qa
i\ /)
X—A’ k{(Y,N 7 =Y
Z_’}/_Y_ <7 > € a; =7 Qg

onde a funcio v¥ ¢ dada por (2.6). Sejam
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S=Y Qi+ W?+k(Q)?
k=1
e —
_ 9 a _
E:2{ L ““Qk—WAier}
a; vy a;ag

Entao, seqguem as sequintes relagoes algébricas:
i) S = S(1 - kyY¥QAY);
oy 1 =y
i) T, = —1; — kA" S;
v
iii) S — QT; = S — QT;;

w) W+ N0 =W + \Q.

Demonstracdo: i) Pela definicao de S, temos que
S = Y (W) + (W) + k()

k=1

7V Sy 2 7 YO\
=y Qk——(—> Q + [WH+E (Y,N)Q]" +k (1" Q)
k=1 ar \7 k
a "1 /1 ’ 1 /1
_ )2+ (W) + —(—) Y)Y — 2970 —<—) Q
kl( k) + (W) 2w\ ), (V9 -2y ;ak )

+ (N2 (7VQ) 2 (Y, N Y Q + k()

O que implica
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+(Y,NY +kp —2ky" (Q)?

2
_ "1 /1
- s {ER )
o1 E\Y &
1 1 _ _
—k — Qp — kW (Y,N) — kQ 3.
&

Porém, sabendo que v¥ = ————, temos
L N AP

(%) = (YY) (2.9)

)

Usando este fato, o Lema 1.1 (iii) e a definicio de AY dada por (2.7), segue o desejado.

i1) Pela definicio de T;, usando a Proposicio 2.1 e em seguida o Lema 2.1, temos que

no | 3
=
8
=

1 1 1 a;p
o\ Ty
g \7" /7 GiGg

Y o ayp a;a Y
s Uk ik ’Y

_ 1L ota-q 1 ik (i) +1
Y k
"1 /1 _ _ _
~ { —<7—Y> Qk—kW(Y,N>—k;Q}—kQ.
k

O que implica
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TR

T 1T, kAY
2 AY 2

v

Na ultima igualdade, usamos o Lema 1.1 (ii) e a defini¢do de AY.

A demonstracao de #it) e iv) segue diretamente da defini¢ao (2.8) e das relagoes %)

e 4t).

O teorema a seguir, fornece funcgoes diferenciaveis que satisfazem o sistema de Ri-
baucour para hipersuperficies na esfera e no espaco hiperbdlico, a partir de funcoes
que satisfazem tal sistema para hipersuperficies no espaco euclidiano. Mais especifica-

mente, considere Y : U C R" — R"*! uma hipersuperficie parametrizada em R"*! e
-1
k

nos fornece transformacoes de Ribaucour [X de X em M"(k), a partir das trans-

seja X = 7' oY uma hipersuperficie parametrizada em M"*(k), k = %1, o teorema

formacoes de Ribaucour ¥ de Y em R"*!,

—1 _ _

Y (U) C R . . X(U) C M™(k)
Y IR

Y(U) c R*! X(U) ¢ M"™Y(k)
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Teorema 2.1. Seja M™ C R™™ wma hipersuperficie orientdvel, parametrizada por li-

nhas de curvatura ortogonais, Y : U C R™ — M", onde a] =|Y;|, 1<i<n, e = a—;
dire¢oes principais, —)\ZY curvaturas principais correspondentes e NY um campo de vze-
tores unitdarios normais a M. Suponha M" ¢ R*! uma hipersuperficie, localmente
associada a M por uma transformacao de Ribaucour, onde Q¥ , WY QY :V CcU - R
sao fungoes diferencidveis satisfazendo o sistema de Ribaucour (1.15) e a condigdo
(1.16) para a imersao Y. Considere a aplica¢do inversa da projecao estereogrifica 71']—;1,
k = £1, dada em (2.2). Sejam X = 7r]—€_1 oY : U C R* = M"Y (k) e ~Y, dada por
(2.6). Considere AY definida por (2.7) e

V={(ug,..,un) €V/ (WY + k7" (Y,N")YQ) (1 —kyYQ"AY) £0}.  (2.10)

Seja X : V — M" (k) a hipersuperficie parametrizada dada por (1.17), isto ¢,

. 2k (QX)? 20X Xk X oy
k k

QX — 'YYQY7
WX — WY_I_]%,VY <KNY> QY,

2.12
X Y ’Yy(l) Yy ( )
Qr = QF ——(—= | QF.

A ? Y

e §% = SO0+ (W) + KOY)

Entio, X € uma transformacao de Ribaucour I de X.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.1, devemos mostrar que as fungoes definidas em

(2.12) satisfazem o sistema de Ribaucour (1.15) e a condigao (1.16) para a imersao X.

Por hipétese, QF, WY e QY satisfazem o sistema de Ribaucour (1.15) para a

imersao Y, entao derivando 2% com respeito a varidvel u; e usando a Proposicao 2.1(i)
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Capitulo 2. Transformacao de Ribaucour e Projecao Estereografica

obtemos,
OF = 7+

Y
_ Y[y o Vi O
- 7 7 7 ’}/Y(IY

= a'QF. (2.13)

Derivando WX com respeito & varidvel u; e usando a Proposicao 2.1 novamente, temos

Y
WY = ¥+ (k”y}; (Y,NY) - AYZ—Y) QY + By (Y, NV) QY

YOY /\z/ 1. Y YOY /\3/ 1. Y

= =N (YN +450Y)

_ X XX
= —X'a; Q.

Na tltima igualdade usamos a equagao (2.13). Por fim, derivando ¥ com respeito a

variavel u;, j # ¢, obtemos usando (2.12) e a Proposi¢ao 2.1 que

Y Y Y
QF = ZOY 4+ Xoabaf - | - <— QY
i\ Y g Y Y Y5t Y \ oY
a; a; a; \7" /i i

Observamos que,
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YL _wa (AN a1
];;ny Y Y
J,t 2,]

= - oY <Yv YZJ) - Y <Y’ Y:]> - oY <Y> Y:l>
7 j 7

Onde na peniltima igualdade usamos (2.9) e na tltima, usamos o item i) do Lema
1.1. Voltando em (2.14), concluimos que as fungoes definidas em (2.12) satisfazem o

sistema de Ribaucour (1.15) para a imersao X.

Ainda falta mostrar que tais fungoes satisfazem a equagao (1.16) para a imersao X,

isto é,
WESX WX £ N (S —QXTF) #0 em V.
Pelo Lema 2.3,

SX = 8 (1— kY QY AY),
SX _AXQX = 8 — VY
WX A58 =Y 1Y,

Observe que, como Y, QY e WY satisfazem a condigio (1.16) em V e

V={(ur,.oun) €V/ (WY + k7" (Y,N)YQY) (1 - ky"QVAY) £0} C V,
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segue de (2.12) que QX QX e WX satisfazem a condigao (1.16) em V. Concluindo

a demonstracao do teorema.

No préoximo teorema vamos considerar a propriedade de comutatividade da trans-

formacdo de Ribaucour em M"*!(k), k = £1, com a projecio estereografica.

Teorema 2.2. Seja M™ uma hipersuperficie orientdvel em R™!, parametrizada por

. , . Y,
linhas de curvatura ortogonais, Y : U CR™ = M", coma) = |Y;|,1<i<n, e = —;
a:

(2
diregoes principais, —\) curvaturas principais correspondentes e NY um campo de ve-

tores unitdrios normais a M. Considere M C R™* localmente associada a M por uma
transformacao de Ribaucour 1Y deY e seja’Y a parametrizacio de M dada em (1.17),
onde as funcoes diferencidveis QY WY QY satisfazem o sistema de Ribaucour (1.15) e
a condi¢ao (1.16) para a imersioY . Seja X = 7T’—;10Y7 k=41, onde 7T,—;1 ¢ a aplicacao
inversa da projecao estereogrdfica dada em (2.2). Entdo existe uma transformacgao de

Ribaucour I de X tal que

oY, com Y = considere X definida

L EY
em (2.11), onde as fungoes X, QX e W¥ sdo dadas em (2.12). Desta forma, o Teorema

Demonstracao: Sendo X =7

2.1 nos garante que X ¢ localmente uma transformacao de Ribaucour X de X.

Considere ainda, a hipersuperficie parametrizada em M"*!(k), dada por
Z=m oy,
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2

onde o fator de conformidade é 7’7 = —\
1+ k|Y)?

Para provar o teorema, é preciso mostrar que as primeiras e segundas formas fun-

damentais de Z e X coincidem, isto é, devemos mostrar que ;¥ = a? e que \¥ = \Z.

Primeiro vamos obter uma relacdo entre v¥ e ~¥.

Sabemos que a imersao Y é dada por (1.17) onde M C R™!, entéo

- 20Y Y
Y=Y - (ZQ{Q—;“—WYNY) (2.15)
k k

n

Assim, usando o fato de que S¥ = Z(QkY)Z + (WY)?2, temos

k=1
Yaps 2 4QY - 1 Y Y Y Y
VP = VP D 5 (V) =W (Y, NY) -0
k=1 k
= |[Y]?-20YAY,

onde usamos (2.7) na ultima igualdade. Portanto, segue que

1 1+EYP
w o 2
1+ kY2 -
_ +T|| _ QYA
1 — kY QY AY
pr— P}/Y .
O que implica que
Y
v _ Y
VT oA (216)
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Agora observe que, como X é uma transformacao de Ribaucour [* de X e Y é uma

transformacao de Ribaucour ¥ de Y, pelo Teorema 1.2, temos que

A SX i A SY 7
Por outro lado, sabemos que X = 71']—;1 oYeZ = 7T]—c_1 oY, entdo, pela Proposi¢io 2.1(1)
segue que
o =7"al, e af =77a)

Logo, diante da afirmagao (2.16) e usando o Lema 2.3 e a Proposigao 2.1, obtemos

SX — QXTX

S
_ SY_QYTZY Y Y
= ——5
syl

T,

Para concluir a demonstracio do teorema, ainda falta mostrar que A\;* = A?. Pelo

Teorema 1.2,

WYTY + \YSY

¢ WATX 48X

X Y _
N =T oo ¢ON T T v
e a Proposicao 2.1 (ii), nos diz que
AV PN S
M =L CE(YNY) e )\iZ:—E—k<Y,NY>.
g v

Por outro lado, sabemos pela equagao (1.19) que

NY = NY ¢

2WY
SY

k

(Z Q{% - WYNY) .
k
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Entéo, considerando o produto interno de N¥ com Y, dado em (2.15) e usando (2.7),

obtemos
<Yf, N’?> = (Y,N") + WY A

Portanto, usando a defini¢ao (2.12), a afirmagao (2.16), o Lema 2.3 e as consideragoes

acima, segue que

¢ WATX 4 aXs¥

ci SX TOXTX
_ TiY B
B QYTY (WY + k(Y. NT) 77 0Y) <7_Y - kAYSY)
Y
* QYTY (i_ly —k(Y, NY>) SY(1—ky QY AY)
YTY )\Ysy B B )
- QYTY { (1 — kuYQYAY) +WYTYEQY AY — WYkAYSY}
k{Y,NY

- ﬁ (8" —"1y)

WYTY AV SY 1
= SY—QYTZ.Y ,7_{/_k(<Y’NY>+WYAY)

N o
- S-F <Y, N >
= .

Concluindo assim, a demonstracao do teorema.

Observagao 2.2. Dada uma hipersuperficie M™ C R™"*! e a inversa de sua projecao

estereogréfica 7' (M) em M™™(k), k = %1, as transformagoes de Ribaucour de M e de
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T (M) fornecem familias de hipersuperficies associadas. O teorema de comutatividade

(Teorema 2.2) prova que estas familias comutam com a projecao estereografica, isto

é, dada uma hipersuperficie da familia associada a M, existe uma hipersuperficie da
- . -1 .~ , ~

familia associada a (M) que comuta com a projecao estereogréfica. Isto ndao ocorre

se considerarmos quaisquer hipersuperficies das duas familias. Este fato sera mostrado

através de um exemplo no capitulo 4.

Antes de finalizar esta secao veremos que, de modo analogo ao que foi feito neste
capitulo, a partir das transformacdes de Ribaucour de hipersuperficies em M"*!(k),
k = 41, podemos obter as transformacoes de Ribaucour de hipersuperficies em R™+!,

como detalhamos na observagao a seguir.

Observagao 2.3. Considere X : U C R"” — M""'(k), k = %1, uma hipersuperficie
em M"1(k) e seja Y = 75 o X uma hipersuperficie parametrizada em R"*! onde 7y, ¢
a projecao estereogrifica quando k = 1 (ou projecdo estereogrifica hiperbélica quando
kE=—1).

Seja X uma transformacio de Ribaucour [¥ de X, em M"Y(k), k = £1, dada por
(1.17), isto é

onde QX WX QX sdo fungoes diferencidveis satisfazendo o sistema de Ribaucour (1.15)
e a condigao (1.16) para a imersao X. Seja Y uma hipersuperficie parametrizada em
R™*1 dada por (1.17), isto é,

onde QY, WY QY sao fungoes diferencidveis dadas por
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QY — ’YXQX,
WY = WX — ¥ NFOX,
(1
o = fo——X(—X) 0¥
a; Y i

1 — _
Xo =k (X, &12)5, N =k (NX, €n+2>1‘c’ {€,}"7 6 abase canonica
2.

onde yX = ———
7T TR, ;
do R™*? e o produto interno (,); é dado por (2.1). Entao Y é uma transformagao de
Ribaucour ¥ de Y.
Além disso, vale o teorema de comutatividade para estas transformagcoes de Ribau-
cour, [X e [¥, com a projecdo estereografica, ou seja,
(mp 0 17)(X) = (I o 1) (X).

As demonstragoes dos fatos acima, sao semelhantes as demonstracoes dos Teoremas

2.1e2.2.
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Capitulo 3

Hipersuperficies de Dupin

Neste capitulo, estudamos hipersuperficies de Dupin em formas espaciais, para-
metrizadas por linhas de curvatura ortogonais. Fornecemos condicoes necessarias e
suficientes para que a transformacao de Ribaucour leve hipersuperficie de Dupin em hi-
persuperficie de Dupin, estendendo o resultado obtido no espaco euclidiano, por Corro,
Ferreira e Tenenblat, em [5]. Além disso, provamos um resultado andlogo ao Teorema
2.2, restrito as hipersuperficies de Dupin, isto é, obtemos um teorema de existéncia
de transformacoes de Ribaucour para hipersuperficies de Dupin que comutam com a

projecao estereografica.

3.1 Transformacao de Ribaucour entre Hipersuperficies

de Dupin

Nesta secdo, fornecemos a definicio de hipersuperficie de Dupin em M (k), k =
0, %1, em seguida caracterizamos uma transformagao de Ribaucour que leva hipersu-
perficies de Dupin em hipersuperficies de Dupin em M (k), estendendo assim, o re-
sultado contido em [5]. Observamos que transformagoes de Ribaucour nao sao trans-
formagoes de Lie, portanto as hipersuperficies de Dupin obtidas por tais transformacoes

nao sao Lie equivalentes (ver [5]).
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Definigao 3.1. Seja M™ C M"'(k), k = 0,41. Dizemos que M™ é uma hipersu-
perficie de Dupin se suas curvaturas principais sao constantes ao longo de suas linhas

de curvatura correspondentes.

Observagao 3.1. Se M™ C M"*'(k), k = 0,+£1, é uma hipersuperficie de Dupin,
parametrizada por linhas de curvatura ortogonais, Y : U C R — M", onde a; = |Y,],

. Y, .. . o
1 <1< n, e = a_ direcoes principais, —\; curvaturas principais correspondentes,
i
entao

para cada 1 <1 < n.

Teorema 3.1. Seja M™ uma hipersuperficie de Dupin em M"'(k), k = 0,+£1, ori-
entavel, parametrizada por linhas de curvatura ortogonais, ¥ : U C R* — M"™, com
a; =Yil, 1 <i<mn, e = a—z direcoes principais, —\; curvaturas principais corres-
pondentes e N um campo de ’UZGtO’I"BS unitdrios normais a M. Considere M localmente
associada a M por uma transformacdo de Ribaucour ¥ deY . Entdo M ¢ uma hipersu-
perficie de Dupin se, e somente se, as funcgoes 2;,2 e W dadas em (1.15), satisfazem

a sequinte condi¢cao adicional para cada 1 < i < n,

T, =0, (3.1)

onde T; é dada por (1.21).

Demonstragao: Considere S dada em (1.18), isto ¢, S = ZQZ + W? + Q2.
k

Derivando tal expressao em relacao a variavel u;, para cada 1 < ¢ < n e sabendo que

Q,Q; e W sao fungoes que satisfazem (1.15), temos
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Sﬂ. = 2 {Z Qkaﬂ + QzQz,l + WVV,Z + %QQ’Z}
ki

Q. Qg k 7
a { . + Z k + }

Portanto, por (1.21)

Logo, derivando a expressao da curvatura principal de Y, dada por (1.20), usando

(1.15), (3.2) e a hip6tese que M é uma hipersuperficie de Dupin, temos

(WTi + Wi+ MS,) (S — QT}) — (WT, + MiS) (Si — QT — QT;)

S\i,i = 2
(S — o)
(S =QG)WTi;+ (WT + NS) QT
(S — Q1)
 S(WH+ M) Ty,
(s-Qn)

Pela Observacio 3.1, M é uma hipersuperficie de Dupin se, e somente se, 5\“ = 0.
Além disso, pelo Teorema 1.1, S (W + \;2) # 0. Logo M é uma hipersuperficie de

Dupin se, e somente se, T;; = 0, concluindo a demonstragao do teorema.

Observagao 3.2. Se M™ C M (k) é uma hipersuperficie de Dupin, denotaremos por I
uma transformagao de Ribaucour de M que satisfaz (3.1), isto é, uma transformacao

de Ribaucour que preserva a propriedade de ser Dupin.
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3.2 Comutatividade restrita a hipersuperficies de

Dupin

Nesta secao demonstramos um teorema sobre a comutatividade da transformacao
de Ribaucour com a aplicacao inversa da projecao estereogréfica, restrito as hipersu-

perficies de Dupin.

Teorema 3.2. Seja M™ uma hipersuperficie de Dupin orientdvel em R, parametri-
zada por linhas de curvatura ortogonais, Y : U C R™ — M™, coma) = |Y,|, 1 <i<n,
e = % direcoes principais, —\) curvaturas principais correspondentes e NY um
campo de vetores unitdrios normais a M. Suponha que exista uma transformacgao de
Ribaucour lp de Y tal que as fungoes diferencidveis Q¥ , WY QY : V c U — R sa-
tisfagam o sistema de Ribaucour (1.15) e a equacao (1.16) para a imersao Y. Seja
X = 7rf oY, a hipersuperficie de Dupm em M(k), k = £1, obtida pela aplicacio in-
versa da projegao estereogrdfica -, dada em (2.2). Entdo eriste uma transformagdo
de Ribaucour I3 de X tal que

(w0 lp)(Y) = (Ip o m )(Y).

Demonstracao: Sabemos pelo Teorema 2.2, que existe uma transformacao de Ri-

baucour, [X de X, dada por

5 (1 B 2/?;(SQXX)2) <Z QX WXNX> (3.3)

onde O, QX e WX, sdo dados por (2.12) e S¥ ¢ dada por (1.18), com k = +1, de

forma que
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Entao, a demonstracao do Teorema 3.2 se reduz a mostrar que [~ satisfaz a equacao

(3.1), para a imersao X. O Lema 2.3 (ii) diz que

v _ T
Y=

— kAYSY.

Por hipétese, T7; Y = 0. Logo, derivando a expressao acima em relacao a varidvel u;, e

usando (2.9), temos que,

TX =k (YY) T — (AYSY),). (3.4)

2

Porém, de (2.7) segue que

n

AYSY =9 {Zaiy Y, Y QF — WY (Y,N") - QY}.

k=1 kK

Derivando a expressao acima , com respeito a variavel u;, obtemos

(AYSY), = 2{2[%(}/,3@] QY+Z (Y, Y) QZZ}

k#1 k#i

+ 2 { [aiy (v, Y,»} O + aiy (Y, Y) Q= WY (Y,N") =W (Y,N)) — QY}

Y Y 1 aiy 111
= 2a; ZG—YQ/?YJJWJF—Y ~ (YY)

i

+A}’<Y,NY>—1}

N2

1 ] 0
+ 22 ¥<Y,Y,k) Qf+2<Y,Yﬂ->{al; iwy}

4 i

- : a;,
= 2) |5 MY O+ Y)T -2V Y) ayfyﬁf-
i kiR
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Na tltima igualdade usamos a definicao de 7Y dada em (1.21) e o Lema 1.1(i1).

Substituindo a equacdo acima em (3.4), segue que

T = —%Z{

1 ayy v
k) T (Y, Yik) — pony (Y, Y,) » Qp
ki i O

k

QF ay,; ai
- o B v - v - Bty
ay, i

k;ﬁz

Na tltima igualdade usamos o Lema 1.1(z). Concluindo a demonstracao do teorema.

Observagao 3.3. Seja Y uma hipersuperficie parametrizada de Dupin em R"™!, entao
X =7 'oY, k = %1, é uma hipersuperficie de Dupin em M"™™(k), obtida pela inversa
da projecio estereografica. A demonstracdo do Teorema 3.2 prova que, se Y é uma
hipersuperficie de Dupin obtida a partir de ¥ por uma transformacao de Ribaucour
que preserva a propriedade de ser Dupin, entdo a hipersuperficie X obtida no Teorema
2.1 é uma hipersuperficie de Dupin em M"*!(k), obtida a partir de X por este tipo de

transformacao de Ribaucour.
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Aplicacoes

Neste capitulo, apresentamos duas aplicacoes dos resultados obtidos nos capitulos
anteriores. Estudamos as transformacoes de Ribaucour da esfera M™ C R"™! e de
um cone tridimensional em R*, cuja curvatura de Moebius é constante. O cone é, a
menos de transformacoes de Moebius, a unica hipersuperficie de Dupin parametrizada
por linhas de curvatura em R*, cuja curvatura de Moebius é constante. Tal resultado
foi obtido por Riveros-Rodrigues-Tenenblat em [23]. Utilizando os Teoremas 1.1 e 1.2
obtidos por Corro-Ferreira-Tenenblat em [5] e por Tenenblat-Wang em [24], obtemos
as transformagoes de Ribaucour localmente associadas a esfera e ao cone. Usamos
o Teorema 3.1 para caracterizar quais dessas transformacgoes sao hipersuperficies de
Dupin. Utilizamos os teoremas de comutatividade (Teoremas 2.2 e 3.2) para obter
as correspondentes hipersuperficies em M"*!(k), k = 1. Obtemos novas familias de
hipersuperficies de Dupin. Mostramos que, genericamente, as que sao associadas a
esfera nao tém curvatura de Lie constante e as que sao associadas ao cone nao tém

curvatura de Moebius constante.

4.1 Transformacao de Ribaucour aplicada a esfera

em Rn+1

Nesta secao, vamos aplicar os resultados dos capitulos anteriores a esfera M"™ C

R™*!, parametrizada por linhas de curvatura ortogonais. Obtemos as transformacoes
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de Ribaucour localmente associadas & esfera em R"'. Usamos o Teorema 3.1 para
caracterizar as transformacoes que sao hipersuperficies de Dupin. Em seguida, utiliza-
mos os teoremas de comutatividade para construir as hipersuperficies correspondentes
em M"*(k), k = +1. Obtemos novas familias de hipersuperficies de Dupin cujas cur-
vaturas de Lie sao, genericamente, nao constantes. Concluimos esta secao mostrando
através de um exemplo a seguinte observacao: A familia de hipersuperficies associadas
a M, por uma transformagao de Ribaucour, comuta com a familia associada a 7 (M)
(Teorema 2.2). Entretanto, nem toda hipersuperficie da primeira familia comuta com

qualquer hipersuperficie da segunda.

O lema a seguir, serd demonstrado usando a teoria de equagoes diferenciais.

Lema 4.1. Considere h; : U C R" — R, 1 < i < n, funcoes diferencidveis satisfazendo

o sistema de equacoes

bji .
hij = ﬁhj, Vi # 1, (4.1)
onde
U= {(ul,...un);0<u1<7r,—g<ui<g}, (4.2)
b; = H cosu;, 1<i<n-1, b,=1 (4.3)
Jj=i+1
Entao,
sin u; /
hi - — b )
bt kZQ wfe + f;

onde f; = fi(u;) sdo fungdes diferencidveis.

Demonstragdo: A demonstragdo do Lema 4.1 serd feita por indugao. De (4.1)

para i = 1, usando (4.3), temos que

hfl,j :O, ]% 1
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Logo,

hl = f{u

onde f; = fi(uq). Substituindo a expressao de h; em (4.1), para i = 2, segue que

hyj; =0, para j >2 e

bl 2 Senus bl ’
7 1= —hy = —senugh; = —senus f;.
ba COS Ug by

Logo,

hy = —sinugfy + fy,

onde fy = fo(uy). Também podemos escrever hy da seguinte forma,

sinu /
hy === bifi + fo.

b
L

Sendo asssim, suponha por inducao que

hi = —

S;fl_“i STof L, i<k,

-l g

e vamos mostrar que tal igualdade também vale para ¢ = k. De (4.1), para ¢ = k,

temos que

hi; =0, para j>k e hy; = —in—“’fbjhj, para j < k. (4.4)
k—1

Entao, para j =1 e k > 1, temos
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sin uy,
hi =

_ b f
s bk—l 1f1a

Integrando a expressao acima, em relagao a variavel uy, segue que

hk = —S;HUkblfl + H(Uz, ,’U,,L)
k—1

O que implica

sin uy,
hk,? = — b b1,2fl + HyQ(UQ, ,ul)
k—1

sinuy .
= - sinugbs f1 + H 2(ug, ..., u;)
k-1

Porém, em (4.4), para j = 2, temos

sin u . /
h]%g = — b kbg(—SanQfl —I— f2)
k—1
Logo,
sin u
H(Ug, 7ul) = - bk lkb2f2+H(U3, 7u’i)
Portanto,
sin u
hk:_ b kZblfl—f-H(Ug,...,Ui).
k=1 23

Novamente por inducao, podemos supor que

sinu
hk = — b Z blfl -+ H(uk,l, uk)

bi_
A

49
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Derivando tal expressao com respeito a variavel u;_i, segue que

SIn Uy, SIN Up_
T RE TRl Z bufi + H -1 (ug—1, ug).

I<k—-1

D -1 =
’ br—2

Porém, em (4.4), para j = k — 1, temos

. SIn g /
hip—1 = —sinuy <_—bk = § bifi + fk_1> :
—2

I<k—1

Logo,
H(ug_1,up) = —sinugfr_1 + fy-

Voltando em (4.5), concluimos que

Iy = —

sin
k

U ’
2 Zblfl+fk'

-1 <k

O lema seguinte nos fornece relagoes algébricas sobre as fungoes b; definidas em

(4.3), que serao utilizadas nos préximos resultados.

Lema 4.2. Sejam b;, 1 < i < n, fungoes dadas por (4.3), definidas no aberto U C R™*?

dado por (4.2). Entdo sequem as sequintes identidades,

(i)

bi = bi+1 COS U1, 1 S ) S n — 1, (46)
(it)
b? cos® uy + Z b? sin? uj = b?, 1<i<n, (4.7)
j=1

20
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D)

Demonstragao: (i) Imediato.

(ii) A identidade (4.7) vale para ¢ = 1. Por indugao, suponha que (4.7) vale para

1 =k — 1, entao para ¢ = k, temos

k k—1
2 .2 2 .02 1202 2 o2 2 2
b cos” u; + E bisin“u; = bycos”u; + E by sin” u; + b sin” uy,
J=1 Jj=1
= b}, +b}sin®uy
_ g2
= b;.
Portanto a identidade (4.7), vale para 1 < i < n.
(iii) Observe que, para i =n — 1,
sen’u,, sen’u,, + cos? u, 1
2 - 2 72
bs_4 cos? U, b:

Entao, suponha por inducao que (4.8) vale para i = j+ 1. Logo, para i = j segue que,

sen’uy, sen?u; 41 sen’uy,
szl—i_l:—bz + D L

2
_osen‘ujyg 1
- 2 2
pr— —2'

bj

Na tltima igualdade usamos (4.6), o que finaliza a demonstragao.

o1
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O préximo lema apresenta uma parametrizagao por linhas de curvaturas ortogo-
nais da esfera em R"*! e fornece as primeira e segunda formas fundamentais de tal

parametrizagao.

Lema 4.3. Seja Y : U C R"® — R"™ a parametrizacao de uma hipersuperficie, dada

por

Q = )
Y(ug, ..., ty) = - {61 cosuiéy + Z b sin uj§j+1} , (4.9)
=1

onde U ¢é dado por (4.2), o>+ 8> =1, 0 < o, B < 1, {&}] base candnica de R
e b;, 1 <i<n, sao dados por (4.3). Entao, Y €é uma parametrizacio da esfera por
linhas de curvatura ortogonais e as primeira e sequnda formas fundamentais de Y sao

dadas por

a) = ——b;, AV = — L 1<i<n. (4.10)

Demonstragao: Inicialmente verificamos que Y é a parametrizacao de uma es-
fera. De fato, segue de (4.3) e (4.7) que
2 2

b=
27

(1-8)*

(0%

(1-5)

<Y7 Y> =

Derivando Y em relagao a variavel u;, temos que

Yi=1 fﬁbl {=sinu& + cosui&a},
Y, = 7 iéﬁ {bl,i cosui&y + Zn:bm- sinu;&;41 + b; cos uifiﬂ} ,1 > 2.
j=1
Observe que b;; =0, para j <ieb;; = —%bi, para j > i. Logo,
Y, = ] fﬁ {_z(:)rslzz [bl cosuié&y + ; bjsinu;€y1| + b;cos ui&H} 1> 2.

o2
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Usando (4.7), os fatos acima e considerando 1 < i < k, segue que

2
o senu; senuy sentuy
(YY) = 5 : b2 cos? uy + g b?senu? — bZsenu; cos u;
(1 —3)2 | cosu; cosuy — COS Uy,
7<i

2
= a SOl ) SR b2 | — b? cos u;senu;
(1—pB)2cosuy | cosu; ’ '

a?  senuy

- (1 — )2 cos uy, bz? {senw; cos u; — cos u;senu;} .

Logo,

(Y, Yy)=0, k=1, distintos.
Além disso,

Oé2

(1-5)?

senuy,

senuy,
(Y1,Yy) = — b2 cos upsenu, } ., k> 1.

b%senul COS U1
CoS Uy, CoS Uy,

Portanto, Y é uma parametrizagao por curvas ortogonais.

Agora, observe que, para i # 1, temos

a? sen?u;
Y, Y = : { — [b% cos® u; + Z bsen’u; | + bfl}
(1 —75)% | cos?u; s
B 2, 1
 (1-8)? eos?uy
- O‘—252
(1-8)>"

onde usamos (4.6) e (4.7). Para i =1,

O{2

(1-5)
53
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Como a) =1Y,|, 1 <i < n, segue que

Para obter as curvaturas principais, como a imagem de Y descreve a esfera de raio

e .
com centro na origem, o vetor normal a Y pode ser dado por NY =

1-5 v YT
Como N}[ = — oli , entao Y é uma hipersuperficie parametrizada por linhas de
1-p
curvatura ortogonais e N}[ =\N'Y,,1<i<n,onde
1 _
A=~ 5, 1<i<n.

Q

]

A proposicao a seguir, nos fornece familias de hipersuperficies em R"*!, associadas
a esfera por uma transformacao de Ribaucour e também nos apresenta novas familias
de hipersuperficies de Dupin em M"*(k), k = 0, £1. Mais adiante, veremos que essas

hipersuperficies de Dupin tém curvaturas de Lie nao constantes.

Proposicao 4.1. Seja Y : U C R* — R""! a parametrizagcio da esfera dada por
(4.9). Entdo, Y ¢ uma hipersuperficie parametrizada, localmente associada a Y por

uma transformacao de Ribaucour lY se, e somente se, Y ¢ dada por

~ ZQY y}/:k Y aArY
) s
onde,
a & n sin u; '
QY = T3 b frs WY:Zbkfk+c, QF = - b' Zbkfk*Ffm (4.12)
=1 k=1 il k<i

onde f; = fi(u;) sao fungoes diferencidveis arbitrdrias, i = 1,...,n e ¢ # 0. Considere
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X =7T]—€_IOY, onde 7T,—;1

e a transformagdo de Ribaucour I de X, dada por (3.3), onde

€ a aplicagao inversa da projecao estereogrdfica, dada em (2.2),

X _ x_ K148 -(0-8) ¢
. (1+6 Zb’“f’“ W e pTa—g 2o
Qf = —S;mf > bifi+ fi- (4.13)
T k<

Entao IX e 1Y comutam com a projecdo estereogrdfica, isto €,

(Wil o ly)(Y) = (lX o ) (Y).

Além disso, se

fi = A;cosu; + B;sinu; + Cj, i=1,..,n, (4.14)

onde A;, B;,C; € R, temos que Y ¢ de Dupin e € localmente associada a 'Y por uma
transformacdo de Ribaucour 1Y, e, existe uma transformacao de Ribaucour I35 de X tal

que

(m o lp)(Y) = (Ip o m )(Y).

Demonstracao: Sejam QY, QY e WY : U C R" — R, fungoes satisfazendo o
sistema de Ribaucour (1.15), em relagao a imersao Y, Como a e A! sdo dadas por

(4.10), segue que

b

0 = 22075 A4, (4.15)
Q= 2 QY 4.1
50 1 _ /Bb 1) ( 6)

25
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WY =607 (4.17)

De (4.17), (4.16) e (4.10) segue que

1 —
WY:TﬁQY—i—C,

De (1.16), devemos ter WY + AYQY =+ 0, portanto ¢ # 0. Como Y, 1 < i < n,

)

satisfazem as equagoes (4.15), pelo Lema 4.1, temos que

sin u; /
QO =— - > bifi+ £ (4.18)

k<i

De (4.16), temos

« ’
Q?I — mblfl.

Integrando tal expressao em relagao a variavel uy, segue que

(%

Q" =
1=p

blfl + G(“Z? 7un)

Agora, derivando a expressao obtida, em relacdao a variavel us, obtemos

(0] .
Q?; = — b2 SlﬂUgfl + G,Z(UZ: cey un)

1-p

Por outro lado, de (4.16), com i=2, temos

(6% . ’
Q) = = ﬁbZ(_ sinus f1 + f5),

o que implica

G(ug, ..., uy) = 1fﬁb2f2 + G(ugz, ..., Up).
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Logo,

(07

1—-p

QY = Zblfl+G(u3a-~-7un>'

1<2
Usando a prova por indugao obtemos que

«

1-p

QY = > bifi+ Gluy). (4.19)

<n—1
Derivando tal expressao com respeito a variavel u,,, segue que

Y (6%

s 1_/6

Z bl,nfl + Gl (un)

I<n—1

Porém, por (4.16), temos

o sin u,, /
Q?:L:_].—ﬁ<b . Zbl,nfl+fn>7

I<n

logo,

Entéao, voltando em (4.19), segue que

a n
Qyzl_EEZMﬁ
=1

Portanto, pelo Teorema 1.1 na pagina 17, conclufmos que Y é uma transformacio de
Ribaucour 1Y de Y, se e somente se, Y é dada por (2.15), onde Q¥, WY e QY séo

fungoes dadas por (4.12) e f; sdo fungoes diferencidveis, 1 < i < n.

Consideremos a hipersuperficie em M™*(k), k = 1, dada por X = urs LoY. Va-
a? 1+38 .,
= ; Ja

T2 1-4

mos usar o Teorema 2.1 da péagina 31. Observamos que (YY) =

que a? + 32 = 1. Portanto segue de (2.6) que
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y _ 2(1—0)
1-B+k(1+3)

De (2.12) obtemos O, QX e W¥ dados por (4.13). Concluimos do Teorema 2.1 da
pégina 31, que a hipersuperficie parametrizada X dada por (3.3) é uma transformacao
de Ribaucour [* de X. Além disso, segue do Teorema 2.2 da pagina 34 que

(o ) (Y) = (X om " )(Y).

Para obtermos hipersuperficies de Dupin associadas a X, primeiro vamos encontrar as
hipersuperficies de Dupin associadas a Y. Consideremos a fungao T para a hipersu-
perficie Y (U) C R"*! dada por (1.21), com k = 0, isto ¢

Y = 2( Z ’kQY A}”WY)

k:;éz

_ 2(1 ( £y ’kQY+—55 QY+bc>, (4.20)

k>i

onde usamos as expressoes (4.10). Segue do Teorema 3.1 da pagina 41, que Y é uma
hipersuperficie de Dupin se, e somente se, a condic¢ao (3.1) é satisfeita, isto é Tf; =0.
Isto equivale as fungdes f; serem dadas por (4.14). De fato, usando (4.15),(4.16) e
(4.18),

2(1 — b\’
T = %{QY+Z(5—") Q?”+b?ﬂ§”}
) k

senu
Na ultima igualdade usamos o fato que b; , = — k ——b;, para k > i e aidentidade (4.8).

COS Uy,

o8
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Desta forma, Y é uma hipersuperficie de Dupin e é uma transformacao de Ribaucour
Y
lpde Y.

Segue da Observacio 3.3 da pagina 45, que X é uma transformacio de Ribaucour

I de X, de modo que

(w0 lp)(Y) = (Ip o m )(Y).

Observacao 4.1. A proposicao anterior nos fornece familias de hipersuperficies de
Dupin, préprias, em M (k), k = 0,£1, com curvaturas de Lie ndo constantes, dadas

por

. 2k(QY)%\ 20 x Xk X nrX
X:(l— o)~ ox (U x —WAINT

k k

onde QX QX e W sdo dadas por (4.13).

Vamos mostrar tal fato através de um corolario, porém antes, vamos lembrar a

definicao de curvatura de Lie de uma hipersuperficie.

Definicao 4.1. Seja M™ c M(k), k = 0,41, com pelo menos quatro curvaturas prin-

cipais distintas, A;, A;, A\x e ;. Entao as curvaturas de Lie de M sao definidas por

A=A Ak — A

Uiip = .
S VD W VY

(4.21)

Lema 4.4. Seja Y a hipersuperficie parametrizada por linhas de curvatura dada por
(4.9). Considere a transformacio de Ribaucour ¥ de Y, dada por (4.11), onde QY,

QY e WY sdo dadas por (4.12), com as f; dadas por (4.14). As curvaturas principais
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de Y sio —\Y, 1 <i<mn dadas por (1.20), isto é

W WYTY A ST
i Sy _ QTZY )

onde,

Y 1 i, Y Y\Y
Ti =2 oY + E mﬁk —W )‘z .

i ki

Entao, supondo 1 > j, temos que )\}7 — /\f # 0 se, e somente se,

i—1
P Cs +AS+1 £0, (4.22)

s=j

onde Cy, As sdo os coeficientes da funcgdo fs e bs sao dados por (4.3).

Demonstragao: Substituindo WY e de \Y, obtidas por (4.12) e (4.10), na ex-

pressao de Y, segue que

Portanto,

. SV (1Y 1Y)

A Y = ) 4.2
i 7T (ST —QVTY)(SY — Qv TY) (4.23)
Como ¢ # 0, SY # 0, temos que )\E/ — /\f # 0 se, e somente se, T — TjY # 0.
Da expressao de T e de (4.12), temos que
Y = M bi QY ﬁQY +c
o
2(1 — _Qiyi sin? u
- Hea z( 'fzbm)]
@ ! k> b1 I<k
2(1-p) sin uk -0 v
- —F — QF — 4.24
o ; br_1 « ¢ ( )
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Por outro lado, usando a identidade (4.8) segue que,

5 < ey, fl>

k>i —1 I<k

sin? u; sin® u;
= o it )+ (B bifi b fin)
) i+1
sin® u,,
+ 12 (bifi + .. +bifi + bigr fisr + o F b1 fro1)
n—1
sin® u sin? sin® u
— b1f12 b2 F+ +bfzz L+ b fin Z bQ—l
>i -l I1>i I>it1 -1
sin® u sin? u,,
+ bivafite Z 2 O N Al 72
>i42 -1 n—1
2
sen Ul sen Ul
k<i > k>t >k
= > bl (— - 1) +) bt (— - 1>
k<i k>1
= SUEE N DY bkfk
vok<i k>1

Na tltima igualdade usamos que a expressao de Q¥ é dada por (4.12). Derivando
QY , dada em (4.12), com respeito & varidvel u;, tendo em vista que f;, 1 <14 < n, sao
dadas por (4.14), obtemos

1
Q) = 5 Z bi fr. + Ci.

v ok<i

Considerando tal fato, segue que
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sin? w, 1-8.y 1, 1
z:( 7 E:@ﬁ) = —— —Bij—4%N+§:@jk

k>i - i<k k>i

Substituindo a expressao acima em (4.24), e lembrando que as fungoes f; sao dadas
por (4.14), obtemos

y _ 20-8) |G 1, sinuy
o= bi+c+§: b

L k>i
21— 8) (= G+ A
= - kz; o +C,+c].
Logo,
2(1—08) — Cr + Ak
Y Y
T-T =) T (4.25)

k=j

Portanto, /\? — /\f # 0 se, e somente se, a condigao (4.22) é satisfeita.

Corolério 4.1. Seja Y a parametrizacio da esfera em R™ ™, dada por (4.9). Considere

a transformagdo de Ribaucour 1Y de'Y, dada por (4.11). Sejam \Y, )\f, )\Z e )\lf/, com
i>7j >k >1, quatro curvaturas principais de Y distintas, isto é, tal que a condi¢do
(4.22) seja satisfeita para cada par de indices distintos. Considere X = 7r]—€_1 o }7,

k = 41. Entdo as curvaturas de Lie, Wik, de Y e de X, sio dadas por
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—_

11—

N
—

Cs + As—i—l
b

Cs + Aerl <
b 4

Demonstragao: Como as curvaturas de Lie sao invariantes por transformacoes

C's + As+1
b

o~

')
I
= .

Wik =

—_

Cs + As+1
bs

- ; . (4.26)

Ab —
[
Il

I
=

conformes, (veja [16]), a curvaturas de Lie das imersoes Y e X = m! oY, k = +1, con-

sideradas na Proposigao 4.1, sao as mesmas. Portanto, vamos encontrar as curvaturas

de Lie de Y.

Substituindo as diferencas das curvaturas principais de Y, dadas em (4.23), na ex-

pressao da curvatura de Lie, dada por (4.21), obtemos

n - -n
-1V T -1

Vgl = (4.27)

Substituindo (4.25), com indices apropriados, na expressao acima, concluimos a de-

monstracao do corolario.

Observagao 4.2. Como as curvaturas de Lie sao dadas por (4.26), e b;, 1 < 1 < n,
sao dados por (4.3), o corolario anterior fornece familias de hipersuperficies de Dupin
em M"*(k), k = 0,+£1, parametrizadas por linhas de curvatura, com curvaturas de

Lie nao constantes .

Observagao 4.3. Seja Y C R"*! uma hipersuperficie parametrizada, X c M™*(k),
k= %1, tal que X = 7' oY. O teorema de comutatividade (Teorema 2.2) fornece
familias associadas a Y e a X por uma transformacgao de Ribaucour que comutam com
a projecao estereografica. Isto nao ocorre se considerarmos quaisquer hipersuperficies

das duas familias, como mostra o exemplo a seguir.
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Exemplo 4.1. Considere Y e Y, dadas por (4.9) e (4.11) respectivamente, com as

fungoes f;, 1 < i < n, dadas por (4.14). Segue da Proposicao 4.1 que X é uma hiper-
-1
k

estereografica, dada em (2.2) e considere X ¢ M™*'(k), k = £1, dada por (3.3), isto

€,

superficie de Dupin. Seja X = 7 oY, onde 7! é a aplicacdo inversa da projecao

X=(1- . S OXSE - wAN
( SX ) SX \ &= F of W ’

onde,

Entao vamos provar que X é uma hipersuperficie parametrizada, localmente associada
a X por uma transformacao de Ribaucour [ de X. Além disso vamos verificar que,
neste caso, X nao comuta com a projecao estereografica, provando que X nao é uma

hipersuperficie de Dupin.

De fato, pela proposicao acima, Y é uma transformacao de Ribaucour, [}, de Y.
Por outro lado, para que X seja uma transformacao de Ribaucour, [* de X, devemos
verificar que as fungoes Q%, W* e QX definidas acima, satisfazem o sistema (1.15)
3
formas fundamentais da imersao X sao dadas por

para a imersao X. Como X = n-' oY, pela Proposicio 2.1, as primeira e segunda

X _ 2a , x _ k(1+p8)—(01-7)
CTRe Ao T

Entao,
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Para j > 1,

.3

sin u; s1nuz
bi— 159 b2 E by — E bk]uk

=1 ey k<i

sin w; sin u; sin v, sin u;

J i 2 : i } : j

— bkuk —|— bkuk
cosu; bi—q bi_1 P ;

Portanto, segue do fato de que a = 0 quando j > i que vale

X

as.
Qf = 20X

17.] X .] :
a;
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Para j < 1, temos

sin u;
QY = - (Zbk,juﬁbj)

i—1 k<i

sin u; smu
= — J E bkuk + b
bi_1 " cos uj

s1n U;

= bQX

Logo, X é uma transformacao de Ribaucour, X de X. Porém, observe que

T = 2( Z G QX )\f(WXqLIZQX)

k;éz

R4+ (1 ( iyl szX K1+ 8)+ (1 —6))(),9;{)

K
ab; 200
k>1

149 - ((1-8)
200 ’

Derivando tal expressao com respeito a variavel u;, segue que

ry = 9o { v (3 >Zﬂf+b?95<}

k>1i

() -}

k>i

H1+m+wu—ﬁ»{1+9y

Oébi

FA+A)+((1=8)

Oébz'

Portanto a transformagao de Ribaucour X de X, nao satisfaz a condicao (3.1) e por-
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tanto X nao é uma hipersuperficie de Dupin. Como Y é Dupin, concluimos entao que,

neste caso, a projecao estereografica nao comuta com a transformacao de Ribaucour.

4.2 Transformacao de Ribaucour aplicada a um cone

em R?

Nesta secdo, aplicamos a transformacao de Ribaucour a um cone em R*, cuja cur-
vatura de Moebius é constante. Obtemos as transformagcoes de Ribaucour localmente
associadas ao cone em R*. Usamos o Teorema 3.1, para caracterizar as transformacoes
que sao hipersuperficies de Dupin. Em seguida, mostramos que estas novas hiper-
superficies de Dupin, genericamente, tém curvatura de Moebius nao constante. Os
teoremas de comutatividade dos capitulos anteriores fornecem as hipersuperficies cor-
respondentes em M*(k), k = +1.

Antes da proxima proposi¢ao, vamos relembrar a definicao de curvatura de Mébius
de uma hipersuperficie em M™(k), k = £1.

Definigao 4.2. Seja M™ C M (k), k = 0, %1, com pelo menos trés curvaturas principais

distintas, A;, A\j e A\;. Entao as curvaturas de Mobius de M sao definidas por

i — s
Dpp = 4.2
Jk /\k _)‘j ( 8)

A proposicao seguinte aplica os Teoremas 2.2 e 3.2, das paginas 34 e 43 respectiva-

mente, a um cone em R*, cuja curvatura de Mobius (4.28) é constante.

Proposicao 4.2. Considere o cone em R*, parametrizado por:

Y (uy, ug, uz) = uz (acosuy, avsinug, 5 cosug, fsinus) ,

onde a®> + B2 =1, a#0,1 eus > 0. Entdao a hipersuperficie parametrizada por linhas

de curvatura Y, € localmente uma transformacdo de Ribaucour I¥ deY, se, e somente
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se, Y ¢ dada por (1.17), isto é

~ 200 Y

Y=Y - (Z (PHEL WYNY) : (4.29)
onde

OF =f, i=12 QO =afi+Bf:+fi, (4.30)

QY = aus fi + Bugfo + fs, wY = Bfi —afs +c,

onde f;, 1 <1 <3, sao funcoes diferencidvers. Considere X = 7TE_1 oY, onde 7r7€_1 éa
aplicagao inversa da projecao estereogrdfica, dada em (2.2). Entdo eziste uma trans-
formacdo de Ribaucour I* de X tal que

(wil oM)(Y) = (I omH(Y).

Além disso, se

fi = Az cos u; + Bz sin U; + Ci7 1= 1, 2, f3 = A3u§ + B3U3 + 03, (431)

onde A;, B;, C; € R, temos que Y € localmente associada a'Y por uma transformacao
de Ribaucour 13, e, existe uma transformagdo de Ribaucour I35 de X tal que

(w0 lp)(Y) = (Ip o m )(Y).

Observacao 4.4. No caso em que k = —1, pela Observacao 2.1 da pégina 23, devemos

considerar os pontos do cone onde us # 1, isto é, onde a aplicacao inversa da projecao
k
conexa em H*, correspondendo a 0 < uz < 1 e outra componente conexa em Hf,

estereogréfica hiperbélica estd definida. Portanto X = 77! oY terd uma componente

correspondendo a ug > 1.
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Demonstracao: Os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados por
al =1Y,|, logo

Y _ Y _ Y _
a; =aug, ay = Puz, a3 =1.

Considere NY = (—fcosui, —Bsinuy, acosuy, asinuy), o vetor normal unitdrio a
Y. Como Y é uma parametrizacao por linhas de curvatura ortogonais, temos que

NY = \Y;, entdo

SV S (4.32)

s Bus’

Seja QY WY QY : R? — R, fungoes satisfazendo o sistema de Ribaucour (1.15), em

relacao a imersao Y, isto é,

=Gy 433
i,j_ay j j?ézv ( )

(4.34)

WY = -\arar. (4.35)

De (4.33), para i = 1,2, temos

Logo,

De (4.33), parai =3 e j = 1,2, temos

Qi}’;lzaf{u ngzﬁfé
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Logo,
O = afi +8fa+ fy.
De (4.34), para ¢ = 1 e i = 2, obtemos

/ /
Q}{ = ausf, ng = Busf,.

Portanto

QY = ausfi + Busfo + Gs,

onde G3 = G3(u3). Derivando a expressao obtida e comparando com (4.34), para i = 3,

segue que G3 = f3. Logo,

0 = ausfi + Busfo + f.

De (4.35), para ¢ = 1,2, 3, temos
WY =8f, Wiy=-af, Wi=0.

Logo,

WY =Bfi —afs+e

Portanto, pelo Teorema 1.1 da pagina 17, concluimos que Y é uma transformacao de
Ribaucour [¥ de Y, se e somente se, Y ¢ dada por (4.29), onde QY, WY e QY sdo
fungdes dadas por (4.30) e f; sdo fungoes diferencidveis, 1 < i < n.

Z oY, onde L 1'é a projecdo estereografica, dada

Além disso, considerando X =7

por (2.2), temos por (2.3), que
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V=

Logo, pelo Teorema 2.1 da pagina 31, a hipersuperficie parametrizada X dada por
(1.17), onde QX, W¥ e QX sao dadas por (2.12), isto é,

QX = (qusfi + Busfa + f3), WX =8fi—afs+c

1+ ku?

(1— kud)(afi + Bfo) + (1 + kud) fy — 2kus fs

QX =+f. i=12 Qf = _
fis T 3 1+/€u§

2

¢ uma transformacao de Ribaucour ¥ de X, de forma que

(Wlé_l ol)(Y)=(lo W]gl)(Y).

Para obtermos hipersuperficies de Dupin associadas a X, primeiramente vamos en-
contrar as hipersuperficies de Dupin associadas a Y. Consideremos T}, 1 < i < 3,
dada por (1.21), com k = 0. Entdo,

1 = v hrafie el T =g {H 4Rt sfi-ac),  (430)

aUus
Ty =2f,. (4.37)

Segue do Teorema 3.1 da pdgina 41, que Y é uma hipersuperficie de Dupin se, e somente
se, a condicdo (3.1) é satisfeita, isto é Tf; = 0, o que equivale as funcoes f; serem dadas
por (4.31).

Portanto, da Observagao 3.3 da pagina 45, concluimos que X é uma transformacao

de Ribaucour [p de X, de modo que

(m o lp)(Y) = (Ip o m (YY),
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No préximo corolario, vamos provar que as curvaturas de Moebius das hipersu-
perficies Y ¢ R" e X C M"Y (k), k = £1, obtidas na proposicdo anterior com f;

dadas por (4.31), ndo sao constantes.

Corolario 4.2. Seja Y a hipersuperficie parametrizada por linhas de curvatura, dada
por (4.29), onde QY , QY e WY sao dadas por (4.30) e fi, dadas por (4.31). Considere

um aberto de R, onde

(E—2Dfy)(E+2Dfy) # 0,
(AO(BUg + 2f1U3G — 2BBf3)(A@BU3 + 2f2U3G — ZBaf3) % 0.

com a notagao,

2
A=Y (AA+ B} —C})+c®+ B —44303, A= A— (B —4A3C3),  (4.38)
k=1

B = OéBg + Cl + ﬁc, B = ﬁBg + 02 — (&C, D = Bg + OéCl + 502, (439)
E:=2cB—-pBA, E:=2cB+aA, G:=aD-B, G:=pD-B, (4.40)

onde A;, B;, C; sdao os coeficientes de f;. Entao as curvaturas de Mobius de 37, X =

7TE_1 o }7, k =41, sdo funcgoes ndio constantes, dadas por

5(E — 2Df2) (flozﬁug + 2f1U3G — QBﬁfg)
O[(E + 2Df1) (AO[ﬁUg + 2f2U3G - 2BO[f3)7

B3y = (4.41)

Demonstracao: Como as curvaturas de Moebius sao invariantes por transformacgoes
conformes, a curvatura de Mobius das imersoes YV, X = 7 LoV, k = 41, considera-

das na Proposicao 4.2, sao as mesmas. Portanto, vamos encontrar as curvaturas de
Moebius de Y.

Considere A\, \Y e A, as trés curvaturas principais de Y. Como Y ¢ localmente

uma transformacao de Ribaucour de Y, pelo Teorema 1.2 da pagina 18, temos que
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WYY 4 S
T oY YTy

para ¢ = 1,2,3. Entao,

o ST IWYEY - T £ A (S - QVTY) - XY (SY - VT
L (S = QTY)(SY - VT |

Logo, da definigao (4.28) e de (4.32), como A} = 0, segue que

(8 — QDY) [W(TY —T3') + A (SY — Q')
(S = QT W(TY = T3) + A5 (S = Q'Ty)]

@132 == (442)

Porém, de (1.18) temos que

SY = () + (W)

k=1

Substituindo na equagio acima, as fungoes Q¥ e WY dadas por (4.30) e f, dadas por
(4.31), obtemos

2

S = SO+ @i+ Bt [+ (B~ afo+ o)
k=1

= D (A + B} = C} +2Ckfi) + & + (f3)° + 2f5(afs + Bf2) + 2c(Bfr — afo)

k=1

= A+2C1fi +2Cofo + S+ (f3)* + 2f5(afi + Bfo) + 2¢(Bfi — afo).  (4.43)

onde na tltima igualdade usamos a notacao (4.38). Por outro lado, substituindo as

fungoes f; nas expressoes de T, dadas em (4.44) e (4.37), segue que

2 / 2
T = —(afy+Ci+Be), Ty =

’ _ Y _
o Ba; (Bfs+Cy—ac), Ty =4A;. (4.44)

Logo, sabendo que 2 é dada por (4.30) e usando as equagoes (4.43) e (4.44), obtemos
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S VT = A+2p (02 - C+fcl) =25 (afy 0 5) + (5
L 26 2Bf
= A+ of " ous (4.45)

_ — C 2 / ’
SY — QYT = A+2f; (C1+C ; 2) _ﬁf; (5f3+02—040>+(f3>2

2Gf,  2Bfs

= At af Bus

(4.46)

SY —QYTY = A+2f (aBs+ e+ Cy) + 2, (BBs — ac+ Cy) + (f3)* — 443 f3

= A+ 2Bf, +2Bfs. (4.47)
A GRS G G (4.48)
1 3 Qs ) 2 3 ﬁu;», : :

Para finalizar, substituimos as equagoes obtidas acima, (4.45), (4.46), (4.47) e (4.48),
na expressiao de @3, dada por (4.42) e lembrando que WY e A} sao dadas por (4.30)
e (4.32), concluimos que ®y35 é dada por (4.41).

74



Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

Cecil, T. and Ryan, P. Focal sets, taut embeddings and the cyclides of Dupin,
Math. Ann. 236 (1978), 177-190.

Cecil, T. and Ryan, P. Conformal geometry and the cyclides of Dupin, Canad. J.
Math. 32 (1980), 767-782.

Cecil, T., Chi Q.-S., Jensen G., Classifications of Dupin hypersurfaces, in Pure
and Applied Differential Geometry, PADGE 2007, Editors F. Dillen and I. van de
Woestyne, Shaker Verlag, Aachen, 2007, 48-56.

Cecil, T., Ryan, P. Tight and Taut immersions of manifolds, Research Notes in
Math. Vol. 107, Pitman, London, 1985.

Corro, A.V., Ferreira,W., Tenenblat, K., On Ribaucour Transformations for Hy-
persurfaces, Matemética Contemporanea, Vol 17, 137-160 (1999).

Corro, A.V., Ferreira,W., Tenenblat, K., Minimal surfaces obtained by Ribaucour
Transformation, Geometriae Dedicata 96, 117-150 (2003).

Corro, A.V., Ferreira, W., Tenenblat, K., Ribaucour Transformations for constant

mean curvature and linear Weingarten surfaces, Pacific J. Math. 212, 265-296
(2003).

Hu Z., Li H.-Z., Classification of Mobius isoparametric hypersurfaces in S*, Nagoya
Math. J. 179 (2005), 147-162.

Hu Z., Li, H.-Z., Wang C.-P., Classification of Mobius isoparametric hypersurfaces
in S°, Monatsh. Math. 151 (2007), 201-222.

Hu Z., Li D., Mébius isoparametric hypersurfaces with three distinct principal
curvatures, Pacific J. Math. 232 (2007), 289-311.

75



Referéncias Bibliograficas

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]
[18]
[19]
[20]

[21]

Lemes, M.V., Tenenblat, K., On Ribaucour transformations and minimal surfaces,
Mat. Contemp. 29 (2005), 13-40.

Lemes, M.V., Roitman, P., Tenenblat, K., Tribuzi, R., Lawson Correspondence
and Ribaucour Transformation, Transactions of the American Mathematical Soci-

ety.

Li H.-Z., Liu H.-L., Wang C.-P.; Zhao G.-S., Médbius isoparametric hypersurfaces
in S™Y with two distinct principal curvatures, Acta Math. Sin. (Engl. Ser.) 18
(2002), 437-446.

Miyaoka R., Compact Dupin hypersurfaces with three principal curvatures, Math.
7. 187 (1984), 433-452.

Miyaoka R., Ozawa T., Construction of taut embeddings and Cecil-Ryan conjec-
ture, in Geometry of Manifolds, Editor K. Shiohama, Perspect. Math., Vol. 8,
Academic Press, Boston, 1989, 181-189.

Miyaoka R., Dupin hypersurfaces and a Lie invariant, Kodai Math. J. 12 (1989),
228-256.

Pinkall U., Dupin’sche Hyperflachen, Dissertation, Univ. Freiburg, 1981.

Pinkall U., Dupin Hypersurfaces, Math. Ann. 270, 427-440 (1985).

Pinkall U., Letter to T. Cecil, December 5, 1984.

Pinkall U., Dupin’sche Hyperflachen in E*, Manuscripta Math. 51 (1985), 89-119.

Pinkall U., Thorbergsson G., Deformations of Dupin hypersurfaces, Proc. Amer.
Math. Soc. 10 (1989), 1037-1043.

Rodrigues, L.A., Tenenblat,K., A characterization of Moebius isoparametric hy-
persurfaces of the sphere, Monatsh. Math. 158, n° 3, 321-327 (2009).

Riveros, C.M.C., Rodrigues, L.A., Tenenblat, K., Dupin hypersurfaces with cons-
tant Mobius curvature, Pacific J. Math. 236, n° 1, 89-103 (2008).

Tenenblat, K., Wang, Q., Ribaucour Transformations for Hypersurfaces in Space
Forms, Annals of Global Analysis and Geometry 29:157-185 (2006).

76



Referéncias Bibliograficas

[25] Tenenblat, K., Wang, Q., New constant mean curvature surfaces in the hyperbolic
space, llinois J. Math. 53 (2009), n° 1, 135-161.

[26] Thorbergsson G., Dupin hypersurfaces, Bull. London Math. Soc. 15, 493-498
(1983).

7



