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Resumo

Neste trabalho, utilizamos métodos variacionais para estabelecer resultados sobre a
existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para uma classe de sistemas de equagoes
de Schrodinger nao lineares com acoplamento, possuindo crescimento critico ou subcritico,
em RY™. Mais especificamente, considerando o funcional associado restrito & variedade de
Nehari, aplicamos argumentos de minimizacao local e global combinados com métodos
de minimax. No caso em que o acoplamento possui crescimento critico, estabelecemos
estimativas apropriadas para o nivel determinado pelo Teorema do Passo da Montanha e
utilizamos argumentos desenvolvidos por Brézis e Nirenberg para o estudo de problemas

semilineares com crescimento critico.

Palavras-Chaves: Equacoes de Schrodinger nao Lineares, Sistemas nao Lineares, Solucao

Positiva, Expoente Critico de Sobolev
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Abstract

In this paper, we use variational methods to establish results on the existence and
multiplicity of positive solutions for a class of systems of coupled nonlinear Schrodinger
equations which subcritical or critical growth in R™. More specifically, considering
the associated functional restricted to the Nehari monifold, we apply local and global
minimization arguments combined with minimax methods. When the coupling has
critical growth, we establish appropriate estimates for the level determined by Mountain
Pass Theorem and use arguments developed by Brézis and Nirenberg for the study of

semilineares problems with critical growth.

keywords: Nonlinear Schrodinger Equations, Nonlinear Systems, Positive Solutions,

Sobolev Critical Exponent
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Notacoes

Neste trabalho consideramos as seguintes notagoes:
1/p
e Dado Q C RY, |u|pe@) = (/ |u|p) denota a norma de u em LP(£2). Por
Q
simplicidade, se = RY, escrevemos |u/ r@Ny = |Up.

e E; = H'(RY),j = 1,2, denota o espago de Sobolev, com o produto escalar e norma

associado a A1 e Ay, respectivamente, dado por
<u7¢>j = / (VuVo + A\jud), ||u||§ = / (|Vu|2 + /\ju2)7 j=1,2.
RN RN

e [/ = F; X Ey; um elemento em FE serd denotado por z = (u,v); como uma norma

em FE consideramos ||z]]* = [[u]|3 + ||v][3.
o E;,7=1,2, denota o espago das fungoes radialmente simétricas em Ej.
o E = ]El X EQ.
e — ¢ —, denotam convergéncia forte e convergéncia fraca, respectivamente.

e Br(p) denota a bola aberta de raio R com centro no ponto p € RY; e dBg(p),

denota a fronteira desta bola.

e Dado A C My, Mg a variedade de Nehari em E, denotamos por JA, a fronteira de
A em Mg.

e supp ¢ denota o suporte da funcao .

A
e A= 0O(x) quando lin% H < M, para alguma constante M > 0.
Tr—r €T

e A, =0,(1) se lim |A,| — 0 quando n — oc.

n—oo



Introducao

Nosso trabalho tem como foco o estudo de sistemas de equagoes de Schrodinger nao
lineares com acoplamento que descrevem fendémenos fisicos. Conforme citam Ambrosetti-
Colorado em |[2, 3] (veja também suas referéncias), esta classe de problemas tém grande
aplicagao no estudo de propagacao de pulsos em fibra 6ptica nao linear. Por exemplo, se
E(z,t) denota a envoltoria complexa de um campo elétrico, a propagagao estacionaria de
feixes planares na dire¢ao t em um meio nao-linear é descrita, a menos de reescalonamento,

pela equagao de Schrédinger
iE; + E.. + |E|’E = 0,

onde i denota a unidade imaginaria e os subscritos denotam derivadas parciais.
Considerando sem perda de generalida, Kk = 1, se E = a;E; + asEs, em que a; e as
sdo vetores complexos unitarios e ortogonais, em [28, 29| os autores estabelecem que a

equagao anterior origina o seguinte sistema de equagoes de Schrédinger

+ (El)m‘ + (a%|E1|2 + a%‘EQP)El =0, (1)
+ (E2)xx + (a%‘EQP + Cl%‘E1’2)E2 =0.

Quando buscamos solugoes do tipo ondas estacionérias, isto é, solugoes para (1) na
forma
Ei(z,t) = exp(iMt)u(z) e Eo(z,t) = exp(idat)v(x), A\, Ay >0

obtemos um sistema eliptico da seguinte forma

—Uge + Mu = (atu? + adv?)u, em R,

(2)

—Vpe + Av = (a2v? + adu?)v, em R.

Desde o famoso artigo sobre existéncia de solugao para problemas escalares de equagoes
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de Schrodinger nao lineares devido a Rabinowitz 33|, diversos autores tém se dedicado ao
estudo dessa classe de problemas (veja, por exemplo, |5, 4, 8, 11, 35, 30] e suas referéncias).

Trabalhos recentes, [2, 3, 14, 24|, se dedicaram ao estudo do Sistema (2) no
caso multidimensional. Entres outros resultados, os autores estabelecem a existéncia
de solugao de menor energia para o sistema. Como referéncia para o estudo de
existéncia de solugao para sistemas de equagoes de Schrodinger, podemos citar ainda
[7, 13, 16, 19, 20, 25, 27, 36, 37|.

Neste trabalho utilizamos métodos variacionais para estudar a existéncia de solugoes

positivas para a seguinte classe de sistemas de equagoes de Schrodinger nao lineares

—Au+Mu = |ulfPu+ C%‘;|u|a_2u|v|“, em RY, )
—Av+ v = |v|T %0+ %|v|“_2v|u|a, em RY,

com N=>22 >0, a,u>1, a+pu<2° 2<pqg<2° el Ay >0. Observamos que
2*=00se N=2e2"=

N 9 se N > 3.

Note que zp = (0,0) é uma solugao trivial do Sistema (3). Além disso, o sistema
possui duas solugoes z; = (u1,0) e z5 = (0,v1), sendo uy, v; > 0, respectivamente, as
tunicas solugbes positivas e radiais (a menos de translagdo) das seguintes equagoes de

Schrodinger ndo lineares (para mais detalhes veja, por exemplo [22, 31, 40]),
—Au+Mu = |uf?u, em RY, (4)
—Av+ v = [v|7%, em RY. (5)

Utilizando a nomenclatura existente na literatura (por exemplo, em [2, 3]), dizemos que
z1 € 2z 530 solugoes semitriviais do Sistema (3).

Nosso principal objetivo neste trabalho é estabelecer a existéncia (e multiplicidade)
de solugoes positivas do Sistema (3), isto ¢, z = (u,v) tal que u,v satisfazem o Sistema
(3) e u,v >0 em RY.

A motivagao inicial para o estudo de existéncia de solu¢ao do Sistema (3) foram os
artigos [2, 3, 14, 27]. Em particular, destacamos os artigos |2, 3|, devidos a Ambrosetti -

Colorado, nos quais os autores estudam o seguinte sistema subcritico

(6)

—Au+Mu = mud+ Bur?, em RY,
—Av+Xv = v + Bulv, em RV,

com iy, fig, A1, Ao, B > 0 e N = 2,3. Nestes trabalhos, os autores determinam constantes

positivas A e A, dependendo de py, p2, A1, A2, tais que o Sistema (6) tem solugao positiva
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para todo 5 € (0,A) U (A’,400). Além disto, a solugdo encontrada ¢ de menor energia
quando 3 € (A, +o0). Em [14], de Figueiredo e Lopes também estabelecem resultados de
existéncia de solugao positiva do Sistema (6) incluindo o caso em que N = 1.

Em |2, 3|, Ambrosetti-Colorado utilizam o fato do funcional associado ao Sistema
(6) ser de classe C*(E,R) para estimar os indices de Morse dos pontos z; e zp. Estas
estimativas permitem verificar que z; e zo sao pontos de minimos locais do funcional
associado ao sistema, restrito a variedade de Nehari, quando S > 0 é suficientemente
pequeno. Uma aplicagao do Teorema do Passo da Montanha permite estabelecer uma
solugao positiva do Sistema (6). Para 5 > 0 suficientemente grande, os autores verificam
que z; € 23 nao sao pontos de minimos locais do funcional associado sobre a variedade de
Nehari. A existéncia de soluc@o positiva de menor energia é estabelecida através de um
processo de minimizagao global.

Destacamos ainda que em [27], Maia, Montefusco e Pellacci estudam a seguinte versao
do Sistema (3)

—Au 4+ u=|ul?u+ Blulz2ulv|?, em RV,

—Av + W= |[v]P 20+ Blulz|v|2 2, em RV,

(7)

sendo f,w > 0,2 < p < 2*e N > 1. No artigo [27], entre outros resultados, os autores
estabelecem a existéncia de uma solugao positiva de menor energia para o Sistema (7)
sempre que > C, sendo C' uma constante positiva dependendo de w.

E importante observar que, o funcional associado ao Sistema (3) ndo apresenta,
em geral, a mesma regularidade que aquele associado ao Sistema (6). Por esta razao
nao utilizamos neste trabalho a teoria de Morse para estabelecer estimativas locais em
vizinhangas de z; e z3 do funcional associado ao Sistema (3) restrito a variedade de Nehari.

Muito embora o acoplamento deva ser considerado superlinear em relacao as variéveis
u e v, tendo em vista que a4+ p > 2, ele pode apresentar caracteristicas distintas quando
fixamos uma das varidveis. Por esta razao, baseados na nomenclatura utilizada em
resultados classicos para problemas elipticos (veja, por exemplo, [4, 6]), afirmamos que o
acoplamento é superlinear, linear ou sublinear em relagao a variavel u se a > 2, @ = 2 ou
1 < a < 2, respectivamente. De maneira analoga, definimos o acoplamento superlinear,
linear e sublinear em relacao & variavel v. Além disto, afirmamos que o acoplamento é
duplamente sublinear se ele for sublinear em relacao a variavel u e a variavel v, ou seja,
a, it < 2. De maneira anéloga, dizemos que o acoplamento é duplamente superlinear, se
o, > 2.

O acoplamento ¢ dito duplamente linear em relacao as variaveis u e v se for linear

em relagdo as variaveis u e v. Com essa nomenclatura no Sistema (6), por exemplo, o
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acoplamento sera dito duplamente linear em relagao as variaveis u e v.
Note que, se consideramos o caso em que o acoplamento é duplamente linear em relagao
as variaveis u e v, o Sistema (3) se reduz ao Sistema (6), mas sem a restrigao p = ¢ = 4.

Além disto, o Sistema (7) ¢ duplamente sublinear, linear ou superlinear, se p < 4, p = 4
P

ou p > 4, respectivamente. Observamos ainda, que se consideramos p = q, a = u = 3 e

A
w? = 22 o Sistema (3) se reduz ao Sistema (7).

Na)\f)rimeira parte do nosso trabalho (Capitulo 1), consideramos o Sistema (3) no caso
em que o acoplamento apresenta crescimento subcritico, contribuindo desta maneira com
o estudo da existéncia e multiplicidade de solugao positiva para esta classe de sistemas. No
nosso primeiro resultado, a existéncia de solucao positiva é obtida independentemente do

acoplamento ser sublinear, linear ou superlinear em relagao a qualquer uma das variaveis.

Teorema 0.1. Existem [y, > 0 tais que o Sistema (3) possui uma solug¢io positiva

para todo B € [0, 5y) e uma solugao positiva de menor energia para todo B € (B, +00).

O Teorema 0.1 ¢ uma versao do resultado devido a Ambrosetti-Colorado |2, 3] para o
Sistema (3). Estabelecemos ainda, que dependendo da relac¢do entre os niveis de menor
energia associados aos Problemas (4) e (5), o Sistema (3) tem uma solugao positiva para
todo § > 0 (veja Teorema 1.23).

Para demonstrar o Teorema 0.1, exploramos a presenca de z; e z5. Na realidade, o
argumento principal é verificar que o funcional associado restrito a variedade de Nehari,
possui a Geometria do Passo da Montanha se consideramos caminhos ligando z; e 25. Por
outro lado, para 8 > 0 suficientemente grande, z; e z; nao sao pontos de minimos globais
associados ao funcional restrito a variedade de Nehari. Estes fatos, combinados com
métodos variacionais, nos permitem provar a existéncia de solugoes positivas ou solugoes
positivas de menor energia do Sistema (3).

Quando o acoplamento em relagao a variavel v é sublinear, podemos verificar que,
independentemente do valor de § > 0, z; nao é um ponto de minimo local do funcional
associado, restrito a variedade de Nehari. Um resultado anédlogo é valido para o ponto
2z se supormos que o acoplamento seja sublinear em relacao a variavel w. Inspirados
no trabalho devido a Ambrosetti, Brézis e Cerami [4] para o problema escalar com nao

linearidade concavo-convexo, obtemos

Teorema 0.2. Suponha que o acoplamento seja sublinear em relacao a uma das varidveis.
Entao, existe By > 0 tal que o Sistema (3) possui pelo menos duas solugées positivas para

todo 0 < B < By.

No caso em que o acoplamento é duplamente sublinear, estabelecemos a existéncia

de pelo menos trés solugoes positivas do Sistema (3) quando 5 > 0 for suficientemente
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pequeno. Além disto, verificamos que o sistema tem uma solucao positiva de menor

energia para todo § > 0.

Teorema 0.3. Suponha que o acoplamento seja duplamente sublinear. Entao, o Sistema
(8) tem uma solugao positiva de menor energia para todo 5 > 0. Além disso, existe By > 0

tal que o Sistema (3) tem pelo menos trés solugoes positivas para todo 0 < 3 < f3y.

Quando o acoplamento em relagao & variavel v é superlinear, podemos verificar que,
independentemente do valor de § > 0, z; é ponto de um minimo local do funcional
associado restrito a variedade de Nehari. Um resultado analogo ¢ vélido para o ponto z,
se supormos que o acoplamento seja superlinear em relagao a variavel u.

No caso em que o acoplamento é duplamente superlinear, verificamos que o sistema
tem solugao positiva para todo 5 > 0 e tem pelo menos duas solucoes positivas para 8 > 0

suficientemente grande, como pode ser visto no teorema abaixo.

Teorema 0.4. Suponha que o acoplamento seja duplamente superlinear. Entao, o Sistema
(8) tem uma solugao positiva para todo 5 > 0. Além disso, existe 1 > 0 tal que o Sistema
(8) tem pelo menos duas solugoes positivas para todo B > (1, sendo uma delas de menor

enerqgia.

Note que os Teoremas 0.3 e 0.4, garantem a existéncia, para todo f > 0, de uma
solugdo positiva do Sistema (3), se o acoplamento for duplamente sublinear ou duplamente
superlinear. Em particular, isto implica que o Sistema (7) tem uma solugao positiva para
todo S > 0, quando p # 4. Além disto, se N > 4, entao p < 2* < 4. Portanto, neste
caso, o Teorema 0.3 estabelece, a existéncia de uma solugao positiva de menor energia do
Sistema (7), para todo 5 > 0. Isto responde a um questionamento feito pelos autores em
[27] sobre uma condigao necessaria para a existéncia de solugao positiva de menor energia
do Sistema (7) quando a dimensao de RY for maior ou igual a 4.

Observamos também que o Teorema 0.3 nos permite afirmar que o Sistema (3) possui
uma solucdo positiva de menor energia para todo 3 > 0 quando a dimensao de RY for
maior ou igual a 6 pois, neste caso, temos que o acoplamento é duplamente sublinear,
uma vez que, a, it > 1 e a+ pu < 2* < 3. Finalmente, como consideramos o acoplamento
duplamente superlinear no Teorema 0.4, este se aplica para as dimensoes N = 2, 3.

Nos teoremas a seguir, inspirados pelos artigos |2, 3|, estimamos os valores de Sy, 51 > 0
dados pelo Teorema 0.1, quando o acoplamento é linear em relacao a uma das variaveis.

Objetivando estas estimativas, lembramos inicialmente que (veja [22, 31| ou [40], Apéndice

A)

u(@) =AT70, (Vir) e (o) =320, (Vi) (8)
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sao as unicas solugoes positivas e radiais ( a menos de transla¢ao) dos problemas escalares
(4) e (5), sendo U, e U, as solucoes positivas e radiais de (4) e (5) quando A\ = Ay = 1.

No caso em que o acoplamento é linear em relagao a variavel v, definimos

2
fy% - inf M (9)

Y el ®YN0} 4 [pn [ua]¥]@]?

De maneira anéloga, quando o acoplamento ¢ linear em relagao a variavel u, consideramos

. (1 +2)]ellt
722# = ) mfN . 12. (10)
peH BN} 4 [on [v1]M] ]
Definindo
(2:*13)(11*2)
F()\l) — Cp,q)\{2 fq>(p72>7
*(2*—q) — N |U P
com Cp "N = M| ply observamos que F' nos permite estabelecer uma relacao

(g —2) Uglg’
entre os niveis de menor energia associados aos problemas escalares (4) e (5). Utilizando

esta relacao, obtemos

Teorema 0.5. Suponha que o acoplamento seja linear em relagdo a uma das varidveis.
Entao,
1. o Sistema (8) tem uma solugao positiva nas sequintes condigoes:
(i) A2 < F(\1), o acoplamento € linear em relagio a varidvel v e € (0,77 ,);
(it) Xy > F(\1), o acoplamento € linear em relagio & varidvel u e 3 € 0,73 ,).
2. o Sistema (3) tem uma solugao positiva de menor energia nas sequintes condigoes:

(i) A2 > F(\1), o acoplamento € linear em relagio & varidvel v e 5 € (77, +00);

(i1) Aa < F(\1), o acoplamento € linear em relagdo d varidvel u e § € (73, +00).

Agora, considerando o caso em que o acoplamento é duplamente linear, definimos

A= min{”YiQa '73,2} e A= maX{”Yi% 73,2}7 (11)

sendo 77, e 73, dados por (9) e (10), quando a = 2 e 1 = 2, respectivamente.

Como consequéncia direta do Teorema 0.5, temos

Teorema 0.6. Suponha que o acoplamento seja duplamente linear. Entao o Sistema (3)
tem uma solugdo positiva para todo [ € [0,A), e tem uma solu¢io positiva de menor

energia, para todo 5 € (A, +00).
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Note que os Teoremas 0.5 e 0.6 nos fornecem estimativas para gy, 5; > 0, dados pelo
Teorema 0.1, quando o acoplamento é linear em relagao a pelo menos uma das variaveis.
Embora a abordagem deste trabalho seja distinta, nossas estimativas sao similares aquelas
obtidas em |2, 3| (veja também [14] para resultados relacionados). No caso particular em
que p = ¢ = 4 com acoplamento duplamente linear, o Teorema 0.6 nos fornece os mesmos
valores que aqueles obtidos em [2, 3]. Como no Teorema 0.6 consideramos o acoplamento
duplamente linear e o + p < 2*, neste caso temos que N = 2, 3.

Para finalizarmos esta primeira parte do trabalho, inspirados nos resultados devidos
a Maia, Montefusco e Pellacci [27], buscamos obter resultados que nos permitem fornecer
condicoes necessarias e condicoes suficientes para a existéncia de solugao positiva de menor

energia do Sistema (3).Para tal, consideramos o Sistema (3) no caso particular em que

p =q, isto é
~Aut N = P ut EjuPufolt,em RV, (12)
AU+ Ny = |v|p‘2v+%|v|“‘2v|u|a, em RV

A
Denotando por w? = /\—2, arazdo entre as frequéncias \; e Ay do Sistema (12), definimos
1

N N 1 N  N\1% ~xew
= l+=—-—4+=(1-=4+= T 13
f(w) [+2 p+ﬁ( 2+pﬂcu2 (13)

Os resultados, a seguir, complementam as estimativas obtidas em [27] para a existéncia

de solugao positiva de menor energia.

Teorema 0.7. Suponha que o+ = p. Se B > 0 satisfaz

B> (14)

w) =1, sew>1,
f) -1

sew <1,

Y

N =

entao o Sistema (12) tem uma solugdo positiva de menor energia.

A demonstracao do teorema acima ¢ baseada na demonstracao de [27|, para o caso
particular em que a = p = £ (Teorema 2.8). Por uma questdao de completude e para
facilidade do leitor, apresentamos sua demonstracao neste trabalho.

Considerando p = « + p no Sistema (12), demonstramos uma versao do resultado
devido a Maia, Montefusco e Pellacci [27] que nos fornece uma condi¢ao necessaria para

existéncia de solugao positiva de menor energia do Sistema (12).
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Supondo, sem perda de generalidade, que o > p e a > %, definimos os seguintes

valores
» 2(u—2) (a—p) | »—2
a=ala,u,p) = {(22—2) 8 (g) “] sep>4 e a=2sep=4, (15)
N(2" —p)
* = ~*(N,p) = —=. 16
g 7 (N, p) Fo (16)

Teorema 0.8. Suponha que oo+ u = p e que o acoplamento seja superlinear ou linear

em rela¢io G uma das varidveis. Se o Sistema (12) possui uma solu¢ao de menor energia

.
— Ry

positiva, entao 23 > amax{

Em [27] os autores estabelecem que se p > 4 e o Sistema (7) tem uma solugao positiva
de menor energia, entdo § > 257! — 1. A restricio p > 4, neste caso, implica que
N = 1,2,3. Como ja observamos anteriormente o Teorema 0.3 implica que o Sistema
(7) tem uma solugao positiva de menor energia para todo 5 > 0. Por outro lado, como
também observamos anteriormente, se N > 6, entao o Sistema (3) é duplamente sublinear
e, pelo Teorema 0.3, possui uma solugao de menor energia para todo g > 0.

Note que, se consideramos no Teorema 0.8, o = y = ‘g, p > 4 temos que, se o Sistema

(7) possui uma solugao positiva de menor energia, entao

p 1 .
B> (2571 — 1) max {m*a’ w7 u} ) (17)

*

w? H 5 > 1 a nossa estimativa melhora aquela obtida por Maia,

Como max —a
Montefusco e Pellacci em [27]. Observamos ainda, que se supomos j = a = & = 2,
a relagao (17) ¢é idéntica a obtida em [27] (veja, Teorema 2.9).

Se consideramos no Teorema 0.8, 4 =2 e a =p—2 > = 2, obtemos que se o Sistema

(12) possui uma solugao positiva de menor energia entao

p 1 2

Na segunda parte desse trabalho (Capitulo 2) consideramos N > 3 e o caso em que o
acoplamento tem crescimento critico, ou seja a+ 1 = 2*. Estudos de existéncia de solucao
de sistemas tendo um crescimento critico podem ser encontrados em [1, 16, 36] e suas
referéncias.

Um ponto importante que diferencia esta parte do trabalho do Capitulo 1 é que, mesmo

considerando espagos radiais, nao conseguimos verificar a condi¢ao de compacidade devido
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a Palais-Smale para todo os valores ¢ € R. No entanto, verificamos que abaixo de um
determinadado nivel essa condigao de compacidade é valida. Este fato, combinado com
métodos de minimizacao e o Teorema do Passo da Montanha, nos permite estabelecer
resultados de existéncia e multiplicidade de solugdes positivas do Sistema (3), similares
aos obtidos no caso em que o acoplamento é subcritico.

No caso em que o acoplamento tem crescimento critico e 5 > 0 nao esta préximo da

origem, consideramos a condigao
(H) N >3 ese N =3, p,q satisfazem 4 < max{p,q} <2* =6

utilizada, em geral, em problemas com crescimento critico (veja por exemplo [30]).
O primeiro resultado desta secao estabelece uma versao do Teorema 0.1 no caso em

que o acoplamento possui crescimento critico.

Teorema 0.9. Suponha que o acoplamento seja critico. Entao, existe By > 0 tal que o
Sistema (3) possui uma solugao positiva para todo B € [0, By). Além disto, se a condigao
(H) € satisfeita, existe 5 > 0 tal que o Sistema (3) tem uma solugdo positiva de menor

energia para todo B € (51, +00).

A seguir, enunciamos versoes dos Teoremas 0.2 e 0.3, para o caso em que o acoplamento
é critico.
Teorema 0.10. Suponha que o acoplamento seja critico e sublinear em relacao a uma

das varidveis. Entao, existe Sy > 0 tal que o Sistema (8) possui pelo menos duas solugoes

positivas para todo 0 < < f3y.

Teorema 0.11. Suponha que o acoplamento seja critico e duplamente sublinear. Entao,
existe By > 0 tal que o Sistema (3) tem pelo menos trés solugoes para todo B < By. Além

disto, o Sistema (8) tem uma solugdo positiva de menor energia para todo 5 > 0.

Como no Teorema 0.11 o acoplamento ¢ duplamente sublinear e o + p = 2%, este
teorema se aplica quando a dimensao de RY é maior ou igual a 5.

Em [2, 3] Ambrosetti-Colorado, considerando o acoplamento duplamente linear e
p = q = 4, verificam que o Sistema (3) tem uma solu¢ao de menor energia para todo
£ > N para o caso em que o crescimento do acoplamento é subcritico. No Teorema
0.6 da primeira parte deste trabalho, conseguimos verificar esse mesmo resultado sem
supor p = ¢ = 4. Também verificamos um resultado similar considerando o acoplamento
com crescimento critico e duplamente linear. Aqui também nao precisamos supor que
p=q=4

Inicialmente estabelecemos uma versao do Teorema 0.5, considerando o acoplamento

com crescimento critico.
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Teorema 0.12. Suponha que o acoplamento seja critico e linear em rela¢ao a uma das
varidveis. Se a condi¢io (H) € satisfeita, entao o Sistema (3) tem uma solugdo positiva

de menor energia, nas sequintes condigoes
1. Ay > F(\1), o acoplamento € linear em relagio & varidvel v e 8 € (77, +00)
2. Ay < F(\1), o acoplamento € linear em relagio a varidvel u e 3 € (73, +00).

O fato de termos o = 2 ou p = 2 no Teorema 0.12, implica que a dimensdo de RY
é menor ou igual a 5. Além disto, se o acoplamento é duplamente linear, entao N = 4.

Com isto, temos

Teorema 0.13. Suponha que N = 4 e que o acoplamento seja duplamente linear. Entdo,
o Sistema (3) tem uma solugao positiva de menor energia para todo € (N, +00), com
A’ dado por (11).

Nas demonstracoes dos teoremas do Capitulo 1 e 2, noés consideramos o espaco de
Sobolev E = [E; x E,, onde E;, E,; denotam os espacos de fungoes radialmente simétricas
no espago de Sobolev H*(RY). No Capitulo 1, como consideramos o acoplamento com
crescimento subcritico, o fato de usarmos o espago de funcgoes radiais nos permite
verificar que o funcional associado, satisfaz a condicao de compacidade devido a Palais-
Smale, quando este esta restrito a variedade de Nehari. Para obtermos pontos criticos
do funcional associado ao Sistema (3) nos baseamos em Métodos Variacionais. Mais
especificamente, métodos de minimizagao local e global, e métodos de minimax, aplicados
de acordo com o tipo de acoplamento do Sistema (3). Ppara garantirmos que os pontos
criticos obtidos s@o solugoes do Sistema (3), utilizamos o Principio da Criticalidade
Simétrica (veja por exemplo [41]).

Para estabelecer a existéncia de solugoes positivas exploramos a presenca das solugoes
semitriviais, z; e zo. Para isto, verificamos o comportamento do funcional associado
ao sistema em vizinhangas dessas solugoes semitriviais. Este comportamento depende
essencialmente do tipo de acoplamento considerado. Se o acoplamento for superlinear
em relacao a variavel v, estabelecemos que z; é um minimo local do funcional associado
restrito a variedade de Nehari, para todo § > 0. Por outro lado, se o acoplamento
for linear em relagao a variavel v verificamos que z; é um minimo local se § > 0 for
suficientemente pequeno. Além disto, verificamos que, se o acoplamento for sublinear em
relagao a variavel v, entao z; nao é um minimo local do funcional associado restrito a
variedade de Nehari. Resultados similares sao obtidos se consideramos o comportamento

do funcional em vizinhancas de zs.
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No Capitulo 2, como estamos considerando o sistema com acoplamento critico, o
funcional associado ao sistema nao satisfaz a condi¢ao de compacidade de Palais-Smale
para todos os niveis ¢ € R. Conseguimos superar essa dificuldade técnica, verificando que,
abaixo de um determinado nivel, o funcional sempre satisfaz a condigao de compacidade de
Palais-Smale. Estimativas apropriadas para os valores criticos considerados, nos permitem
estabelecer os resultados aqui enunciados para o Sistema (3). Em particular, para valores
de 5 > 0 que nao estao proximos da origem, estas estimativas sao estabelecidas utilizando

fungoes testes apropriadas e argumentando como Brézis-Nirenberg em |[8].



Capitulo

1

Sistema de Equacoes de Schrodinger

com Acoplamento Subcritico

Neste capitulo, utilizamos métodos variacionais para estudar a existéncia de solugao

positiva do seguinte sistema

—Au+Mu = |ulf?u+ %|u|°"2u|v|“, em R, )
—Av+ v = |u]i %0+ %|v\“’2v|ula, em RV,

com N>2 >0, a,p>1, a+pu<2 2<pqg<2* el A>0.

Como ja foi observado na introducdo desse trabalho, zp = (0,0),2; = (u1,0) e
29 = (0,v;) sao solugoes do Sistema (3), sendo uy, v; > 0 as unicas solugdes positivas
e radiais (a menos de translagao) para os problemas escalares (4) e (5), respectivamente.
Portanto, nosso interesse é estabelecer uma soluc¢ao z > 0 do Sistema (3).

Foi descrito também, na introducao deste trabalho que, para a demonstragao dos
resultados deste capitulo, nos baseamos em Métodos Variacionais. Mais especificamente,
métodos de minimizagao local e global e método de minimax. Estes métodos sao aplicados
de acordo com o tipo de acoplamento do Sistema (3).

Neste capitulo, verificamos que, se o acoplamento for superlinear em relagao a variavel
v, entao z; é um minimo local do funcional associado restrito a variedade de Nehari,
para todo 8 > 0. Por outro lado, se o acoplamento for linear em relacao a variavel v
estabelecemos que z; é um minimo local se § > 0 for suficientemente pequeno. Além
disto, verificamos que se o acoplamento for sublinear em relacao a variavel v, entao z;
nao ¢ um minimo local do funcional associado restrito a variedade de Nehari. Resultados

similares sao obtidos se consideramos o estudo do funcional em vizinhancas de zs.
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Além disto, verificamos que o funcional associado restrito a variedade de Nehari é
limitado inferiormente e satisfaz a condi¢ao de compacidade de Palais-Smale.

Estes resultados, combinados com os métodos variacionais citados acima, nos
permitem estabelecer os teoremas de existéncia e multiplicidade de solugao propostos
nessa parte do trabalho.

O Capitulo 1 esta estruturado da seguinte forma: na Secao 1.1, estabelecemos a
estrutura variacional do Sistema (3). Em seguida, na Segao 1.2, definimos a variedade
de Nehari associada ao Sistema (3). Ja na Secao 1.3, tendo como objetivo estabelecer
a existéncia de solugao positiva do sistema, verificamos que o funcional associado satisfaz
a condicao de compacidade devido a Palais-Smale, quando este é considerado restrito a
variedade de Nehari. Dando continuidade ao nosso trabalho, na Segao 1.4, estabelecemos
algumas estimativas locais do funcional restrito & variedade de Nehari. Com base nos
resultados obtidos nas se¢oes anteriores, na Secao 1.5, demonstramos um resultado
de existéncia de solugdo positiva do Sistema (3) (Teorema 0.1). Na se¢do Segao 1.6,
demonstramos os Teoremas 0.2 ¢ 0.3, em que o acoplamento ¢ sublinear em relacao
a pelo menos uma das variaveis. Na secao Segcao 1.7, demonstramos o Teorema 0.4,
onde o acoplamento é duplamente superlinear. Na Secao 1.8, estabelecemos estimativas
similares as estimativas obtidas em |2, 3] (Teoremas 0.5 e 0.6). Finalmente na Segao
1.9, obtemos estimativas que nos permitem estabelecer condicoes suficientes e condig¢oes
necessarias para existéncia de solugao positiva de menor energia do Sistema (3) (Teoremas
0.7 e 0.8). Nesta segao, as demonstragoes dos resultados foram inspiradas em resultados
obtidos em [27].

1.1 Estrutura Variacional

Como nosso interesse ¢ estabelecer existéncia de solugdo positiva do Sistema (3),
consideramos z* = (u*,v"), ut = max{u,0} e v = max{v,0} e associamos ao sistema

o seguinte funcional

1 1 1
I(z) = SlIaIF = —Jut ) = —[v*lf =

2p3

ut|*vt ", 2 = (u,v) € E. 1.1
P RN\ |*[v™] (u,v) (1.1)

Como o, > 1e2 < p,q,a+ u < 2* podemos argumentar como em [41] (para um

problema escalar) para obter que I ¢ bem definido e I € C'(E,R). Além disto, a derivada
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de Fréchet do funcional I, é dada por

@) = zw)e = [ o= [ty
26

a+ p RN(O‘|U+|“|U+|°‘_1¢ +plut [ ), 2 = (w,0), w = (6,¢) € E

Consequentemente, tendo em vista o Principio da Criticalidade Simétrica (veja por
exemplo [41]), cada ponto critico z = (u,v) € E de I, é uma solugao (fraca) do Sistema
(3). Como ja vimos antes, se u,v # 0, dizemos que esse ponto critico é uma solu¢ao nao

trivial. Se u = 0 ou v = 0, dizemos que esse ponto critico é uma solucao semitrivial.

Proposicao 1.1. Suponha que z € E\ {0} € um ponto critico do Funcional (1.1), z # =z

e z # zo, entdo z > 0.

Demonstracao: De fato, inicialmente note que
0=(I'(2),27) = —|l=7|,

onde z~ = (u~,v™), u~ = max{—wu,0} e v~ = max{—v,0}. Portanto, z > 0. Usando o
Corolario A.2 temos que z € (C*(RY))2. Suponha por contradicdo, que existe zy € RY
tal que u(zp) = 0. Como z é uma soluc¢ao do Sistema (3), entao u satisfaz
—Au+ Mu = |[ufft + 26—Oé|u|°‘*1|v\“ > 0.
o+

Portanto, aplicando o Principio do Maximo Forte [18] em uma bola arbitraria centrada
em o obtemos que u = 0. Mas isto é uma contradi¢ao pois, u Z 0. De forma similar
estabelecemos que v > 0. [

Observamos que a proposicao acima ainda é valida se o acoplamento for critico.

Associados aos Problemas (4) e (5) consideramos, respectivamente, os funcionais
J, € C*(E1,R) e J, € C*(E,, R) dados por

1 1

Jp(u) = §||U||f - 5|U+ b u € Ky, (1.2)
I

Jo(v) = QHUHz - §|U ¢ U E Eo. (1.3)

Em particular, podemos escrever o Funcional (1.1) da seguinte forma

26

I(z) = Jp(u) + Jy(v) — a+ i Jygn

[t [*lot", 2 = (u,v) € E.
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A seguir, demonstramos alguns resultados que ser@o essenciais para estabelecer a

existéncia de pelo menos uma solugdo nao trivial ou semitrivial do Sistema (3).

1.2 A Variedade de Nehari e Algumas Propriedades

Tendo em vista a busca por pontos criticos do Funcional (1.1), consideramos a fun¢ao

Y E — R, dada por

Y(2) = I'(2), 2) = |I2|* = Ju™ [} — [v*]g — 28 /RN ", € B (14)

Associados aos funcionais J, e J,, consideramos também os funcionais

HUH2 p’ ue]El?

e (1.5)
lv||3 — |’U ] v € [E,.

Yp(u) = < u, >
wq(v) = < v) >

Como a,pu >1e2 < p,q a+ u < 2* obtemos que 1 € C(E,R). Além disso, o mesmo
argumento verifica que ¢, € C*(E1, R) e ¢, € C*(Eq, R).
Definimos também as chamadas variedades de Nehari associadas a I,J, e Jg,

respectivamente, por

Mg ={z € E\{0} : ¥(z) = 0}, (1.6)
= {u SR \ {0} @Z)p
={v € Ex\ {0} : ¢

—~

u) =

0}
v) = 0}. (18)

—~

Observamos que, se z = (u,0) € Mg, entdo u € N, e LMz = T,N, x E5. Um

resultado similar também relaciona Mg e N, em z = (0,v).

Vamos denotar por S* a esfera unitaria de E. Nossa intencao inicialmente foi verificar
que existe um homeomorfismo entre a variedade Mg e S*°. A idéia era verificar que dado
z € %, existe um unico t = t(z) > 0, dependendo de 3, tal que t(z)z € Mpy. Mas
facilmente vimos que isso nao é verdade, basta considerar z € S tal que 2™ = 0 e temos
tz ¢ Mg, pois caso contrario |[tz||=0. Para contornarmos essa dificuldade definimos

A% C S onde os elementos tem parte positiva que nao é identicamente nula, ou seja,
A% ={w e S™ :w' £ 0}.

Lema 1.2. A € aberto em S e conexo por caminhos.
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Demonstracao: De fato, para verificar que A* é aberto em S°°, basta notar que a
aplicacao f : E — E, f(w) = w" é continua em E (para demonstracao desse fato veja

por exemplo [12]). Portanto, o complementar de A>,
(A)° 1= {w € 5% w* =0} = £7(0) N S,

é fechado em S*°.
Para verificar que A* é conexo por caminhos sejam w = (u,v) e w = (u,v) € A® e
considere ¢, = (¢, ., ¥, »), R > 0onde ¢, ,, é a primeira autofuncao associada ao seguinte

problema de autovalor,
—Aw = Aw em Bg(0),
w = 0 em 0Bg(0).
1 1
’ 9 29
e ¢, a w, respectivamente, contidos em E, dados por v(t) = (2ty, + (1 — 2t)w) e
n(t) = ((2t — 1)w + 2(1 — t)¢,). Agora definimos os conjuntos

Feito isto, consideramos 7 : [0,5] — E e n : [5,1] — E, caminhos ligando w a ¢,

AT = {z e RN :wt(x) # 0},
At = {z e RY :wt(x) # 0},

e tomamos R > 0 suficientemente grande de forma que Br(0)NAT # 0 e Br(0)NAT # 0.
Como w,w € A%, podemos supor, sem perda de generalidade, que u™, at # 0 . Portanto,
temos que (2ty, , + (1 —2t)u)™ # 0, para todo t € [0,3] e (2t —1)u+2(1—t)p, )" #0,

para todo t € [%, 1]. Consequentemente,

YE() = ((2te, o + (1 =2t)u)™, (2tp, , + (1 —2t)v)") # 0 para todo ¢ € [0, %] ,

e

() = ((2t—1)u+2(1—t)p, ,)F, (2t=1)v+2(1—t)p, ,)7) #0, para todo ¢ € Bl] :

ORI}

o @ @l i _
entre 7 e 1, w e w podem ser ligados por caminhos que estao contidos em A*. O lema

Além disso, 7(t) C S°°. Portanto, considerando a superposi¢ao

estéd demonstrado. m

Procedendo como acima, definimos A>® = {u € S° : u* # 0}, onde S;° é a esfera

unitaria de [E;.
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O lema a seguir ¢ de grande importancia para o nosso estudo de existéncia de solucao,
pois ele nos garante que existe um homeomorfimo entre A~ e Mj e é esse homeomorfismo
que nos permite estabelecer algumas estimativas locais do Funcional (1.1) restrito a Mg
em vizinhangas das solugoes semitriviais z; = (u1,0) e 2o = (0,v1). S@o essas estimativas
locais que nos permitem aplicar o Teorema do Passo da Montanha para obtermos a

demonstracao dos nossos resultados.

Lema 1.3. Dado z € A, existe um unico t = t(z) > 0, dependendo de > 0, tal
que t(z)z € Mpg. Além disso, a fungdo real z — t(z) € continua em A> e a aplicagdo
¢p 1 A — Mg, ¢s(z) = t(2)z, define um homeomorfismo de A* em Mag.

Demonstragao: Seja z = (u,v) € A® fixado e considere a funcgio g € C'([0, +00),R)
dada por
t2 tP t4 2/t

H=1I(tz) = —|z|]]? = =|uT|P — =|ot]? —
g(t) = I(t2) = S|l plu 4 q!v K Py

/ lu|* ", t €0, +00).
RN

Como z € A*®, podemos supor, sem perda de generalidade, que ut Z 0. Assim,

g(0) = 0, g(t) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno e tlim g(t) = —oo, desde que
—00

2 <p,q,a+ p <2 Usando (1.4), para t > 0 temos que

§(1) = (I'(12),2) = 5 (I'(2), 12) = (22)

Portanto, tz € Mp se, e somente se, ¢'(t) = 0. Seja t > 0 um ponto tal que ¢'(t) = 0.
Com isto, temos que

2l = P2t 2ot — 2pEt 2 [ et
N

R

Assim podemos escrever,
410 = | (@2 = oAty 4 (072 = Aty 250 = e [ el
R

Consequentemente, usando mais uma vez que 2 < p,q,a + p < 2%, concluimos que
g'(t) > 0 para todo t <t e ¢'(t) < 0 para todo t > t. Agora, usando este fato e lembrando
o comportamento de g na origem e no infinito, temos que existe um unico t(z) > 0,
dependendo de > 0, tal que t(z)z € Mg. Além disso, g(t(z)) = max g(t).

A seguir, verificamos que a aplicagdo z + t(z) é continua em A*. Para isso

consideramos z € A e uma sequéncia (z,) C A™ tais que z, — z fortemente em E.
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Como z, — z € A*® C E \ {0}, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos

supor

2, — z in (L"(RM))2, r € [2,27],
Zn(x) — 2(7) q.t.p em RY, (1.9)
|20 ()| = |un(2)] + |va(z)] < ho(x) € LT(RY),r € [2,2%], q.t.p em RY.

Tendo em vista que a aplicagao f : L"(RY) — L7(RY), definida por f(s) = s* ¢é

continua, invocando as relagoes acima, concluimos que
whb = utev = ot em L'(RY) (1.10)

Assim, por (1.10) e invocando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

temos
lug b = [u® [P+ 0,(1),

vy 1§ = v ]E + o (1) (1.11)

/ [ = / o+ on(1).
RN RN

De fato, para verificarmos a terceira relagao em (1.11), é suficiente utilizarmos (1.9)

observando que

lwt | ot |# < Juh [T+ o |2t < thiﬂ(x) c L'(RY), q.t.p em RY.

Agora, usando que t,z, = t,(z,)z, € Mg, por (1.6) temos
leall? = 72 5ot g+ 28800072 [ e

Se supomos que t, — oo, invocando (1.11), concluimos que ||z,|| — oo, pois 2 <
p,q, 0+ p < 2% ez e A*®. Por outro lado, se supomos que t, — 0, argumentando como
acima, temos que ||z,|| — 0. Estes fatos contradizem z, — z € A>. Consequentemente,

existem constantes 0 < 17,7, < 0o tais que
T, <t, :=t(z,) <Ts. (1.12)

Portanto, passando a um subsequéncia se necessario, existe 77 < t < Ty, tal que
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t(2,) — t. Consequentemente,

0 =lim (I'(t(zn)2n), 2n) = lim

1 -
) (I'(t(2n)2n), t(2n) 2n) = z <I’(tz),tz>.
Entao tz € Mg, e portanto ¢ = ¢(z). Na verdade, usando os mesmos argumentos acima
verificamos que cada subsequéncia de t(z,) tem uma subsequéncia convergindo para t(z).
Logo a sequéncia original converge para t(z). Isto estabelece que z — t(z) é continua em
A,
Portanto, a continuidade de z — ¢(z) implica na continuidade ¢g. Além disso, como ¢z
: . z
é a inversa da retracao, z — m, z € Mpg. Concluimos que ¢4 define um homeomorfismo
z
entre A* C S* e Mpg. O lema estd demonstrado. n
Observagao 1.4. 1. Os mesmos argumentos utilizados para a demonstragao do lema
acima estabelecem que dado z € Et = {z € E : z% # 0}, existe um unico
t = t(z) > 0, dependendo de B > 0, tal que t(z)z € Mg. Além disso, a fun¢dio

z > t(z),z € EY é continua.

2. O Lema 1.3 e o item (1) acima continuam vdlidos se consideramos A, N, e
Ef := {u € Ey : u™ # 0} no lugar de A, Mgz e ET, respectivamente. Nesse

caso vamos denotar o homeomorfismo existente entre A>e N, por a,(u) = t,(u)u.

O Lema 1.3 ainda continua vdlido se o acoplamento for critico.

No préximo lema verificamos que My ¢ de classe C! e adicionalmente estabelecemos

que o funcional I ¢ limitado inferiormente e coercivo em Mg.

Lema 1.5. (i) Suponha que z € Mg. Entao, existe uma constante n > 0 tal que
(Y'(2),2) < —n. Consequentemente, Mg € de classe C*.

(11) Eziste C' > 0 tal que 1(z) > C, para todo z € Mpg. Além disso, I é coercivo sobre
M.

(iii) OMgp = 0.

Demonstracao: (i) seja z € Mg, entao por (1.6), temos
HZH2=|u+$*-w+ﬂ-+25j£NhﬁWﬂv+W- (1.13)

Pelo Teorema das imersoes de Sobolev existe uma constante positiva Cy, tal que

121 < Col[l=]” + [12]]7 + []2]]**).
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Como p, q,a + p > 2, obtemos que existe > 0, tal que
|12||* >0 > 0, para todo z € M. (1.14)
Pela definicao de ¢ e o fato que z € Mg, obtemos

W) = 2P = platly gty = 2o+ [l

- (2—p)!u+|§+(2—Q)\v+|3+26(2—(a+u))/R
< —CllAP

’u+|a‘v+|u (1.15)
N

onde €' = min{(p — 2), (¢ — 2), 26((ar + p) — 2)}

Usando (1.14) podemos concluir que existe n > 0 tal que (¢'(z2),z) < —n.

Agora, como 2 < p,q,a + p < 2%, temos que ¥ € C(E,R), além disto, 1'(z) # 0.
Entédo, pelo Teorema da fungao implicita, concluimos que Mg ¢ de classe C.

(ii) Dado z € Mg por (1.6), podemos escrever

11 11 1 .
1= (53 ) W+ (5= ) Wl 2s (1= ) [ lweenr (o

~ 1 1 1 1 1
Considerando C' = min { (— — —) , (— — —) , 20 (1 — )} e a definicao de
2 p 2 q o+ u

Mg, obtemos

1) 2 0 (Wt ot [ oot = el

Invocando (1.14) temos que I é limitado inferiormente. Além disto, ||z|| — oo implica
que I(z) — oc.

(iii) Para verificarmos que Mz = (), supomos por contradi¢do que existe z € IMg.
Assim, existe uma sequéncia (z,) C Mg tal que z, — z. Pelo Lema 1.3, 2zt = 0 e,

consequentemente z — 0. Passando a uma subsequéncia, se necessario, obtemos que

[ut b, |2 e /N || ¥ |* — 0. Logo,
R

lenll® = lug b+ log 1§ +28 | Juy|*[v]* = 0.
RN

Mas isto contradiz (1.14). O Lema esta demonstrado. =

Para finalizar essa secao verificamos que Mg contém todos os pontos criticos nao
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triviais de I em E.

Proposigao 1.6. z € E\ {0} € ponto critico de I se, e somente se, z € Mg e z é um

ponto critico de I sobre Mg.

Demonstracao: Se z ¢ um ponto critico nao trivial de I sobre Mg, usando o lema

anterior e aplicando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange existe A € R tal que
(I'(2),w) = \{¢'(2),w), para todo w € E.

Em particular,
0=1v(z) = (I'(2),2) = A(¥'(2), 2).

Usando o lema anterior mais uma vez concluimos que A = 0. Consequentemente, I'(z) = 0
e z € um ponto critico de I sobre E. Por outro lado, se z é um ponto critico nao trivial de
I, entdo (I'(z), w) = 0, para todo w € E. Portanto, (I'(z),z) = 0e z € Mp. A proposicao

estéd demonstrada. n

1.3 A Condigcao de Palais-Smale

Comecamos essa secao relembrando a definicao da condicao de Palais-Smale sobre
uma variedade. Seja X um espaco de Banach , M uma variedade de classe C! de X e
I : X — R um funcional de classe C*.

1. Dizemos que (z,) C X é uma sequéncia de Palais-Smale sobre M no nivel ¢ € R,

(PS). sobre M, se (z,) satisfaz: (i) I(z,) — c e (ii) ]”M(zn) — 0, onde ]/|M(z) é
a projecao de I’(z) sobre T, M.

2. [ satisfaz a condi¢ao (PS). sobre M se toda sequéncia (PS). sobre M, tem uma

subsequéncia convergente em M.

O lema a seguir nos garante que sempre podemos supor que se (z,) ¢ uma sequéncia
(PS) entdao (z,) é uma sequéncia de termos nado negativos. Portanto a partir da

demonstragao do préoximo lema sempre vamos admitir este fato.

) CE

Lema 1.7. Suponha que (z,) C E € uma sequéncia (PS). associada a I. Entao, (2

¢ uma sequéncia (PS). associada a 1.

Demonstragao: Inicialmente note que se (z,) C E é uma sequéncia (PS), associada a

I entao

[z 1] = 0n(1). (1.17)
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De fato, como (z,) C E é uma sequéncia (PS)., entao

on(1) = (I'(zn), 2 ) = — Iz II*.

Consequentemente podemos escrever ||z,[|* = ||z||* + on(1). Por esta relagao e (1.17),

temos que
1 1
I(z) —I(zD)] = = ||zl = =
[1(zn) = I(z)| = Sllaall” = 5

Logo I(z}) — c. Resta verificar entdo, que I'(z) = 0,(1). Para isso note que dado w € E,

1z |I* = on(D).

temos
| <I,(Zn) - ],(Z:)’w> | = | <zmw> - <z:,w> | = | <Z;7w> |
Consequentemente, invocando (1.17) mais uma vez, temos

Sup, [{(I'(z0) = I'(z), w) | < [z || = 0a(1).

Portanto I'(z}) = 0,(1). Logo, (z) é uma sequéncia (PS), associada a I. O Lema esta
demonstrado. m
Tendo em vista o Lema 1.7, sempre que considerarmos uma sequéncia de (PS). vamos
supor sem perda de generalidade que z, > 0. O lema acima ainda ¢é valido para o caso em
que o acoplamento é critico.
O lema a seguir nos fornece a compacidade das imersdes de H! ,(R™) nos espagos
L"(RY), 2 <r <2~

Lema 1.8. (Teorema de Strauss [21]) As imersoes H! ,(RN) — L"(RN) sdao compactas
para r € (2,2%).

Baseados no resultado acima, estabelecemos

Lema 1.9. Suponha que (z,) C E é uma sequéncia (PS). tal que z, — z fracamente em

E. Entao, z é uma solug¢ao (fraca) do Sistema (3).

Demonstragcao: Como 2z, — z fracamente em E, invocando o Lema 1.8, e passando a

uma subsequéncia se necessario, obtemos que

2, — z in (L"(RM))2, r € (2,2%)
2n(2) = 2(z) q.t.p RY (1.18)
|z ()] = [un ()] + [on(2)] < hs(z) € L*(RY), s € (2,27)

Utilizando as relagdes acima e o Teorema da Convergéncia de Lebesgue, temos que,
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dado w = (¢,¢) € (C(RY))?,

/ (6 + [oa] 1 0) = / ("6 + [o]"19) + 0a(1), (1.19)
RN RN

/ (lonl" [1n] ¢ + [wa|*Jva*'4p) = / (ol Jul*=" ¢ + |ul*[v[*~'4) + 04(1)1.20)
RN RN
De fato, basta observar que

[loa]|un |7 0] < CJun]* 71 + fun**#71) < |R] € LYRY),

[lonl*~Hun "] < C(lu|*71 + o [**7T) <[] € LI(RY).

Agora, usando (1.19) e (1.20) e lembrando que I’(z,) — 0 e que z, — z, fracamente em

[E, obtemos
0=tim (M) = (whp— [ JuPo- [ ey
5 RN RN
2 1
— alul* ot + plul®|v]F ).
2 @l o o)
Portanto,

0= (I'(2),w), para todo w = (¢,¢) € (C*(RY))?

Agora como I € C'(E,R), por densidade, segue que de fato
(I'(z),w) =0, para todo w € E. (1.21)

Consequentemente temos que z é uma solu¢ao (fraca) do Sistema (3). O lema esté
demonstrado. [

Observamos que o lema acima e sua demonstragao continuam validos para o caso
em que acoplamento tem crescimento critico. Observamos que, como o Sistema (3)
tem crescimento subcritico, na demonstracao do Lema 1.9, podemos utilizar w € E em
vez de w € (C®°(RY))2 Mas como no proximo capitulo consideramos o caso em que o
acoplamento tem crescimento critico fizemos a demonstra¢ao no caso mais geral.

No proximo lema verificamos que o funcional [ satisfaz a condigao de Palais-Smale
sobre E. Logo a seguir, como consequéncia desse resultado, verificamos que o funcional

também satisfaz a condicao de Palais - Smale sobre Mg.
Lema 1.10. [ satisfaz a condi¢io (PS). em E.

Demonstracao: Seja (z,) C E uma sequéncia tal que I(z,) — c e I'(z,) — 0.
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Considerando 2 < 6 < min{p, ¢, « + u}, temos

il > I(zn)—%ﬂ/(zn),zn)

/1 s (1 1\, L (1 1\,
= (G- ) el (G 2t (G- 2 bl
1 1
2 o na nu-
v 2 (- ) [ el

Assim, (z,) ¢ limitada em E e, a menos de subsequéncia podemos assumir que z, — 2

fracamente em E.

Agora, como I'(z,) — 0, obtemos
lzall® = lunlp + |valf + 28 /RN |tn|*|vn|* + 0n(1). (1.22)
Lembrando que 2 < p,q < 2%, por (1.18), concluimos que
[un b = ulb +0n(1) e |va] = [v[] 4+ 0,(1). (1.23)
Além disso, argumentando como em (1.11), temos

[l = [ el + ou().
RN RN

Portanto, invocando (1.22) e (1.23) podemos concluir que
leall? = fulp + oy +28 [ ul"lol” + 0. (1.24)

Por outro lado, invocando (1.21), temos que

(I'(z),2) =0
e consequentemente
el =l + oy +28 [ ul°lol (1.25)
Invocando (1.24), obtemos que ||z,|[* = ||2]|* + on(1). Portanto, z, — z. O lema esta
demonstrado. ]

Como consequéncia do Lema 1.10, obtemos o seguinte
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Proposigao 1.11. I satisfaz a condi¢io (PS). sobre Mg.

Demonstracao: Seja (z,) C Mg uma sequéncia (PS). sobre Mg, isto é, I(z,) — ¢
e II‘Mﬂ(Z”) — 0. Afirmamos que (z,) é uma sequéncia (PS). em E. De fato, usando
o Lema 1.5, obtemos que [ ¢ coercivo sobre Mg, entao (z,) ¢ limitada sobre E. Como
I’|M6 (2) é a projegao de I'(z) sobre T, Mp e 9'(z) é normal a Mg, existe uma sequéncia
(¢,) C R tal que

I'(2n) = &' (20) + ],|/\/15 (2n)-

Como I’}Mﬁ(zn) — 0, obtemos
I'(zn) = &' (2) + 0n(1). (1.26)
Lembrando que (z,) C Mg, podemos concluir que (I'(z,), z,) = 0, e portanto
0= (I"(zn), 2n) = & (V'(2n), 20) + 0n(1). (1.27)

Pelo Lema 1.5-(i) obtemos que &, = 0,(1).

Por outro lado, temos que |[¢/(z,)||er = sup (U'(zn),w), w = (wy,wy) € E, &
[lw]|<1

limitado. De fato, por (1.4)

(W) | = 2w =p [ Julo—g [ ol
RN RN
= 26 [ (alual" o un + a7l )
RN
< 2l (zp, w)g | + wh [P~ wy | + V|7 Hw
—= >y E p n 1 q n 2
RN RN
428 [ (alufl™ o Pl + el o sz,
RN

Vamos estimar apenas uma das integrais acima, as outras sao similares. Note que pela

desigualdade de Holder, obtemos

a—1 J22 1

atp atp atp
[ttt < ([l ) ([ ) (] o)
RN RN RN RN

Observando que 2 < o+ p < 2*, usando as imersoes de Sobolev e considerando ||w|| < 1,

obtemos uma constante Cy > 0 tal que

/ o] < Co.
RN
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Procedendo similarmente com as outras integrais obtemos uma constante C; > 0 tal que
|19 (2)]|rr < C1. Consequentemente por (1.26) e (1.27) temos que I’(z,) — 0. Portanto
pelo Lema 1.10, passando a uma subsequéncia se necessario, z, — z fortemente em F.

Por (1.14) temos que z # 0. Logo, z € Mpg. A Proposigao esta demonstrada. [

Observacao 1.12. 1. Note que a Proposicao 1.11 ainda € vdlida se consideramos
o funcional J, e a variedade de Nehari associada N, no lugar de I e Mg,

respectivamente.

2. Na demonstragao da Proposicao 1.11 verificamos que se (z,) € uma sequéncia (PS),
associada ao funcional I restrita a variedade de Nehari, entao (z,) € uma sequéncia
(PS). associada ao funcional I em E. Este fato ainda € vdlido se consideramos o
sistema com o acoplamento tendo um crescimento critico, pois para demonstrar este

fato so necessitamos de imersoes continuas.

Na proxima secao exploramos a presenca das solugoes semitriviais, z; e 2o do Sistema
(3), para estabelecermos estimativas locais para o funcional I associado, restrito a

variedade de Nehari.

1.4 Estimativas Locais sobre a Variedade de Nehari

Os dois primeiros resultados demonstrados nessa se¢ao sao técnicos, e nos auxiliam nas
demonstragoes dos resultados principais propostos aqui. Na primeira proposi¢ao, obtemos
uma estimativa local para o funcional I, sem nenhuma restri¢do no tipo de acoplamento
quando > 0 é suficientemente pequeno. Em seguida consideramos o acoplamento linear
ou superlinear em relagao & uma das variaveis. No caso em que o acoplamento for linear
em relagdo & uma das variaveis, obtemos uma estimativa similar a obtida em [2, 3]. Ja
no caso em que o acoplamento for duplamente superlinear obtemos uma estimativa local

para todo 8 > 0.

Lema 1.13. Seja u; > 0 a dnica solugao positiva e radial do Problema (4). Entao dado,
d > 0 existe 6 > 0 tal que

Jp(u) > Jp(uy) + 0,  para todo w € N, |Ju—w||; > d.

Demonstragao: Inicialmente lembramos que usando a Observac¢ao 1.12-(1), temos que

J, satisfaz a condi¢do (PS) sobre a variedade N,. Agora considerando ¢ = ¢; = J,(u)
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€ =1e O = By(u1) N N,, podemos aplicar o Lema de Deformagao (veja Theorem A4 e
Remark (iv) em [32]) para obter € € (0,1) e um homeomorfismo 71 : N, = N,, tal que

0 (J9N Ba(ur) NNG) € Jo (1.28)

Aqui lembramos que J) = {u € N}, : Jp(u) < r}. Se tivéssemos u ¢ By(ui) NN, tal que
Jp(u) < Jy(ur) + € = ¢1 + ¢, por (1.28) terfamos que ¢; < J,(n(u)) < ¢; — €, mas isto
contradiz o fato de ¢; ser minimo global de J, sobre N,. O lema est4a demonstrado. [

A partir deste momento, neste trabalho, denotamos w; = z1/||z1|| = (41,0), @ =
u1/||u1]|1. Analogamente, definimos wy = 25/||22||.

Lembramos que, pelo Lema 1.3, ¢ : A% — Mg, definida por ¢z(w) = tg(w)w, é um
homeomorfismo. Além disto, por construcao, ¢g(w;) = 21 € ¢g(wz) = 2.

Dado p > 0, denotamos por V, = B,(w;) N A%, i=1, 2, uma vizinhanca de w; em A>

e consideramos 9V, = 0B,(w;) N A, a fronteira de V,, em A*.

Lema 1.14. Seja 0, : Ef — N, a aplicagdo definida na Observacio 1.4-(2). Entao,

(1) existe p > 0 tal que 4 € Ef, para todo w = (4,0) € V; = Bjs(wy) N A,

(2) dado p € (0, p), existe € > 0 tal que ||o,(0)—us||1 > €, para todo w € OV, ||0||2 < e.

Demonstragao: Tendo em vista a continuidade da aplicagao f : E; — Eq, f(u) = u™,

o fato de u; > 0 e que |[Jw — wy|]? = || — W ||} + ||9]]3, 41 = encontramos p > 0

ul
[l
satisfazendo (1).
A seguir, argumentamos por contradi¢do e supomos que existe p € (0,p) e que nao

satisfaz (2). Entdo, encontramos uma sequéncia (wg) = (g, 0x) C 0V, tal que
||Okl]l2 = 0 e ||op(tg) — ur||ls — 0. (1.29)

Em particular, o,(4x) — up em E;. Consequentemente, definindo

ﬂk O'p(ﬂk)
‘/L‘k = - —= ” s
arlly  llop(ar)l]x
utilizamos a relagao (1.29), para concluir que z; — Ml Além disso, como 1 = ||wi||* =

||k ||? + ||0x]|3, temos que ||dgx||7 — 1. Finalmente, usando a relagiao acima, segue que

g — )y < ||t — 21 + |2 — |2
= m“ﬁk(mkﬂl—1)\|1+ka—@1“1
= x|l = 1 + ||zr — @]
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Consequentemente, 4, — @; em E;. No entanto este fato contradiz (1.29) e a relagao
0 < p* = ||wi — wil[* = [Jix — aal[] + [[0k]]5.

O lema esta demonstrado. m

A proposigao a seguir nos fornece uma estimativa local de I sobre a variedade de

Nehari sem restricao no acoplamento, quando > 0 é suficientemente pequeno.

Proposicao 1.15. Suponha que ui,v; > 0 sejam as solugoes radiais dos Problema (4)
e (5), respectivamente. Entao, existem By, d > 0 tais que, para todo 5 € [0, fy), existem

vizinhangas Uﬁ1 e Ug em Mg de 2, e 2z, respectivamente, com U_ﬂ1 N U_g = (), tais que
1(z) > I(z) 4+ 0, i =1, 2, para todo z € OU}.

Demonstracao: A demonstragao seré feita para o caso ¢ = 1. A demonstragao para o
caso ¢ = 2 é similar. Inicialmente consideramos p < min{p, M} = p1, com p > 0
dado pelo Lema 1.14. Seja w = (4,0) € V, = B,(w;) N A>. Tendo em vista que p < p,
pelo Lema 1.14, 4 € E{.

Invocando o Lema 1.3 e a Observagao 1.4, concluimos que

max I(tw) = I(¢ps(w)) > I(t,(0)w), para todo w = (a,0) € V,,.

Portanto, pela estimativa acima e a definicao de I, obtemos

B,y B @) L )
Igaw)) = Ll + 2ol - 2ty - £ e
25 a ~ Al g
- 2w [ et
a+ RN
B ) 98
= Jfa@) + Lol = £ = =) [l

(1.30)
onde usamos o Lema 1.3 e a Observacao 1.4 para escrever o,(1) = t,(1)a.
A seguir, usando a estimativa (1.30), a desigualdade de Holder e o Teorema das

Imersoes de Sobolev, obtemos constantes Cy, Cy > 0, tais que se w = (u,0) € V,

L) () 28
10112 — G011 —

——— Ot (a)||al|§o]]5- (1.31
2 P ot (@llall7fof. (1.31)

I(pp(w)) > Jp(op(0)) +

Uma vez que ||t—14 |1 < ||lw—wi|| < p, temos que & € B,(1,). Consequentemente, usando

a Observagao 1.4 e considerando p > 0 menor se necessario, encontramos constantes
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T1,T5 > 0 tais que
Ty < ty(u) < Ty, para todo w € V,. (1.32)
Portanto, usando essa relagao, (1.31) e a limitacdo de w, encontramos C5 > 0, tal que

T? Ty
71 — 01?2“@“(122) — C3f para todo w € V,.

r0s(w) = Jy(o,(a) + 11
Logo, tomando p > 0 suficientemente pequeno, obtemos Cy > 0 tal que

I(ps(w)) > Jp(o,(@)) + Cul|8]]5 — C38, para todo w € V,, (1.33)

A seguir, fixamos 0 < py < p < p1 < p e aplicamos o Lema 1.14 para obter € > 0 tal

que
llo(@) —u|l; > €, paratodo w € AV,,, |02 <e. (1.34)

A estimativa para I com w € dV,, ¢ feita de acordo com as duas possibilidades a seguir.

(a) ||0]]2 < €. Neste caso, usando (1.33), a afirmac@o acima e o Lema 1.13 temos que

existe § > 0, tal que

I(¢p(w)) > Jp(us) + 6 — Csf, para todo w € V. (1.35)

b) ||0]]s > €. Neste caso, usando (1.33) e o fato que o,(%) € N, e que u; > 0 é um ponto
( p p

de minimo global para .J, sobre N, temos

I(¢s(w)) > Jy(ur) + Cue® — Cs3, para todo GV, (1.36)
Portanto, considerando (3, = min{%, g‘g; e tendo em vista as estimativas (1.35) e

(1.36) encontramos 0 > 0 tal que, para todo § € [0, 5y),
I(¢pg(w)) > Jp(ur) +6 = I(21) + 6, para todo w € 9V,,.
Pelo mesmo argumento, encontramos 0 < py < p1 e 6 > 0 tais que
I(¢ps(w)) > I(22) + 9, para todo w € OV,

onde Vi, = Bj,(wz) N A®. Para finalizar a demonstracao basta tomar Uy = ¢3(V,,) e
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Uz = ¢5(Vj,). Como 0 < po, po < min{p, M}, temos que V,, NV;, = (). Pelo Lema
1.3, ¢3 € um homeomorfismo. Portanto, temos que U, 51 e U g sao vizinhancgas de z; e 2o,
respectivamente, que satisfazem a estimativa da tese da Proposicao 1.15, e além disto,

U_Bl N U_g = (. A Proposigao esta demonstrada. [

Antes de enunciarmos o préximo resultado, como ja foi comentado na Introducao,

lembramos que em [22, 31| ou [40], Appendix A foi demonstrado que o problema
—Au+u=|u""u, 2<r <25 (1.37)

tem uma tunica solugdo positiva e radial(a menos de translacdo), e essa solu¢do é nao
degenerada no espago das fungdes radialmente simétricas, H} ,(RY). Observamos ainda

que, se U, denota esta solucao entao

uy(z) = /\f%zUp <\/)\_1x) e wv(xr)= AS%QUQ <\/)\_29U>

sao solugoes dos problemas escalares (4) e (5), respectivamente.

Tendo em vista u; e vy, citados acima, definimos

2 2 2 2
N - (a+2)|[p]l5 e 1, = f (1 + )Hsolhz_
pet!, (RN\(0} 4 [on [v1]#]¢]

O et NN} 4 fon [ud?el? T
Com isto, temos o seguinte resultado

Lema 1.16. Erxiste ¢ € H! ,(RY)\ {0}, ¢ > 0, tal que

> _ _(a+2)]|9ll3

N2 o= TP (1.38)
B o Jua o[

Demonstragao: De fato, inicialmente observamos que v, > 0. Para isto, basta observar

que pela desigualdade de Holder e o Teorema das Imersoes de Sobolev encontramos C' > 0

= 2

a+2 a+2
[t < ([ )T (f ) <l
RN RN RN

Considerando a homogeneidade de 77 ,, obtemos uma sequéncia (¢,) C H,,,(RV)\{0},

tal que

l|onll2 = 1, tal que

2 : (a+2)
V1o = lim .
" 4 fan [ur]*|¢n]?

(1.39)

Passando a uma subsequéncia, se necessério, ¢, — ¢ fracamente em ;. Argumentando



1.4 Estimativas Locais sobre a Variedade de Nehari 32

como em (1.18) e usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

i [ Junl*l6a = [ funlloP
RN RN

Esta relagao, (1.39) e o fato que fyia > (0 implicam ¢ # 0. Além disto, podemos concluir

que

que
9 a+2

71,0: = 2'
4 / a1
RN

Usando esse fato e lembrando que ||¢||2 < liminf ||¢,|]2 = 1, segue que

(a+ 2161
< L,
1 / s
RN

Agora, suponha que ¢ satisfazendo a relagdo (1.38) mude de sinal. Escrevendo,

¢ = ¢T — ¢, e argumentando como em, por exemplo, [15, 26], temos

Lo, 16*112 + [16-12 R B 67112

a4 2 b o ol i—12 o ’ ol
/ ] |¢+|2+/ g |62 / | w/ g6 2
RN RN RN RN

Com esta relagao, supomos sem perda de generalidade, que

4, el

a+2 e o ’

+ / g6+ 2
]RN

isto ¢, T > 0 satisfaz o problema de autovalor com peso,

4 5
—Av + Mv = a——i—2%’°‘|u1‘av'
Portanto, utilizando o Principio do Maximo Forte obtemos que ¢™ > 0. Isto contradiz o
fato de ¢ mudar de sinal. Consequentemente, existe ¢ € H} ,(RY), ¢ > 0 satisfazendo a
relacdo (1.38). Isso conclui a demonstragao do lema. n

Observamos que, um resultado analogo é vélido para 7227 -

Observamos ainda que ——~3  é o primeiro autovalor do problema
a I

+2

—Av + dov = 0wy [*v v € H! (RY),
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e ¢ ¢ uma auto funcao associada a este autovalor.

Proposicao 1.17. Suponha que u; > 0 seja a solug¢ao radial do Problema (4). Entao,
se o acoplamento for linear em relagao a varidvel v e 0 < B < 7%,(1 ou superlinear em
relacao a varidvel v e 0 < < 0o, existem § > 0 e uma vizinhanga Ué de zy em Mg, com
z ¢ Uy, tais que

I(z) > I(z1) + 0, para todo z € U},

Demonstracao: Considere w = (@,9) € V,, 0 < p < p; = min{p, ”“”2;“}2”}, p dado pelo
Lema 1.14. Argumentando como na Proposi¢ao 1.15, temos que @ € E, @ € B,(i;) e a

estimativa (1.30) é valida, isto é, para todo w €V,

2 A~
ty(a)
2

td(w 2
Hostw)) > o) + Bl - o - 2y [ gt

a+p?
Agora consideramos separamente duas situagoes;

(1) Suponha que acoplamento seja superlinear em relagao a variavel v e 0 < § < oco. Neste
caso, observando que (1.31) e (1.32) sao satisfeitas, obtemos constantes Cs, Cy, C5 > 0,

tais que para todo w €V,
H(ds(w)) > Jy(0,(@) + 013 (Cs — Callol5™* = Cslloll5 ™) - (1.40)

Lembrando que ¢, 4 > 2, tomando p > 0 suficientemente pequeno e argumentando

como em (1.33), obtemos
I(ps(w)) > J,(0,(0)) + C||0|[5. para todo w €V,

Portanto, considerando 0 < py < p < p1, w € 9V,, e argumentando como na

Proposicao 1.15 encontramos o > 0, dependendo de g > 0, tal que
I(ps(w)) > Jp(ur) +d = I(z1) + 0, para todo w € V.

Assim, tomando Uﬂ1 = ¢p(V,,) e lembrando que ¢g é um homeomorfismo e que

w1 —wa||

po < 521, obtemos que z & M.

(2) Suponha que o acoplamento seja linear em relagao a variavel v e 0 < § < 'yia. Neste

caso, argumentando como no item anterior e invocando (1.30), temos que para todo



1.4 Estimativas Locais sobre a Variedade de Nehari 34

w eV,

2(5 q(
16atw) 2 i)+ 22 (161 - 25 [ jarrrorr] - B2y,

onde u = t,(0)u.

Observando que |4 — || < ||lw —w;|| < p, dado € > 0, utilizando a continuidade

de t,,, podemos supor sem perda de generalidade que

t,(0) —t,(t1)| <€, ||a— ]|l <e paratodow € V,. (1.42)
A seguir, utilizando a estimativa acima e o fato que 8 < fyfa, podemos escolher € > 0,
tal que

4p a2 < 10113
7 lat|*o")* < , paratodo w eV, comk>1. (1.43)
(0% RN K

Utilizando o fato acima, o Teorema das Imersées de Sobolev, (1.41), (1.42) e (1.43),

encontramos constantes positivas C, Cy, tais que
I(gp(w)) = Jplop(a)) + Cil[0][5 — Col[0]]3, para todo w € V.
Portanto, como ¢ > 2 considerando p > 0 menor se necessario, concluimos que
I(d5(w)) = Jy(oy() + Cs[|0][3, para todo w € V,

para alguma constante C5 > 0. Tomando agora 0 < py < p < p1, w € 9V, invocando
os Lemas 1.13, 1.14 e argumentando como na Proposi¢ao 1.15, encontramos o > 0 tal
que

I(pg(w)) > Jp(ur) + 6 = I(z1) + 6, para todo w € AV,,.

Argumentando como no item (1), concluimos a demonstragdo do item (2). A

proposicao esta demonstrada. [

Observagao 1.18. Argumentando como na Proposi¢ao 1.17 se us > 0 for a solugao radial
do Problema (5) e o acoplamento for linear em relagdo a varidvel u com 0 < < 73’“ ou

superlinear na varidvel u e 0 < < 0o, encontramos 0 < py < p1 e 6 > 0, tais que

I(¢pg(w)) > I(2z3) + 0, para todo w € OV,
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onde Vi, = Bjy(wa) N A>. Além disto, 2, ¢ U_E = ¢5(V3,)-

1.5 Existéncia de Solucao Positiva: Teorema 0.1

Nesta secao, verificamos que existem [y, 51 > 0 tais que o Sistema (3) possui uma
solucdo positiva para todo 5 € [0, 5y) e uma solugao positiva de menor energia para todo
B € (B1,00). Além disto, verificamos que se I(z1) = I(23), entdo o Sistema (3) possui uma
solugao positiva para todo 3 > 0.

No lema a seguir denotamos por c¢; e ¢ > 0 os niveis de menor energia associados aos
Problemas (4) e (5), isto é

I(z1) = Jp(ur) =1 e I(z3) = Jy(v1) = co. (1.44)

Além disso, para obtermos uma solugao positiva do Sistema (3), tendo em vista o Lema
1.5-(ii), definimos

s :zél}\ftﬁ I(2). (1.45)

Como consequéncia direta do Lema 1.5-(ii) e da Proposi¢ao 1.11, temos o seguinte

Lema 1.19. Considere cg definido por (1.45). Entéo, existe um ponto critico zz € Mg
tal que I(z5) = cg.

O Lema acima, combinado com a Proposicao 1.6 nos garante a existéncia de uma
solugdo nao negativa do Sistema (3). O proximo combinado com a Proposi¢ao 1.1 nos diz

que essa solugao é positiva para § > 0 suficientemente grande.

Lema 1.20. Sejam c¢1, ¢ > 0 dados por (1.44). Entao, existe B; > 0 tal que
0 < cg <min{ey, co} para todo > .

Demonstragao: Considerando z = (¢, ¢), onde ¢ € H! ,(RY)\ {0}, ¢ > 0, temos que

t2 2 tr p t q QB a+p a+u
maxI(tz) = maxq o[|2|]° = —[of; = —|olg — ——1 ||
t>0 t>0 | 2 D q o+ [ RN

t2 2
o { Sl = 2 [ jopen)
>0 | 2 a—+ W RN

IN
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Como a + g > 2, com um calculo simples obtemos que

2(a+tp)

t2 28 . N z||eFr—2 1 1
er < mag{ Gl = 2ge [ pgpen — JEEE (P )
a+p RN atnz \2 a+pu/ .

{25 |¢!a+“]
]RN

Consequentemente, existe ; > 0 tal que 0 < ¢z < min{c;, 2} para todo 8 > 1. O
lema esta demonstrado. [
Observamos que no caso em que « ou 4 < 2, nao podemos aplicar o resultado devido a
Busca-Sirakov [9] para garantir que a solu¢ao obtida por minimizagao sobre a variedade de
Nehari é a solugao de menor energia procurada. Para mostrarmos este fato argumentamos

como em Ambrosetti-Colorado [2, 3| e no proximo lema estabelecemos que se zz > 0 é tal

() = inf 1(2),

entdo z ¢ uma solucdo de menor energia para o Sistema (3). Isto é,
I(zp) =inf{I(z) : 2 € E,2 > 0e (I'(z),2) = 0},
com E = HY(RY) x H*RY).

Lema 1.21. Suponha que zg > 0 € tal que I(z5) = ir/l\/f[ I(z). Entao
zeMp

I(zg) =inf{I(z2): 2 € E,2>0 ¢ (I'(2),2z) =0}.

Demonstragao: Suponha por contradi¢ao que exista w = (wy,wy) € E, w > 0 tal que
(I'(w),w) =0e

I(25) > I(w). (1.46)

Agora, se 0 < z = (u,v) € E, denotamos por u* > 0 e v* > 0 as fungoes de simetrizagao de
Schwarz associadas a u e v respectivamente (para maiores detalhes veja [21], 3.3 Théoréme

& Définition). Em particular, citamos as seguintes propriedades, (veja [21], pag 261-264)
/ Vu* > < / |Vul?, para todo u € H'(RY), u >0,
RN RN

S / lu*|" = / lu|”, para todo u € L"(R™), u >0, (1.47)
RN RN

/ W] > / ul|v|, para todo u € L'(RY), v € L*®RY), u,v > 0,
\ ]RN RN
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1 1
desde que — 4+ — = 1.

ros
Considerando w* = (wj, w}), a simetriza¢ao de w satisfazendo (1.46), temos ||w*|| <

||lw||. Agora, invocando esta estimativa e (1.47), obtemos para todo ¢ > 0

i 2 20 t, 2[5tetH il
I(tw*) = Z|lw*|]? = =|wi]h — —|w5|? — / |wy|* Jwy |*
2 p q a+p Jry
2, 1P £ 28totH N
< EH’WH ——|w1\§—g|w2|g— P /RN |wy |*Jwa [ = I(tw).

Consequentemente, observando que (I’(w),w) = 0 e argumentando como no Lema 1.3,
temos

* < — .
rgmoxf(tw ) < I?Zaoxl(tw) I(w)

Portanto, como w* € E, tendo em vista o Lema 1.3, concluimos que

I(w) > max I(tw*) = I(t(w")w*) > zg/l\fzﬁ I(z) = I(z3).

Esta estimativa contradiz (1.46). O lema esta demonstrado. =

Observacao 1.22. Observamos que o Lemas 1.20 e 1.21 acima continuam vdlido no caso

em que o acoplamento tem crescimento critico, isto €, o+ pu = 2*.

A seguir, definimos o nivel critico do Passo da Montanha associado ao funcional [

sobre a variedade de Nehari, isto é

c,, = inf max I(v(t)), 1.48
wy = f max 1(7(1) (1.49)

onde I' = {y € C([0,1], M) : 7(0) = z1, (1) = 22}.
De acordo com as Proposicoes 1.1 e 1.6, para estabelecer solugoes positivas do Sistema
(3) é suficiente encontrar pontos criticos do funcional I restrito a variedade de Nehari,
que nao sejam o trivial ou os semitriviais. Tendo em vista este fato, a demonstragao do

Teorema 0.1 é uma consequéncia direta das Proposi¢oes 1.11, 1.15 e do Lema 1.20.

Demonstracao do Teorema 0.1: Inicialmente observamos que pela Proposicao 1.11,
I satisfaz a condigao (PS) sobre a variedade Mpg. Portanto, de acordo com o Lema 1.19

existe z3 € My tal que

I(z3) = Zér/{/fw I(z) = cp.
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Além disto, tomando 5, > 0 dado no Lema 1.20, temos que para todo 3 > i,
I(z3) <min{l(z1),1(z2)}.

As estimativas acima e as Proposigoes 1.1 e 1.6 e o Lema 1.21 implicam que 23 é uma
solugdo positiva de menor energia do Sistema (3).

Por outro lado, invocando a Proposicao 1.15 encontramos Sy > 0 tal que para todo
g € (0,5y) existem vizinhangas, Uﬁl e Ug de z; e 2, respectivamente, em Mg, com
U_éﬂU_gz@ , tals que

1\8%(2) > 1(z), i=1,2. (1.49)

Consequentemente, usando esse fato, a Proposicao 1.11 e o Teorema do Passo da

Montanha, encontramos um ponto critico z4 € Mp tal que
I(z4) = Cry > max{/(z1),1(22)}, (1.50)

com ¢, caracterizado por (1.48).
Aplicando as Proposig¢oes 1.1 e 1.6, concluimos que z; é uma solucao positiva do

Sistema (3). O teorema esta demonstrado. n

O proximo teorema é uma versao do Teorema 0.1 numa situacao em que o Sistema

(3) tem uma solugao positiva para todo 5 > 0. Estabelecemos o seguinte

Teorema 1.23. Suponha que ¢; = c3. Entao, o Sistema (3) tem uma solugdo positiva

para todo > 0.

Demonstracao: Argumentando como na demonstracao do Teorema 0.1, existe z3 € Mg

tal que

Note que cg < ¢ = ca2. Se ¢z < c¢; entao o sistema possui uma solucao z3 que é nao
trivial ou semitrivial. Pela Proposicao 1.1 temos que z3 > 0. Nesse caso o teorema esta
demonstrado. Se cg = ¢; = ¢y entao [ possui um ponto critico zy € 0B, para toda
vizinhanga pequena B de z; em My (veja, [32] pag 21). Portanto, z4 # 21 € z4 # 2o.
Como antes, temos que z4 > 0. O teorema esta demonstrado. ]

Observamos que no caso particular em que p = ¢ e \; = A9, o Teorema 1.23 garante

a existéncia de uma solugao positiva do Sistema (3) para todo 5 > 0.
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1.6 Sistemas com Acoplamento Sublinear em uma das
Variaveis

Nesta secao, demonstramos os Teoremas 0.2 e 0.3. No primeiro, o acoplamento é
sublinear pelo menos em relacao a uma da duas variaveis. Ja no segundo, o acoplamento
¢ duplamente sublinear. Neste caso, invocando a Proposicao 1.15 encontramos Sy > 0 tal
que para todo 0 < 8 < fy, existem vizinhancas U, g eU g, de z; e zy, respectivamente, em
Mg com Uz NUZ = () e satisfazendo (1.49). A seguir, definimos

¢, = inf I(z), i=1,2. (1.51)

W8 -
1
zEUﬁ

Proposigao 1.24. Considere c, , dado por (1.51). Entao, existe um ponto critico z; de

I sobre Mg tal que z; € Uy e 1(%) = c, .

Demonstracao: Sem perda de generalidade consideramos i = 1. Tendo em vista (1.49),

obtemos que

¢, , = inf I(z) <I(z) < inf I(2). (1.52)

1,8 1
zEUé 2€0U}

Seja K. = {z e Mg : ]’{Mﬂ(z) =0, I(z) = ¢, ,}, o conjuntos dos pontos criticos de
I sobre Mg no nivel ¢, ,.
Argumentando por contradi¢ao, supomos que nao existe um ponto critico de I sobre
L0 18t0 &, Kcl,ﬂ N Ué = (). Na realidade, afirmamos que O = Mg\@ ¢ uma

vizinhanga aberta de K. , em M. De fato, se tivéssemos K 5 7 O como K, s C Mg,

Mg no nivel ¢

teriamos z € K. NOU - No entanto isso contradiz (1.52). A afirmacao esta demonstrada.

A seguir, dado € € (0, éralglf(z) — ¢, ), utilizamos a Proposi¢ao 1.11 e o Lema de
#=9Vs
Deformagao [32] para obter € € (0,€) e uma deformagao 7 : [0, 1] x Mgz — Mg, continua,
satisfazendo
(m) n(0, 2) = z, para todo z € Mz et € [0,1],
(m2) n(t,2) = 2, para todo I(z) > ¢, ,+€ et €[0,1],
(ns) I(n(t,z)) < I(z), para todo z € Mg e para todo t € [0, 1].

(na) 1(n(1,2)) < I(2) — ¢, para todo z € Mg\ O tal que I(z) <c , +e
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Pela definicao de ¢, ,, existe z € U_,é tal que

1,87
I(z) <c , +e (1.53)
Pela escolha de €, usando a estimativa acima e (1.52), temos

I(z) <ec ,+E< zgallffg I(2). (1.54)

Portanto, z € Mg\ O. Consequentemente, por (1) e (1.53)
I(n(1,2)) <1(z) —e<c,, (1.55)
Por outro lado, utilizando (1.53) mais uma vez, (1) e (1.54)

I(n(t,z)) <I(z) < inf I(z).
2€0U}
Isto implica que 7 ([0, 1], 2) N OU} = (). Consequentemente, 7(1, z) C Ug. No entanto este
fato contradiz a definicao (1.51) de ¢, , e (1.55). "
A proposicao a seguir, estabelece que, se o acoplamento for sublinear em relacao a
uma variavel, entao o ponto critico semi trivial associado a outra variavel nao é um ponto

de minimo local do funcional I sobre a variedade de Nehari.

Proposigao 1.25. Suponha que uy,v; > 0 sejam as solugoes radiais dos Problemas (4) e
(5), respectivamente. Entao, para todo B > 0, z; ou ze nao sao pontos de minimos locais
de I sobre a variedade Mg se o acoplamento for sublinear em relagao a varidvel v ou u,

respectivamente.

Demonstracao: A demonstragao da proposigao sera feita no caso em que o acoplamento
¢é sublinear em relacao a variavel v. No outro caso a demonstragao ¢é similar. Inicialmente
fixamos v € Ej = {v € Ey : v # 0}. Dado s € (0, 1), definimos w, = (i, sv), 4, = T

Considerando ¢ : ET — My dado por ¢g(z) = tg(z)z = t(z)z. De acordo com Lema

1.3 e a Observacao 1.4, temos que tg : E* — (0, +00) é continua, e consequentemente

lim tg(ws) = tg(w) = ||us||1. (1.56)

s—0+
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Pela definicao do funcional I, temos

t2(w) . s2t2(w) tP(w), . 599 (w)
I(¢p(w)) = T||U1||?+T||UI|§—T|U1|§——|U|Z
265 TH (w )
_ 5—()/ |11 | 0]
o+ RN
. s*t? (w) 23sH T (w) -
< I(t(w)(a1,0)) + TH“H% - a—w/RN [0 | o}
. stt? (w) L At (w) . |
= tfe(w)(an,0) + 5 (el - P i)
(1.57)

Como p < 2,e2< pu+2<2* por (1.56) encontramos s; > 0 tal que

(| o] 37 — —4&(%#_2)(“])

uq|“v]* ) < 0, para todo s € (0,s
[ el ) <o 0.5

Portanto, invocando (1.57)
I(¢pp(w)) < I(t(w)(hy,0)) < Jp(ur) = I(21), para todo s € (0, sq).

Como ¢g(ws) — 11 em Mg, a estimativa acima nos diz que z; nao é um minimo local de

I sobre Mg, para todo 3 > 0. A proposicao estd demonstrada. [

Demonstracao do Teorema 0.2: Inicialmente observamos que pela Proposicao 1.15,
obtemos [y > 0 tal que para todo 5 € (0, ), existem vizinhancas Uﬂ1 e Ug, de z e
29, respectivamente, em My com zp ¢ U Bl ez ¢ U 52 e satisfazendo (1.49). Além disto,
argumentando como na demonstracao do Teorema 0.1, encontramos um ponto critico

23 € Mg, tal que
Cpy = I(z3) > max{I(z),I(22)}, (1.58)

onde ¢,, ¢ dado por (1.48).
A seguir supomos, sem perda de generalidade, que o acoplamento é sublinear em
relacao a variavel v. Pela Proposicao 1.24, existe um ponto critico de I sobre Mg,

z4 € Uy, tal que

I(zy) = inf I(z) =c¢

1
zGUB

(1.59)

1,8

Além disto, invocando a Proposi¢ao 1.25, temos que I(z4) < I(z1), logo z4 # 2. Como



1.6 Sistemas com Acoplamento Sublinear em uma das Variaveis 42

29 & @, temos que z4 # zo. Finalmente, por (1.49), (2.48) e (2.49), temos que 24 # zs.
Isto conclui a demonstragao do teorema. n

Na demonstracao acima, se supomos que o acoplamento é sublinear em relacao as
variaveis u e v, somos capazes de verificar que o Sistema (3) tem pelo menos trés solugdes

positivas para 8 > 0 suficientemente pequeno. Isso é o que veremos a seguir.

Demonstracao do Teorema 0.3:
e Existéncia de uma solucao de menor energia.

Como o acoplamento ¢ duplamente sublinear, de acordo com a Proposicao 1.25, temos
que z; € 2o nao sao minimos locais do funcional I sobre Mg para todo 8 > 0. Usando

este fato e invocando o Lema 1.19, obtemos z3 tal que

cg=1(z3) = g}/ft I(z) <min{I(z), I(22)}, (1.60)
2EMg
em que ¢z ¢ dado por (1.45). Logo, z3 ¢ {z1,22}. Além disto, aplicando o Lema 1.21,

concluimos que z3 ¢ uma solugao de menor energia do Sistema (3).
e Existéncia de pelo menos trés solucoes positivas

Invocando a Proposi¢ao 1.15 e argumentando como no Teorema 0.1, obtemos 5, > 0
tal que para todo 8 < [ existem vizinhancas Uﬁ1 e UBQ, de z; e 23, em Mg, respectivamente,
satisfazendo (1.49) e U_é N Fg = () . Além disto, tendo em vista a Proposi¢ao 1.11 e o

Teorema do Passo da Montanha, obtemos z4 € Mg tal que
I(z4) = Cry > max{/(z1),(z2)}. (1.61)

Agora, utilizando o argumento da demonstragao do Teorema 0.2, encontramos z; € U, 51 e

z €U 5 pontos criticos de I sobre Mg tais que
I(z5) < I(z1) e I(z5) < I(z2). (1.62)

As estimativas (2.51) e (2.52) implicam que zj,26 ¢ {21, 22, 24}. Além disto, como
U_é N U_g = (), z5 # 2. Isso conclui a verificagao de que o Sistema (3) possui pelo menos

trés solucoes positivas.

Teorema 1.26. Suponha que o acoplamento seja sublinear em relacdo a varidvel u e

¢y > co. Entao, o Sistema (3) possui uma solu¢do positiva de menor energia para todo

g > 0.
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Demonstracao: Pelo Lema 1.19, existe z3 € Mgy tal que I(z3) = ZéI./{/lfB I(z). Além
disto, invocando a Proposicao 1.25, como o acoplamento é sublinear em relagao a variavel
u, temos que z; nao ¢ minimo local de I sobre Mg, para todo 5 > 0. Portanto,
I(z3) < I(2z2) < I(z). Portanto, usando Lema 1.21, temos que z3 é uma solu¢ao positiva

de menor energia do Sistema. O teorema estd demonstrado. [

1.7 Sistemas com Acoplamento Superlinear em uma das
Variaveis

Aqui consideramos situacoes onde o acoplamento é superlinear em pelo menos uma das
variaveis, u ou v e onde o acoplamento é duplamente superlinear em relagao as variaveis

uewv.

Demonstracao do Teorema 0.4: Pela Proposicao 1.17 e a Observacao 1.18, dado 5 > 0
existem vizinhancas, Ué e Ug de 21 e z9, respectivamente, em Mg, com zy ¢ U_é ez ¢ U_g,

tais que
1|, .. > 1(z), i=1,2.
‘8%(2) (z), i

Consequentemente, usando esse fato, a Proposi¢ao 1.11 e o Teorema do Passo da

Montanha, encontramos um ponto critico z3 € Mg, tal que
I(z3) = Cry > max{[(z1),1(z)}, (1.63)

onde ¢, €& caracterizado por (1.48).
Portanto, z3 ¢ uma solucdo positiva do Sistema (3).

A seguir invocando o Lema 1.19, encontramos um ponto critico z4 € I em Mg, tal
que

I(z) = Zér./{ﬁg I(z) = cp.

Além disso, pelo Lema 1.20 existe 5, > 0 tal que se 8 > (i, entao
cp = 1(z4) <min{I(22), (1)} < I(23).

Esta estimativa e (1.63) implicam que z3 # z4. Utilizando o Lema 1.21 podemos afirmar

que z; ¢ uma solugao de menor energia do Sistema (3). O teorema estd demonstrado. m
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De maneira analoga verificamos o seguinte resultado

Teorema 1.27. Suponha que o acoplamento seja superlinear em relacao a varidvel v e
que ¢1 > ¢o, sendo c1, ¢ dados por (1.44). Entao, o Sistema (3) tem uma solugao positiva
para todo B > 0. Além disto, existe 51 > 0 suficientemente grande tal que Sistema (3) tem

pelo menos duas solugoes positivas para todo 5 > (1, sendo uma delas de menor energia.

Demonstragao: Por hipotese temos que (z1) > I(z2). Pela Proposi¢ao 1.17, dado 5 > 0
existe uma vizinhanca Uj de 21 em Mg, com z € Mg\ Uz, tal que [|8Ué(z) > I(z).
Argumentando como na demonstracao da primeira parte do Teorema 0.4, obtemos uma
solugdo positiva z3 do Sistema (3). Além disso, (z3) > I(z1) > I(z2).

Por outro lado, argumentando como na segunda parte da demonstracao do Teorema
0.4, encontramos 1 > 0 e uma solugdo z4 ¢ {21, 22,23}, 1(21) = cg < I(z3), para todo
B > (. Utilizando o Lema 1.21 concluimos ainda que z; é uma solu¢ao de menor energia

do Sistema (3). Isto conclui a demonstragao do teorema. ]

Ja no caso em que o acoplamento é sublinear em relagao & uma variavel e superlinear
em relacdo a outra variavel, sob certas condigoes verificamos que o Sistema (3) possui

duas solucoes, como esta descrito abaixo.

Teorema 1.28. Suponha que o acoplamento seja sublinear em relacao a varidvel u e
superlinear em relagao a varidvel v e que ¢; > ¢o. Entao o Sistema (3) tem pelo menos

duas solucoes positivas para todo > 0, sendo uma delas de menor energia.

Demonstragao: De fato, como o acoplamento é superlinear em relacao a variavel v,
usando a Proposicao 1.17 e argumentando como no teorema acima, obtemos um ponto
critico z3 € Mg tal que I(z3) > I(21) > I(22). Por outro lado, como o acoplamento é
sublinear em relacao a variavel u, usando a Proposi¢ao 1.25 temos que z3 nao é minimo
local para I sobre M. Portanto, argumentando como na demonstracao do Teorema 1.26,
obtemos zy € Mg tal que I(z4) < I(22) < I(21) < I(23), sendo z4, uma solugdo de menor

energia do Sistema (3) para todo § > 0. Obtendo assim o resultado desejado. ]

1.8 Estimativas do tipo Ambrosetti-Colorado

Nesta secao, consideramos situacoes em que o acoplamento é duplamente linear em
relagao as variaveis ou o é linear em pelo menos uma das variaveis. As estimativas
obtidas aqui generalizam as estimativas obtidas por Ambrosetti-Colorado nos artigos

[2, 3]. Observamos que a demonstracao do Teorema 0.6 é similar a demonstragao do
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Teorema 0.1. Neste caso, como em [2, 3|, somos capazes de estimar os valores [y, 51 > 0,

obtidos no Teorema 0.1. Para isto, estabelecemos a seguinte

Proposigao 1.29. Suponha que uy,v; > 0 sejam as solugoes radiais dos Problemas (4) e
(5), respectivamente. Se o acoplamento for linear em relagao & varidvel v e 3 > 7127(1, entao
21 nao € um minimo local do funcional I sobre Mg. Similarmente, se o acoplamento for

linear em relagao a varidvel u e > 'ygu, entao zy nao é um minimo local para o funcional
I sobre Mg.

Demonstracao: Para a demonstracao da proposi¢ao, supomos, sem perda de
generalidade, que o acoplamento seja linear em relacao a variavel v e § > yia. Como

B > 91, pela defini¢ao de 77 ,, podemos encontrar v € H},,(RV) \ {0}, v >0, tal que

4p
Allollp = —— [ Jwl*]",
a + 2 RN
para alguma constante k > 1 .
Fixamos v > 0,v # 0, obtido acima e dado s € (0, 1), definimos wy, = (uy, sv),

[luallr

Consideramos ¢ : E¥ — My dado por ¢s(z) = tz(2)z = t(2)z. De acordo com Lema

Uy

1.3 e a Observagao 1.4, temos que tg : E — (0, +00) é continua, e consequentemente
lim tg(ws) = tg(w) = ||us||1- (1.64)
s—0t

Pela defini¢cao do funcional I, temos

t? °1? tP 914
rosw)) = S5+ o - Ay - S
2[sHt*TH(w) .
- TR i
a+p /RNS%2 ) s () (1.65)
< Tt in,00) + 5ol ~ [ o
B R s2t%(w) o 20sttTH(w) luq|*
= T, 0) + 5 - 2
Portanto,
t2 2.2 453t
Hostw)) < Tetw)(an,0)+ T (1 RO e

- st + ZRIBE () 0

2 [lull?
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Invocando (1.64), como k > 1, existe sp > 0 tal que

ta
<1 - %) < 0, para todo s € (0, sq).
uily

Consequentemente obtemos que

I(pg(w)) < I(t(w)(11,0)) < Jp(u1) = I(2z1) para todo s € (0, so).
Como ¢g(ws) — uy em Mg, a estimativa acima nos diz que z; ndo é um minimo local de
I sobre Mg, para todo 8 > 7%@' O lema esta demonstrado. [

Antes de demonstrarmos o Teorema 0.5, lembramos que invocando (8), (1.44) e
considerando as formulagoes fracas dos Problemas (4) e (5), respectivamente, e o fato

que u; € N, e v; € N, , podemos escrever

11 e
C1 = I(U,l,O) = <§ — a) |U1|z = )\1 P |Up|g (166)
11 ooap
Cy = I(O,Ul) = (5 — 5) |U1|g = )\2 a |Uq|g (167)
Na Introdugao, definimos
(2" —p)(g—2)

F()\l) — Cp7q)\1(2*fq>(p*2) ,

p( )IU .
Invocando a defini¢ao de F'; (1.66) e (1.67), obtemos

Ao < F(A1) se, e somente se, ¢y < ¢;. (1.68)

Demonstracao do Teorema 0.5: Primeiro verificamos o item (1) — (7) do Teorema
0.5. Por hipotese Ay < F'(\1). Portanto, pela estimativa acima, temos que I(z;) > I(z3).
Como o acoplamento ¢ linear em relagao a variavel v e 5 € |0, ’yf’a), pela Proposigao 1.17,

encontramos uma vizinhanga, U g de z; em Mg com zy ¢ U_é, tal que
[|8U5<Z) > I(z1).

Consequentemente, usando esse fato, a Proposi¢ao 1.11 e o Teorema do Passo da
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Montanha, encontramos um ponto critico z3 € Mg, satisfazendo
I(z3) = Cay > max{I(z),1(22)}, (1.69)

em que ¢, ¢ caracterizado por (1.48).

Aplicando mais uma vez as Proposicoes 1.1 e 1.6, concluimos que z3 é uma solugao
positiva do Sistema (3). Para verificar o item (1) — (i), utilizamos a Observacao 1.18 e
argumentamos como acima.

Para a demonstragao do item (2) — () do Teorema 0.5, lembramos que por hipotese,
Ay > F(A1) e (1.68) implicam que I(z3) > I(21). Observamos que pela Proposi¢ao 1.11,
I satisfaz a condigao (PS) sobre a variedade Mpg. Portanto, de acordo com o Lema 1.19
existe z3 € Mg tal que

I(z3) = Zg/flﬁ I(z) = cp.

Além disto, tomando 3 > 7%, como o acoplamento é linear em relagiao & variavel v,

invocando a Proposigao 1.29, temos que
](23) < I(Zl) < I(ZQ).

As estimativas acima e as Proposigoes 1.1 e 1.6 e o Lema 1.21 implicam que 23 é uma
solugdo positiva de menor energia do Sistema (3). Para verificar o item (2) — (i7), basta

argumentar como acima. O teorema esta demonstrado. |
Note que se consideramos p = ¢, entao F'(\;) = A, e o Teorema 0.5 se reduz a

Teorema 1.30. Suponha que p = q e que o acoplamento seja linear em relagao a uma

das varidveis u ou v. Entao,
1. o Sistema (8) tem uma solugao positiva nas sequintes condig¢oes

(i) Aa < A1 € o acoplamento € linear em relagdo a varidvel v e 8 € [0,~1,)

)

(it) A2 > Ay e o acoplamento € linear em relagio & varidvel u e 3 € 0,73 ,).
2. o Sistema (3) tem uma solugao positiva de menor energia nas sequintes condigoes:

(i) X2 > A1 e o acoplamento € linear em relagio & varidvel v e 8 € (77, +00)

(11) Ao < A1 e o acoplamento € linear em relagdo & varidvel u e B € (7§,u’ +00).

A demonstra¢ao do Teorema 0.6 ¢ uma consequéncia imediata da estimativa (1.68)

combinada com a demonstracao do Teorema 1.30.
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Demonstracao do Teorema 0.6: Se I(z) > I(z2) entdo, (1.68) implica que Ay < F'(\y).
Além disto, se § < A entao, f < 7%72 e como o acoplamento é duplamente linear, o
Teorema 0.5 implica que o Sistema (3) tem uma solugdo positiva. Argumentando como
acima estabelecemos o resultado se, I(z1) < I(z2). Por outro lado, se 5 > A’ entdo,
B > 71, Assim, se supomos I(z1) > I(2;) e argumentamos como acima, o Teorema 0.5
implica que o Sistema (3) tem uma solugao positiva de menor energia. Analogamente

verificamos o resultado se 1(z1) < I(23). O teorema esta demonstrado. n

O proximo resultado é uma consequéncia da combinacao dos Teoremas 0.3 e 0.5. Mas
aqui, o acoplamento sublinear em relacao & uma das varidveis nos permite obter duas
solugbes positivas do Sistema (3), mesmo considerando o acoplamento linear na outra

variavel.

Teorema 1.31. Suponha que o acoplamento € sublinear em rela¢do a varidvel u e linear
em relagdo a vardvel v. Entao, se ¢y > co 0 Sistema (3) possui pelo menos duas solugoes

positivas para todo [ < 'yia.

Demonstragao: Como o acoplamento é sublinear em relagao a variavel u, utilizando
a Proposigao 1.25, concluimos que 2z nao é um minimo local de I sobre Mpg. Por
outro lado, invocando a Proposicao 1.11 e o Lema 1.19, encontramos z3 € Mg tal que
I(z3) = ziergﬁ I(z). Portanto, I(z1) > I(z2) > I(z3). Logo, tendo em vista o Lema 1.21 z3

¢ uma solugao positiva de menor energia do Sistema (3).

Por outro lado, como o acoplamento ¢ linear em relacao a variavel v, para todo 5 < ’yf’a
podemos invocar a Proposicao 1.17, e argumentar na demonstracao do Teorema 0.6 para
encontrarmos uma solugdo positiva z4 tal que I(z4) > I(21) > I(29) > I(23). Com isto,

obtemos duas solugoes positivas do Sistema (3), para todo 8 < yia. n

No préximo resultado, consideramos o caso em que o acoplamento é linear em relagao
a uma variavel e superlinear em relagao a outra. Observamos que sob essas condi¢oes
podemos estimar [y > 0 sem nenhuma restricao nos niveis de menor energia c; e co

associados aos Problemas (4) e (5).

Teorema 1.32. Suponha que o acoplamento seja linear em relagao a varidvel v e
superlinear em relagdo & varidvel u. Entao, o Sistema (3) tem uma solugao positiva para

todo 8 < 77 -

Demonstracao: Se I(z;) > I(z2), como o acoplamento ¢ linear em relagao a variavel v
ef < 'yia, basta argumentar como no Teorema 0.5 e obtemos uma solucao positiva do

Sistema.
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Por outro lado, se I(z1) < I(z2) como o acoplamento é superlinear em relacgao a variavel
u, basta usar a Proposi¢ao 1.17 e argumentar como no Teorema 1.27 para obtermos um
ponto critico zz com [I(z3) > I(z2) > I(21), para todo > 0. O teorema esta demonstrado.
"

Um resultado analogo ¢é valido se consideramos o caso em que o acoplamento é linear

em relagao a varidvel u e superlinear em relagio a variavel v e 3 < 2 -

1.9 Estimativas via Minimizacao Global

A seguir, inspirados no artigo devido a Maia, Montefusco e Pellacci [27], demonstramos
um teorema que nos fornece uma condigao suficiente para a existéncia de solugao positiva
de menor energia do Sistema (3). Estabelecemos também nessa segao, um resultado que
nos da uma condigao necessaria para existéncia de solugao positiva de menor energia.
Aqui, consideramos a condi¢ao adicional p = ¢, além de outras que sao citadas em
cada teorema. Nos casos considerados até agora, com excecao do Teorema 0.1, as
estimativas que nos garantem resultados de existéncia de solugao do Sistema (3) dependem
do comportamento do acoplamento. Aqui as estimativas depen}c\lem basicamente dos

1

parametros \;, A2 > 0. Na verdade, dependem do quociente w? = o
2

Considerando o caso particular p = ¢, (1.44), (1.66), (1.67) e a mudanca de variavel

A2 )
y =/ —x, concluimos que
M
2p—N(p—2) 2p—N(p—2)

co=1(0,v1) = Jp(v1)) =w™ 72 I(uy,0) =w  »2 ¢, (1.70)

D)
onde w = )\—j

Demonstragao do Teorema 0.7: Invocando os Lemas 1.10 e 1.5 garantimos a existéncia

de uma solugao zZ € Mg, zZ = (u,7) > 0 tal que

cg=1(2) = Zér./]\-gg I(2).

Queremos verificar entao que

2p—N(p—2)

cg = 1(Z) < min{J,(u1), J,(v1)} = min{cy, ¢} = min{c;, qw™ =2 }. (1.71)

Lembrando que uy,v; > 0 sdo solugdes dos problemas escalares (4) e (5), respectivamente
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e usando a formulacao fraca, podemos escrever
luallf = aly e loallz = Joal}. (1.72)

Além disso, usando a Identidade de Pohozaev [41] para problemas escalares segue que

N

N —2 N
|VU1’§ + 5)\2”01’% = ;|U1‘£ (173)

2

N N N -2
!VU1|§+§>\1|U1|§=;\U1!§ e —

Combinando (1.72) e (1.73), podemos escrever

N N N N
Por outro lado o Lema 1.3 implica
cg=1(2) < max I(tz), para todo z € E.
Entao, usando (1.71) devemos encontrar z € E, u # 0, v # 0, tal que
2p—N(p—2)
cg <max/(tz) < min{c,cqw™ »-2 }. (1.75)

t>0

Dado z € E*, onde E* = {z € E : z* # 0}, e combinando o Lema 1.3 com a
Observacao 1.4 consideramos a fungao g(t) = I(tz). Temos que o ponto de maximo ¢ de

g satisfaz;
2|22 = # [|u|z+ ol +25 [ |u|a|v|“] .
]RN

Portanto

i = ['Cf(m (1.76)

onde G(z) = |ulp + |v]b + 25/ Jul*[v]*.
N

R
Invocando as identidades obtidas acima, obtemos que o valor maximo de g é dado por

max [(t2) = g(F) = H(z) = G - 1) {%1 & (1.77)

t>0 p

Consideramos primeiro o caso em que w > 1. Como 2 < p < 2* implica que
~ . 2p—N(p—2) .
2p — N(p — 2) > 0, entdao min{c;,cqw™ 72} = ¢1. Assim, devemos encontrar z € E,
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uz0, v#0, tal que
cg < H(z) < I(u1,0) = Jp(uy) = c4. (1.78)

Agora tomando z = (uy,v;) e considerando (1.72) e (1.77), lembrando que o+ p = p

e que v; € a unica solu¢do do problema escalar (5), obtemos

2
L2
loal2\2 | P72
H(vi,v1) = 1.1 ||U1||§<1+””i”é>
DT 2 p 2(1 4 B)[|wf3

2

P
IR TN R
2p—N(p=2) [[o1]2

1ll3

= cw r?
! 2(1+ B)
Invocando (1.74), podemos concluir que
il = o3 + (= A2) i3

= [lull3 +

Ol [y, X

1+ = — | |n.
Ao +p ]|Ul|p

Portanto, usando (1.72), temos

>
=
s
=
==

=
=
oo
>
[\v)

Agora €SCrevennos,

R N

R e

Com isso, é claro que (1.78) é equivalente a

2N (2" —p)

L —_—
R LA e (TR UL )

2(1 + ) 2(1+5)

Essa desigualdade é vélida desde que 8 > 0 satisfaz (14) com w > 1.
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Por outro lado, se w < 1,

~N(p=2) ~N(p-2)
min{cl,cleP = } < Jp(n) = clw2p = (1.79)

Considerando nesse caso, (u,v) = (u1,u;) e argumentando como nos célculos acima,
obtemos ,
(L+c(iyz|™
2(1+B)

Portanto se f > 0 satisfaz (14), com w < 1, entdo (1.79) ¢é satisfeita. O teorema esta

1 1
Al = (5= lul?

demonstrado. n
Antes de demonstrarmos o Teorema 0.8, lembramos que no apéndice verificamos a

seguinte estimativa

Proposigao 1.33. Suponha que r > 2 e 5 <~y <r —1. Entdo
(1+z)" >14+2"+a,x”, para todo x>0, (1.80)

_1
onde a, = [(2" — 2)>r=0F D=2 se > 2 e, =2 ser = 2.

Além disto, temos

r

5 <r—v<r—1 Assim

Observacao 1.34. 1. Note que se 5 < v < r —1 entao
(1.80) € equivalente a

1\" 1\" 1\
I1+—) 21+(=-) +ay| = . para todo x>0.
x x x

1
Como a aplicagao h(x) = —, x >0 € bijetora, entdo na verdade (A.7) equivale a
T

(1+2) >14+2"+a,2",  para todo 2>0. (1.81)
2. Sob as hipdteses da proposi¢cio acima, se o termo x por substituido por, z temos
Y

que
(z+y) >a" +y +a,2y .

Demonstragao do Teorema 0.8: Seja z = (u,v) > 0 uma solugdo positiva de menor
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energia do sistema (3). Argumentando como na demonstragao do Teorema 0.7, temos que
11 [zl 7
@ =g =a) = (5-) [ (152)

Além disto, como z é uma solugao de menor energia do sistema, usando (1.70), temos que

2p—N(p—2)

I(z) <min{/(uy,0),1(0,v1)} = min{ecy, qw™ 72 }.

Consideramos inicialmente o caso em que w < 1 (isso equivale ao caso Ay < A;). Nesse

caso temos entao
2p—N(p—2)

I(z) w72

ou seja
2
p—2
c, ([ullf + [10]13)* < e a2
(ulf + folp +25 [ ful*lop)
RN
1 1
onde €}, = - — —. Portanto
2 p
] 3 1 LA =y

(ulf + el +28 [ Jul"lol
RN
Invocando a desigualdade de Holder e lembrando que p = a + p, obtemos

2p—N(p—2)

p=2 p p—2
Cp? (Ilullf +110]12)2 < e w™ = (Julp + [vfp + 2B[ulg[v]p).

Como a, 1 > 2 e p = a + u, podemos supor, sem perda de generalidade, que o > £.
Usando a Proposi¢ao 1.33, a Observacao 1.34 e considerando 2y = a e r = £, obtemos
que

b
(el + 1vll2)? > (lulp + o]} + ag llul|F]v]]5).

Como consequéncia temos,

p—2 P=2 2p—_N(p—2)
2

Cp? (fulp + ol + agllul|*[[o]|*) < ¢, w (lulp + [vlp + 2Bulyloly).  (1.83)

Agora, considerando o problema escalar —Av + X\v = |v[P~2v, argumentando como

em (1.77) e lembrando que esse problema tem uma tnica solugdo positiva e radial vy,
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obtemos que

2 2

¢y = 1(0,01) = inf max J,(tv) = inf (% _ 1) [w} . (% _ 1) {Ml " 184

v£0 >0 u#0 P lv|b D |v1p

]
N

Analogamente, podemos escrever

¢1 = I(u1,0) = inf max J,(tu) = inf (% _ 1) [W} . (% _ 1) [M] p2_2(.1.85)

k0 150 uz0 p) | |ufb p) [ lulp

bS]
N

Note que (1.84) e (1.85) implicam que

p—2 p—2

lelly (ﬁ) el (2)2- (1.86)
[v]p Cyp |ulp Cyp
Pelas estimativas acima e lembrando que estamos considerando o caso em que w < 1,
temos que
g [|lull5 P22 2p-N(p-2) = 2p—N(p—2)
ulb | Cp ll —c? w2 > |ulbe, [1 —w 2 } > 0. (1.87)

Com os mesmos argumentos verificamos que

—2 p —2 _ _
v|P CPTHUHQ —cpTw2p e > 0. 1.88
AR
P

Usando (1.83), (1.86), (1.87) e (1.88), concluimos que

p—2 p—2 _ _
Cy® asul|*jo]]* < ¢ w2 282 vl

Ou de forma equivalente temos

<2Bc,7 w2 (1.89)

Note que por (1.86), temos

vl > (g)QP”wzp—zg;p—z)” o llulls . (2)%“
’U’p Cp ’u‘z‘ C’p
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Agora invocando as desigualdades acima e (1.89) obtemos a seguinte estimativa para

p >0,

2p—N(p—2)u _ 2p—N(p—2) 1
26 Z a%w( 2p 2 ) = (I%N(Q—*_p)a. (190)
w 2
Por outro lado, se consideramos w > 1, entao temos que estudar o caso em que
[(Z) < C1.
Com estimativas similares as obtidas acima, conseguimos verificar que neste caso
2p—N(p—2) N(2*—p)
28 > asw("TH ) =TIk, (1.91)

Portanto combinando (1.90) e (1.91) concluimos a demonstracao do teorema. =



Capitulo

2

Sistema de Equacoes de Schrodinger

com Acoplamento Critico

No Capitulo 1, estabelecemos resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes
positivas no caso em que o Sistema (3) apresenta um acoplamento com crescimento
subcritico. Neste capitulo, nosso interesse é estabelecer existéncia de solugoes positivas no
caso em que o acoplamento possui crescimento critico. Mais precisamente consideramos

0 seguinte sistema

ul*2ulv|*, em RN

v[P2olul®, em RV,

{ —Au+Mu = \u]p_Qu—i-Qf—*a

—AvFdv = u]i 4 2

com , >0, a,u>1 2<pqg<2° e, A >0, nasituacao em que a + p = 2* e
N > 3.

Nosso objetivo é demonstrar os Teoremas 0.9 - 0.13 citados na introdugao e
que correspondem ao Sistema (3) com acoplamento tendo crescimento critico. Para
isto, apresentamos todos os resultados técnicos necessarios para estas demonstracoes.
Enfatizando o que foi observado na introducao, lembramos ao leitor que a dificuldade
encontrada neste caso é o fato que o funcional associado nao satisfaz a condi¢ao de Palais-
Smale para determinados niveis. Esta dificuldade técnica é superada verificando que este
funcional satisfaz tal condi¢ao de compacidade abaixo de determinados valores. Este fato
combinado com estimativas locais demonstradas no Capitulo 1 e estimativas do nivel
minimax nos permitem demonstrar a existéncia de solu¢ao do Sistema (3) no caso em que
o acoplamento ¢é critico.

Como no caso escalar (veja [41]), o funcional associado ao Sistema (3), [ : E — R,
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dado por

1(z) = Jp(u) + J4(v) T = (w0) € B

-5 A
com J, e J, dados por (1.2) e (1.3), respectivamente, estd bem definido em E, e além
disso I € C*(E,R).

O Capitulo 2 estd organizado da seguinte forma: na Segao 2.1 estabelecemos o
comportamento da sequéncia de Palais-Smale associada ao funcional I. Em seguida, na
Secao 2.2, estimamos o nivel minimax do Passo da Montanha sobre a variedade Mg. Na
Secao 2.3, demonstramos o Teorema 0.9. Ja na Segao 2.4, demonstramos os resultados
onde o acoplamento é sublinear em relacao a pelo menos uma das variaveis, isto é os
Teoremas 0.10 - 0.11. Finalmente, na Segao 2.5, demonstramos os Teoremas 0.12 - 0.13,
ou seja, os resultados onde o acoplamento ¢é linear em relacao a pelo menos a uma das

varidveis.

2.1 Comportamento da Sequéncia de Palais-Smale

A versao do lema a seguir foi demonstrada no Capitulo 1 na situacao em que o
acoplamento possui crescimento subcritico. A demonstracao no caso em que o crescimento
é critico é analoga.

Lema 2.1. Seja (z,) C E uma sequéncia (PS). associada ao funcional I. Entao, (z,)
¢ limitada em E. Além disso, existe uma subsequéncia (2,,) de (2,) tal que z,, — z

fracamente em E, sendo z uma solugao (fraca) do Sistema (3).

Demonstracao: Para demonstrar a limitagao de (z,) basta proceder como na primeira
parte da demonstracao da Proposicao 1.10. Isto garante a existéncia de uma subsequéncia
(2n;) de (2,) tal que z,, — z fracamente em [E. O fato de z ser solucao (fraca) do Sistema
(3) é devido ao mesmo argumento utilizado na demonstragao do Lema 1.9. ]

Observamos que, analogamente ao caso subcritico (veja Lema (1.7), se (z,) é uma
sequéncia (PS), entao podemos supor que (z,) é uma sequéncia de termos nao negativos.
Este fato é consequéncia do resultado citado abaixo, e serd sempre utilizado de agora em

diante.

YY) CE

Lema 2.2. Suponha que (z,) C E é uma sequéncia (PS). associada a I. Entao, (2}

¢ uma sequéncia (PS), associada a 1.

O lema a seguir é uma versao do Lema de Brézis-Lieb. Para o caso em que o

acoplamento é subcritico a demonstracao dessa versao pode ser vista, por exemplo, em

117].
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Teorema 2.3. Suponha que o + p = 2*. Seja (z,) C E uma sequéncia tal que z, > 0 e

zZn — z. Entao,

/ [t |* | +/ | (= u) || (vn = 0) [ = / ul*[o]* +on(1). (2.1)
RN RN RN

Demonstragao: Inicialmente definimos (z,) = (un, vn) = (W, + u,y, + v) e verificamos

a seguinte relacao

bbb = [ el + o). (22

Seja € RY tal que z,(z),2(z) € R% Se w,(z) < 0, como u,(z) = u(r) + w,(z),

temos
[un(2)]* = Jwy ()] = [un(2)]* < Ju(z)|*. (2.3)

Por outro lado, se w,(z) > 0, aplicando o Teorema do Valor Médio encontramos
to = to(x) € [0,1], tal que

|| (@)% = ;s (2)[*] = alw,(z) +tou(@)[*~ ulz)| < a2 (Jwy ()7 + fu(@)[*)|u(@)].
Utilizando esta estimativa e (2.3), encontramos uma constante Cy > 0, tal que
[(Jun|® = T ) 1] < Collwrg |l ly |* + [ul*ys 1), q.t-p em RY. (2.4)

Consequentemente, dado um conjunto Lebesgue mensuréavel M C RY, aplicando a

desigualdade de Holder, obtemos

M)
2*

A seguir, utilizando que as sequéncias (w;") e (y;7) sdo limitadas em E e o Teorema

g*_l|u|L2*(M)|yrj g* + |u|%2*(M)|y:

J Ml =ty < co(ju

das Imersoes de Sobolev, encontramos C; > 0 tal que, para todo n € N,

J ke = WP < Callulzs i + ol ) (25)

para todo conjunto mensuravel M C R¥.

Além disto, como (wy,y,) — (0,0) fracamente em E, passando a uma subsequéncia
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se necessario, podemos supor que
(Jn]® = Jwy 1)y |* = 0 q.t.p em RY. (2.6)

Dado € > 0, por (2.5) como u € L? (RY), existe R > 0 tal que, para todo n € N,
[t = ] < 1)
B%(0)

Fixado R > 0, utilizamos a estimativa acima e (2.5) mais uma vez, para concluir que
(|(un]® = Jw )|y |#]) € L*(Bg(0)) ¢ uniformemente integravel. Este fato e (2.6) nos

permitem aplicar o Teorema de Vitali para concluir que

lim [(Jn] ™ = g 1)y 1] = 0. (2.8)

Como RY = Bx(0) U B%(0), a identidade (2.2) ¢ uma consequéncia direta de (2.7) e

(2.8). Agora tendo em vista (2.2), podemos escrever (2.1) na seguinte forma

/ et — / |y — / ol = on(1). (2.9)
RN RN RN

Para verificar essa relagao, observamos que

[l = [ gl = [ty = [ el = = o)
RN RN RN RN

[ G = ol
(2.10)

Inicialmente, estimamos a primeira integral do lado direito da identidade acima.

Sejax € RY tal que v, (z),v(z) € R. Se y,(z) = v,(z)—v(x) < 0, como v,(x),v(z) > 0,
[va (@) = Jyn (@) " = [o(@)["] < 2[v(z)].
Caso contrario, aplicamos o Teorema do Valor Médio a fungao

H(t) = (t+yn) —t*, t>0,
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para encontrar ty = to(x) € (0, 1) tal que

[lonl = lyg 1 = o] < pll(tov(z) + yu (@)~ = (tov(2))*~[JJo(2)]
< p27H(jo@) 7 fyal" Do)

Consequentemente, tendo em vista as estimativas acima existe Cy > 0 tal que
lloal" = Ly 1" = Jo]*| < Colv]* + |y 1"~ [vl), a.t.p em RY. (2.11)

Portanto, utilizando a estimativa acima, lembrando que as sequéncias (y,7) e (u,) séo
limitadas em [E, e [E;, respectivamente, utilizamos a desigualdade de Hélder para obter

Cs3 > 0 tal que, para todo n € N,
[ N onl = I = 010 < Callol oy + ol ) 2.12)

para todo conjunto Lebesgue mensurdvel M C RY. A seguir, como z, — 2z = (u,v)

fracamente em E e y — 0 fracamente em E,, podemos supor que
(llunl*(foal* = ly 1" = [0]*)] = 0 q.t.p em RY.

O limite acima, (2.12) e o fato de v € L?" (R") nos permitem utilizar o argumento utilizado

na verificagao de (2.2) para concluir que

lim [ | (Jonl* = [y, [ = [0]*) = 0
n—o0 N

De maneira analoga verificamos que

lim (Jun]® — |u]*)|v]* = 0.
n—00 JpN
As relagoes acima e (2.10) nos fornece (2.9). O teorema esta demonstrado. n
O lema a seguir nos permite verificar que o funcional [ satisfaz a condi¢ao (PS) para
determinados valores do nivel minimax associado ao Passo da Montanha. A demonstracao
de uma versao desse lema para o caso onde o acoplamento tem crescimento subcritico pode

ser vista em [17].

Lema 2.4. Seja (2,) C E uma sequéncia (PS). associada ao funcional I. Entdo,
passando a uma subsequéncia se necessdrio, existe z € E, solugao do Sistema (3), tal

que (Z,) = (2, — 2) € uma sequéncia (PS)y para I, com ¢ = c— I(z).
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Demonstragao: Pelo Lema 2.1 temos que a menos de subsequéncia, z, — z = (u,v),
fracamente em E e que z é uma solugao (fraca) do Sistema (3). Além disto, pelo Lema
2.2, podemos considerar sem perda de generalidade que z,, z > 0. Como 2, — z, obtemos
que Z, = (Wy,yn) — 0 fracamente em E. De acordo com a defini¢do de I, e aplicando o

Lema de Brézis-Lieb para problemas escalares, (veja por exemplo [41]), podemos escrever

~ 1 1 1 1
Lzn) =1z +2) = Sll2ll” + —||zn||2 (znazm——IUIﬁ—5IUIZ——IwZI§—

2
= Stli= 5 [l 0l ol + 0,1,

A seguir, aplicando o Teorema 2.3, obtemos

1
Haw) = GlIaAP = Spulp = Zlolg = 22 [ ulefol + Sl - Sl
26
- Sl g [l o)

= ](z) + 1(Z,) + on(1).

Consequentemente,
limI(z,)=c—1I(z)=¢ (2.13)

Para verificar que lim I’(Z,) = 0, primeiro observamos que, dado w = (¢,v) € E tal que

llw|| <1, temos

Flza) w0 = (Zn g+ (2 0)g / P15 — / o]
28 (2.14)

TS RN(a|un|a_1¢|vn|u+/‘|un|a|vn|u_1¢)-

Agora, lembrando que z é um ponto critico de I, podemos escrever

2
(7, w)g = /RN [ulP™ ¢ + /RN o] + 2—? /RN(a!u\awvw(p + plul o).

Substituindo esta relagdo em (2.14), e utilizando as imersdes compactas Eq,Ey <
L"(RY), r € (2,2*), obtemos

25
2
25

+ 5 [l ol — | o) + 0u(1).
RN

Izp) - w = Gn,w)g + alful " plol" — fun|* dlvn])
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Na expressdo acima, somamos e subtraimos os termos / alu,|* Hyt|Fe e
RN

[ plual* 16 e obtenmos
R

N 2/ o N _
]/<Zn) "W = <2na w>]E - ? N(a¢|un| 1|y;~z_|ﬂ + /~L¢|un| |y;‘|li 1)
R
;2 ad(Jul* Mol = Jun|*Hoal" + [un |y !)
9 n n n Yn
RN
% aj k=1 _ a p—1 al, +ip—1 1
LT A b (ful o] [t |*[on |7 + ||y, [*77) + on(1).
(2.15)
Lembrando que z, — 0, vamos admitir por um momento que
[l v = [ ol o+ 0,1, 210
RN RN
[l = [ el e+ o, (1), (217)
RN RN
[ eo = [ ol + o) (2.18)
RN RN
[t = [ el o), (2.19)
RN RN
uniformemente para ||w|| < 1. Tendo em vista as afirmagdes acima, temos que
I _ s 2pa Fra—1(, + | 1o, +pu—1
(’Zn) W= <Zn7 w>E - 9% RN(a¢|wn | ’yn ’ + /“an ‘ |yn ’ )
20 o
O B (T PN PO (2.20)
RN
2 el = ol Y+ o0(1).
RN
Afirmamos que
[l ol = o+ 11496 = o) 2:21)
RN
/RN [on (] = Jun|® + [y [*)1h = 04(1), (2.22)

uniformemente para ||w|| < 1. Admitindo essas duas afirmagoes, invocando (2.20),
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lembrando que z, — z = (u,v) fracamente em E e usando as imersoes compactas
Ey, Ey — L™(RY), r € (2,2*), podemos concluir que
. 26

I'(z) - w = (Znyw)g — 5, RN(O@\’LUI!”A\Z/Z\“+uw\w7f|a|yil“*l)+0n(1)

(2.23)
= Pt [ (P ) + o)

Além disto, a menos de subsequéncia temos que w;,y — 0 fortemente em L"(RY).
Este fato e o fato que (z,) ¢ uma (PS). garantem que ||I'(z,)||r — 0. Com isso, para
concluirmos a demonstragao do teorema resta verificar as afirmagoes (2.16)-(2.19), (2.21)
e (2.22). Comegamos com a verificacao de (2.21).

Seja (V) = ((¢n,¥n)) C E uma sequéncia tal que ||¥,|| < 1. O fato de termos
Un,v > 0 e uma aplicacao direta do Teorema do Valor Médio nos permitem encontrar
Cy > 0, tal que

ol = foal” + [y "] < Callvl* + |y 1"~ []), a.t.p em RY.

Consequentemente, utilizando as limitagoes de (u,) e (¢,) em E;, e a limita¢ao de
(y;7) em Eo, e o Teorema das Imersoes de Sobolev, encontramos Cs > 0 tal que, para todo
n € N,

a— —1
[l 0o = ol + 110601 < Callol oy + bl (2.24)

para todo conjunto Lebesgue mensuravel M C RV,
Como V¥,, C E é uma sequéncia limitada, tomando uma subsequéncia se necessério,
podemos supor que ¥,, — VU fracamente em E . Além disto, como z, — z fracamente em

E e y — 0 fracamente em Ey, podemos supor que
]un|a*1(\v|“ — |va* + [y ") — 0 q.t.p em RY, (2.25)

Portanto, (2.24), (2.25), o fato de v € L? (RY) e o argumento utilizado na verificagao de
(2.2) estabelecem (2.21). A afirmagao (2.22) é verificada de maneira anéloga.
A seguir apresentamos a demonstragao de (2.16). Inicialmente afirmamos que existe

Cs > 0 tal que, para todo n € N

wn +ul*™ = Jwt o7 = w7 = fw,|*
(2.26)
< Cs(Jwn]*2|ul + |ul*"Y)  q.t.p em RY,
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Utilizando esta relagao, as limitagoes de (uy,,), (w;") e (¢,,) em Eq, a desigualdade de Holder

e o Teorema das Imersoes de Sobolev, encontramos C; > 0 tal que, para todo n € N,
J ™ = 1 Pl < Ol + a5 (2.27)

para todo conjunto Lebesque mensuravel M C RY. Argumentando como em (2.25),

podemos supor que
|(Jun |7 = D)o [*én] — 0 q.t.p em RY. (2.28)

Como nos casos anteriores, (2.27) e (2.28) e o Teorema de Vitali estabelecem a relagao
(2.16). Resta verificar a relagio (2.26). Seja z € RY tal que u,(z),u(z) € R.
Consideramos duas possibilidades em funcao dos valores do parametro a:

Caso 1: 1 < a < 2. Note que a relagao (2.26) ¢ trivialmente satisfeita se u(xz) = 0.

Portanto, podemos supor que u(x) > 0. Se w,(x) < 0, como u,(z),u(z) <0,
[lun ()] = [ 177 = fwn (@) + (@) < Ju(z)|* (2.29)

A seguir, considerando que 0 < w,(z) < 2u(z), temos que |u,(z)] < 3lu(z)| e,

consequentemente,
[l ()7 = gy |71 < (3771 + Du(x)| (2.30)

Considerando w,(x) > 2u(x), aplicamos o Teorema do Valor Médio para encontrar
to = to(z) € (0,1) tal que

(v —1)

[l ()| = Jw |7 = (o = D) (wa (@) + tou(@))* u(@)| < =

lu(z)|* . (2.31)

Esta desigualdade, (2.29) e (2.30) estabelecem (2.26), para o caso em que 1 < o < 2.
Caso 2: a > 2. Neste caso, se w,(z) > 0 temos que (2.29) se verifica. Por outro lado,
se wy(x) > 0, aplicando mais uma vez o Teorema do Valor Médio, encontramos ty = to(x)

tal que

[|un(2)[*7 = Jwif [*7H = (o = 1) (wa(z) + tou(z))*u(z)]
(2.32)
< 2272 (Jwn(@)[* 72 u()] + [wa (@) 7).

Assim, (2.29), (2.31) e (2.32), implicam que (2.26) é satisfeita. A relacdo (2.26) esta
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demonstrada.
Finalmente, observamos que (2.17) e (2.18) sao estabelecidas utilizando argumentos
similares aos utilizados nas verificacoes de (2.21) e (2.16). A demonstracdo do Lema 2.4

esté concluida. u

Nosso proximo objetivo é estabelecer o nivel ¢ € R abaixo do qual o funcional [
satisfaz a condicao (PS). Para tal, inicialmente definimos a constante S, ,,) associado ao

acoplamento critico por

/ (IVul + Vo)
Stap) = inf RY

(u,0)€E\(0,0) =
([ perer)
RN

Proposicao 2.5. Seja (z,) C E uma sequéncia (PS). associado ao funcional I, com

1 _ N
0<c< N(25)¥S(zm. Entao I satisfaz a condi¢ao (PS). sobre E.

(2.33)

Demonstragao: Procedendo como na Proposigao 1.10 temos que (z,) é limitada em E.
Entao, passando a uma subsequéncia se necessario, z, — 2z em E. Podemos supor sem
perda de generalidade que z = 0, pois caso contrario consideramos z, = z, — 2. Nesse caso
Z, — 0. Além disto, pelo Lema 2.4, temos que Z, = 2, — z é uma sequéncia (PS). para
I, onde ¢ = ¢ — I(2). Argumentando como no Lema 1.5 obtemos que I(z) > 0. Portanto
d < N(25)¥Sé ) Para concluir a demonstracao da proposicao basta verificar que, a
menos de subsequéncia, z, — 0 em E.

Como z, — 0 fracamente em E, observando que as imersoes de E; e Ey em LP(RY) e

LY(RY), respectivamente sdo compactas, temos a menos de subsequénica, que
[un|h — 0 e [v,|§ — 0 fortemente em E; e E;, respectivamente . (2.34)

Agora, definimos

L= lim|fu,f5,
lo = lim||v,][3, (2.35)
[ = (ll—l-lg) :hmHan2

Como (z,) ¢ uma sequéncia (PS)., obtemos

2
o) = (I'(2): (1 0) = IfuallF = 5 [l

2
o(1) = (I'en). (0,0} = lonlE = 5 [l
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Por (2.34), segue que

( 2

L= lim|u|ff = mhm/ |un|®|vnl”,
2* RN
2

Iy = lim|lv||2 = 5“11111/ [ty | 0| (2.36)
2* ]RN

- zmim/ [

]RN

\

Por outro lado, usando (2.34) novamente, temos

1 1 28 .
c+ol) = sllunllt+ 3lloall =5 [ fuallonl

1 1
- (-2
(3-%)
Assim, por (2.35) e (2.36), temos

1, an N 1
N(z@)%N Sty > =3l (2.37)

Usando (2.33) e (2.35), concluimos que

S (/RN Iunlalvnl“)

Invocando (2.36) mais uma vez, obtemos

1\
(33) S =t

2

< / (IVanl? + [V0ul?) < [J2all®
RN

[V

Se supomos que [ > 0, entao

2-N 2
(28) "~ Stap < IV
Consequentemente,
2=~ &
(26)" 55, <1

Isto contradiz (2.37). Portanto [ = 0, ou seja ||z,||*> — 0. Como por hipotese z, — 0,
concluimos que z — 0 em E. A proposicao esta demonstrada. [
Como consequéncia da proposi¢ao acima, temos

N
2

1 2-
Proposigao 2.6. Suponha que 0 < ¢ < N(ZB)TNS
(PS). sobre Mg.

(oopt)” Entao I satisfaz a condigao



2.2 Estimativas para o nivel Minimax 67

Demonstragao: Invocando a Proposicao 2.5, basta argumentar como na demonstracao

da Proposi¢ao 1.11 com acoplamento critico, tendo em vista a Observacao 1.12. [

2.2 Estimativas para o nivel Minimax

Nesta secao inicialmente verificamos que para § > 0 suficientemente pequeno o nivel
minimax é uniformemente limitado em relacao ao parametro 8 > 0. Além disto, utilizando

~ . . . . ) . 1 2-N &
fungoes testes apropriadas verificamos que o nivel minimax esta abaixo de +(23) 2 S(a 0"

No proximo lema consideramos v : [0,1] — ET, y(s) = (suq, (1 — s)v;) um caminho
continuo ligando z; e z5. Note que, procedendo como no Lemma 1.3-(i) para cada s € [0, 1]
fixado, existe um tnico tz(y(s)) > 0 tal que nz(s) = ts(y(s))y(t) € Mg. Além disto,
temos que a fungao s — tz(y(s)) é continua.

Lema 2.7. Existe uma constante D > 0, independente de 5 > 0, tal que

I <D
max (ns(s)) < D,

Demonstragao: Inicialmente observamos que

2p3

1 1
ot S [t [ ot < 2l = — [t — = ot]E = To(2),

1 1
I(z) = ||2|* = =[u*[p — = |v*]g -
onde I corresponde ao funcional I considerando = 0. Para concluir note que,

I(ng(s)) = I(ts(v(s))(s)) < lo(ts(v(s))v(s))

< max I(ty(s)) = Io(to(v(s))Y(s)).

t>0

Como s — t(7(s)), 7(s) e Iy sao continuas e s € [0, 1], por compacidade temos que existe
D > 0, independente de 8 > 0, tal que

max I(ng(s)) < D.
max 1(n5(s)) <
O lema esta demonstrado. n
Nosso objetivo agora é estabelecer uma estimativa envolvendo o nivel minimax que
nos permitem determinar um intervalo no qual o funcional satisfaz a condicao (PS). Para

demonstrar os resultado a seguir, dado € > 0, consideramos as funcoes,

NN—2€¥ e¥
()= B2 T _ -

(€ + [a]?) "= (€ + [z]?)
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Observamos (veja [39]) que {u,}eso ¢ uma familia de fungoes nas quais o infimo que

define a melhor constante, para a imersao de Sobolev D1?(RY) — L* (RY),

| 1w
S=  inf RY (2.38)

weH(RN)\{0} A\
(o)
RN

O lema a seguir nos fornece uma relagao entre S e S, ,, com S, , dado por (2.33).

é atingido.

Esta relacao nos permite obter uma uma estimativa para o nivel minimax associado ao
Sistema (3). A demonstracao desse resultado ¢ devido a Alves, Morais Filho e Souto [1].
A demonstragao pode ser obtida também em [12], portanto s6 iremos enunciar o resultado

aqui.

Lema 2.8. Sejam S e S,, dados por (2.38) e (2.33), respectivamente. Entao, temos a

a Ex a B 2%
S = [ (& +(_) s- 2 & 2.39
(o) <(u) n ) s T (2.59)

Além disso, se S ¢ atingido em wy, entao S,y € assumido em ug = Awg e vy = Buwy,
A

para cada constante A e B tais que — = \/g.
B Ju

Tomando as fungoes testes (radiais) ¢ € C°(RY), tais que ¢ = 1 em By(0) e ¢ =0

em RV \ By(0), definimos

sequinte relagao:

G .
(o [0y ue(n) )

O lema abaixo apresenta algumas estimativas que envolvem as familias de fungoes v,

ve(x) (2.40)

definidas acima.
Lema 2.9. As funcoes v., para € > 0 suficientemente pequeno, satisfazem.:

L Xe= | |[VoP<5+0(7).
RN

2N—q(N-2)

2. |veld > / [ve|? > / [ve|? > M5 ), para algum M > 0, se g > 2.
B,1(0) B /(0)

O(e2), se N =3
3. |ue3 = O(e[Ine|), se N =4
O(e), se N >5.
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As demonstragoes dos itens (1), (3) s@o padrdes e podem ser encontradas por exemplo
[8, 10, 34, 35]. No apéndice, demonstramos o item (2).

Nos lemas a seguir, sem perda de generalidade, admitimos que Ay < Ay, Como foi
citado acima, a familia de fungoes u, realiza o infimo em (2.38). Considerando A = \/«
e B = /i, pelo Lema 2.8, sabemos que (\/aue,\/ﬁue) realiza S(q,). Entao, podemos

estabelecer a seguinte relagao entre S e S,

Stewy = —= x5 = -5, (2.41)

No que segue consideramos z. = (Av,, Bv.), onde v, é definido por (2.40). Assim,

lembrando que |v|2« = 1, podemos escrever,

1 1 1 2
Itz) = SPll? = S Aol - — Bl s — A°B* L ﬁ
2 P Py ¢

(2.42)

IA

1 2 1
Stz — A*Br ﬁ -Bqtq/ ]
2 q B3(0)

Lema 2.10. Dado € > 0, existe t. > 0 tal que max I(tz.) = I(teze). Além disso, existem
>
€o > 0, e constantes positivas Ty, T, tais que Ty < t. < T4, para todo 0 < € < €.

Demonstragao: Argumentando como no Lema 1.3, dado € > 0, encontramos ¢, > 0, tal
que

max I(tze) = I(tez.).

Pelo Lema 2.9 temos que existe ¢y > 0 tal que X, e |v¢|o sao limitadas para 0 < € < €.
Mais uma vez, argumentando como no Lema 1.3 verificamos que existem 0 < Ty < T < 00
tais que 1o < t. < T3, para todo 0 < € < €. m

N

1 N
Finalmente somos capazes de demonstrar que cg < —(25) S 2

N (e Onde cg € dado

por (1.45). Para isto, estabelecemos:

Lema 2.11. Seja t. > 0, dado pelo Lema 2.10. Se a condicao (H) € satisfeita, entdo

2

1
para todo B > 0, eziste € > 0 tal que I(tez.) = max I(tz) < N(Qﬂ)Q S Para todo
0<e<é

Demonstragao: Inicialmente, defina D, = (X, + A1 |vc|3) e note que a fungao

2

F(r) = %(AQ + B*)D. — 22—€T2*AQBM
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é crescente em (0, 7,), onde
1
__ [(A*+B*)D. "
| 2BA*Bn

Além disso seu maximo e dado por

©[2

(A% + B*)D.

(Ao Bu)ar (2.43)

N

Usando esse fato, (2.42) e o Lema 2.10, para cada § > 0 (fixado), podemos obter uma

—%/’rmz
Bs(0)

Agora tendo em vista aplicar o Lema 2.9, vamos considerar separadamente trés casos.
Caso N =3

Usando a estimativa acima, (2.41) e o Lema 2.9, obtemos uma constante positiva C}, Cy

constante positiva Cp, tal

(A% + B?)D,

e (2.44)

(1) < 1 (26)°%

tais que

[SI[9Y)

1 1 <A2+B2) 2\ 3
I < —=(2 p X 5 _ q
(teze) < 5(20) | (arpnE (Xe + Aifvel2) 00/32(0 Vel
1 oz By 1 /
< -(28)°% S+0(e2))? — C, ve|?
5(20) | aepnE ( (€2))2 — Cy 320! K
1o [z Bys)? L /
< Z(28)°3 ) O(e?) — C ve|?
< 3(28) s (e2) = Co BQ@‘ I

Agora invocando o Lema 2.9, obtemos

Njw

I(teze) < =S

Q

<

Wl

W

S

(

m@m%+0@h—%/"
B>(0)

3
2

(

)

4—gq

(28)72 + €2(Cy — Che 7).

Invocando a condi¢ao (H), obtemos €; > 0 suficientemente pequeno tal que

(Cl — 0261%11) < 0,

para todo 0 < € < €;. O caso N = 3, estd demonstrado.
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Caso N=4

Argumentando como no caso anterior obtemos constantes positivas Cs e Cy, tais que

2
1 (A + B?)S
I(tez) < =-(28)7'|~——=| +O(e|lne —C’/ V|4
) < 3@ [T odme) =y [ ju;
2—q
1 —1q2 €2
< 7287 S tellnel | O — C4m] :
Portanto como g > 2, para cada [ > 0 fixado, existe e; > 0 suficientemente pequeno,
tal que
1
I(teze) < Z(?ﬁ)’lsfam, para todo 0 < € < €
Caso N > 5

Como nos casos anteriores obtemos contantes positivas Cs e (g, tais que

1 ey [ (424 B)S|° N-2
< — 2 B — 2 — q
I(teze) < N(Qﬁ’) (Ao pE +0(e2)—-Cp /132(0) |ve |2
1 2N N (N=2)(2=q)
< (28)7 5, +e [05 ~ Cge ] .

Como g > 2, para cada [ > 0 fixado, podemos obter e3 > 0 suficientemente pequeno

tal que
1 2N N
I(tez) < N(ZB) 2 5. paratodo 0 < e <e.
Tomando €, = min{eg,e€, €9, €3}, Obtemos o resultado desejado. O lema esta
demonstrado. [

Nas secoes a seguir, demonstramos os resultados de existéncia e multiplicidade de
solugdes do Sistema (3) no caso em o acoplamento tem crescimento critico, isto é,
o+ p= 2%

Os argumentos para a demonstracao dos resultados, no caso em que o acoplamento
tem crescimento critico, sao similares aos argumentos utilizados no caso do acoplamento
subcritico. No entanto, vale lembrar que no caso em que o acoplamento é critico o Lema
1.10 e a Proposicao 1.11 nao se aplicam para todo nivel minimax ¢ € R. Mas no caso em
que o acoplamento é critico, fomos capazes de verificar a Proposicao 2.6 que é uma versao
da Proposicao 1.11. Esta proposi¢ao combinada com as estimativas locais obtidas no
Capitulo 1, o Teorema do Passo da Montanha e métodos de minimizagao, nos permitem

demonstrar os resultados propostos no Capitulo 2.
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2.3 Existéncia de Solucao Positiva: Teorema 0.9

Nessa secao, estabelecemos uma versao do Teorema 0.1, no caso em que o acoplamento
tem crescimento critico. Os argumentos para demonstracao sao similares ao caso
subcritico.

De acordo com as Proposicoes 1.1 e 1.6, para estabelecer soluc¢oes positivas do Sistema
(3) é suficiente encontrar pontos criticos do funcional I restrito a variedade de Nehari.

Tendo em vista este fato, a demonstragao do Teorema 0.9 é uma consequéncia direta

da combinacao das Proposigoes 1.15 e 2.6, do Lema 1.20 e do Lema 2.11.
Demonstragao do Teorema 0.9: Invocando o Lema 2.11, temos que para cada 3 > 0,

1 _ N

¢y < +(28)"F Sdu
em que ¢z ¢é caracterizado por (1.45). Entao, pela Proposi¢ao 2.6, I satisfaz a condigao
(PS), sobre a variedade M. Portanto, de acordo com o Lema 1.19 existe 23 € My tal
que

I(z3) = zg/lvflﬁ I(z) = cs.

Além disto, tomando ; > 0 dado no Lema 1.20, temos que para todo > i,
I(z3) <min{/(z1),1(22)}.

Portanto, as estimativas acima e as Proposicoes 1.1 e 1.6 e o Lema 1.21, implicam que z3
é uma solucao positiva de menor energia do Sistema (3), para todo g > ;.

Por outro lado, invocando a Proposicao 1.15 encontramos 3y > 0 tal que para todo
g € (0,5y) existem vizinhangas, Ué e Ug de z; e zy, respectivamente, em Mg, com
UsNU; =0, tais que

I‘aUé(z) > 1(z), i=1,2. (2.45)

Além disto, considerando [, > 0, menor se necessario, e invocando o Lema 2.7

encontramos D > 0, independente de 5 > 0, tal que

N
2

1
Cpy <D < N(Qﬁ)TNSa,u (2.46)

com ¢, caracterizado por (1.48). Consequentemente, usando o exposto acima, a

Proposi¢ao 2.6 e o Teorema do Passo da Montanha, encontramos um ponto critico
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2y € Mg tal que
I(z4) = ¢, > max{I(z1), I(z2)}. (2.47)

Aplicando as Proposigoes 1.1 e 1.6, concluimos que z4; é uma solugdo positiva do

Sistema (3). O teorema esta demonstrado. =

2.4 Sistemas com Acoplamento Sublinear em uma das
Variaveis

Nesta se¢ao, consideramos o caso em que o acoplamento é sublinear em relagao a pelo
menos uma das variaveis, u ou v. Neste caso, se consideramos [ > 0 suficientemente
pequeno verificamos que o Sistema (3) com acoplamento critico tem pelo menos duas
solucoes positivas. Além disto, se o acoplamento for duplamente sublinear em relagao as
duas variaveis verificamos que o sistema tem uma solugao positiva de menor energia para
todo £ > 0.

Neste caso, a demonstracao é uma consequéncia direta das Proposicoes 2.7, 2.6, 1.25.

Demonstracao do Teorema 0.10: Inicialmente observamos que pela Proposicao 1.15
obtemos 3y > 0 tal que para todo 5 € (0, ), existem vizinhangas Ué e Ug, de z; e 2o,
respectivamente, em My com z ¢ U3, 2, ¢ Uj e satisfazendo satisfazendo (2.45) . Além
disto, considerando By > 0 menor se necessario, e argumentando como na demonstracao

do Teorema 0.9, encontramos um ponto critico z3 € Mg, tal que
I(z3) > max{I(z1),I(z9)}. (2.48)

A seguir supomos, sem perda de generalidade, que o acoplamento é sublinear em
relagdo a variavel v. Tendo em vista (2.46) e a Proposi¢ao 1.24, existe um ponto critico
de I sobre Mg, 2z, € Uy, tal que

I(z4) = inf I(z) =c¢

1
zEUB

(2.49)

1,8

Além disto, invocando a Proposi¢ao 1.25, temos que I(z4) < I(z1), logo z4 # 2. Como
29 & @, temos que z4 # zo. Finalmente, por (2.45), (2.48) e (2.49), temos que z; # z3.
Isto conclui a demonstragao do teorema. [

A seguir, demonstramos que se o acoplamento é duplamente sublinear em relacao as
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variaveis u e v, entao o Sistema (3) tem uma solugao de menor energia para todo § > 0
e possui pelo menos trés solugoes positivas para todo § > 0 suficientemente pequeno. As
Proposicoes 2.7, 2.6 e o Lema 2.11, nos permitem argumentar como no caso em que o

acoplamento é subcritico para demonstragao do resultado.

Demonstracao do Teorema 0.11:
e Existéncia de uma solugao de menor energia.

Como o acoplamento é duplamente sublinear, pela Proposi¢ao 1.25, temos que z; e
25 nao sao minimos locais do funcional I sobre My para todo 8 > 0. Além disto, dado

£ > 0, invocando o Lema 2.11, temos

N

1 2-N
cp < max I(tz) = I(teze) < 55(26)77 SC ),

com ¢z dado por (1.45).
Usando estes fatos e invocando o Lema 1.19 obtemos z3 tal que

zg/lvft,g I(z) = I(z3) < min{I(z1), I(22)}. (2.50)

Logo, z3 ¢ {21, 22}. Portanto, usando o Lema 1.21, z3 é uma solugdo de menor energia do
Sistema (3).
e Existéncia de pelo menos trés solugoes positivas.

Invocando a Proposicao 1.15 e argumentando como no Teorema 0.9, obtemos 5, > 0
tal que para todo 8 < 3 existem vizinhancas U é eU 5, de 21 e 29, em Mg, respectivamente,
com @ N U_g = () e satisfazendo (2.45). Além disto, tendo em vista (2.46), a Proposi¢ao

2.6 e o Teorema do passo da Montanha, obtemos z4 € My tal que
I(z4) = Cpy > max{[(z1),1(z2)}. (2.51)

Agora utilizando os argumentos da demonstragao do Teorema 0.10 encontramos z5 € U 51

ez e U 5 pontos criticos de I sobre Mg tais que
I(z5) < I(z1) e 1I(z) < I(22). (2.52)

De acordo com as estimativas (2.51) e (2.52), obtemos que z5, z6 ¢ {z1, 22, 24}. Além
disto, como U_ﬁ1 N U_g = (), temos que z5 # 2.
Isto estabelece que existe By > 0, tal que o Sistema (3) tem pelo menos trés solugoes

positivas para todo 5 < fy. m
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2.5 Estimativas do Tipo Ambrosetti-Colorado

Nesta secao, estabelecemos estimativas que nos permitem estimar 5; > 0, dado pelo
Teorema 0.9. Os argumentos utilizados aqui sao similares aos utilizados no caso em que
o acoplamento é subcritico, (veja demonstragao do Teorema 0.5).

Antes da demonstragdo dos teoremas para o Sistema (3) com acoplamento tendo

crescimento critico, verificamos o seguinte resultado

Lema 2.12. Eziste ¢ € H! ,(RN)\ {0} tal que

. (e +2)[9]13
l,a — a :
4fRN ‘ul, ‘QS’Q

Demonstracgao: De fato, inicialmente observamos que como no Lema 1.16, temos que

7127a > 0. Além disto, tendo em vista a homogeneidade de via, encontramos uma sequéncia
$n € HyoqRY)\ {0},]|¢n]]2 = 1, tal que

5 (o +2)

F)/ a = +0n
P [ Jua | dn?

(1). (2.53)

Passando a uma subsequéncia, se necessério, ¢, — ¢. Argumentando como em (1.18)
temos que, a menos de subsequéncia, ¢,, — ¢ em L*(RY). Portanto, (|¢,|*—|6|*) — 0 em

LY(RY). Consequentemente argumentando como na demonstragao de (2.18) verificamos

@ 2 «@ 2
[ wllof = [ unionf + on().

Portanto, invocando (2.53), podemos concluir que

que

9 a+ 2
71,01 = 2'
4 / a6
RN

Este fato, (2.53) e fato que fyia > 0, implicam que ¢ Z 0.

Usando esse fato e lembrando que ||¢||s < liminf ||¢,]]2 = 1, segue que

(o +2) 1011
R < <
o o
RN

Isso conclui a demonstracao do lema. [

O mesmo resultado vale para 73 ,.
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Demonstracao do Teorema 0.12: Para a demonstracao do item (1) do Teorema 0.12,
lembramos que por hipdtese, Ao > F();). Portanto, (1.68) implica que I(z2) > I(z1).
Invocamos o Lema 2.11 e a Proposicao 2.6, para verificar que I satisfaz a condigao (PS).,
sobre a variedade Mg, para todo § > 0. Portanto, de acordo com o Lema 1.19 existe
23 € Mg tal que

I(z3) = Zér}vft[3 I(z) = cp.

Além disto, tomando 3 > 7%, como o acoplamento ¢é linear em relagao a variavel v,

invocando a Proposigao 1.29, temos que
[(23) < [(Zl) < I(ZQ).

As estimativas acima e as Proposigoes 1.1 e 1.6 e o Lema 1.21 implicam que 23 é uma
solugdo positiva de menor energia do Sistema (3). Para verificar o item (2), basta
argumentar como acima. O teorema esta demonstrado. |

O teorema a seguir ¢ uma consequéncia direta do Teorema 0.12.

Teorema 2.13. Suponha p = q e que o acoplamento seja critico. Se a condigio (H)
for satisfeita e o acoplamento for linear em relagao a uma das varidveis u ou v, entao o

Sistema (3) tem uma solugao positiva de menor energia, nas sequintes condi¢ées
1. Xy > A1, o acoplamento € linear em relacao a varidvel v e [ € (7%07 +00)
2. Ao < A1, o acoplamento € linear em relacao a varidvel u e 8 € (722#, +00).

Demonstragao do Teorema 0.13: Para a demonstracao do Teorema 0.13, basta utilizar
o Lema 2.11 e 1.19 e as Proposigoes 1.29, 2.6, e argumentar como na demonstracao do

Teorema 0.6.
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Apéndice

Apresentamos inicialmente neste apéndice um resultado que nos permite estabelecer a
regularidade das solu¢oes do nosso sistema. Por ultimo apresentamos um lema com o qual

conseguimos estabelecer uma cota superior para o nivel minimax associado ao Sistema

(3).

A.1 Regularidade da solugao

Com o objetivo de estabelecer um estudo sobre a regularidade da solugoes da classe de
sistemas consideradas neste trabalho, consideramos a seguinte versao do Teorema devido
a Brézis-Kato (ver [38]) adaptado para sistemas. A demonstragdo da versao que iremos

usar pode ser encontrada em [12]

Teorema A.l. Sejam Q um dominio em RY e f,g: Q x R — R fungoes Caratheoddry .

N
Suponha que ezxistam fungoes a,b € L2 () tais que

[f(z,2)] < alz)(1+]z]) e
lg(x,2)] < b(x)(1+|z]), paratodo z€R? qtp. x€ Q.

Se z € (H}.

loc(Q)>2 € uma solucao fraca de

(A.1)

—Au = f(x,z), em Q,
—Av g(x,z), em €,

1 ()2, para todo ¢ > 1. Se z € (HYQ))? e a,b € L=(Q), entio
z € (LY(N))?, para todo q > 1.

entao, z € (L
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Corolario A.2. Suponha que 2 < p,q < 2* e2 < a+u <2". Sez € E € uma solugcao
fraca do Sistema (3), entio z € (C*(RM))2.

Demonstragao: Para aplicar o Teorema A.1, note que se z € E é uma solucao fraca do

Problema (A.1), entdo z é uma solugao fraca para o sistema;

(A.2)

{ ~Au = a(z)(1+]z|) em RV,
—Av b(z)(1+ |2]) em R¥Y

onde
() + u(@)[PH + Ju(@)|* o) |#

1+ [2(z)]

az) =

—Av(@) + o) + [u@)[* o)
14 [2(2)]

b(x) =

N
2

Afirmamos que a,b € L2 (RY). De fato, pela desigualdade de Young, obtemos

loc

N )
|a(x)|% < [)\12 + |u(1:)|(p_2)% + |u(:r;)|(°‘+“—2)% + |U(x)|(a+u—2)% '

ﬂ-
2

N
|b($)|g < [/\22 + |v(x)|(q—2)% + |u(x)y(a+u—2)% + [o(z)| @2

Como 2 < p,g < 2* e 2 < a+ u < 2% obtemos que (p—Q)%,(q—Q)% < 2% e
N

(a+ p—2)% < 2*. Portanto temos que a,b € L2 (RY).

loc

Portanto, pelo Teorema A.1, u,v € L; (RY), para todo 1 < s < 4o00. Isto implica

loc

que

—Au = —Mu+ [ufft+ ot € Ly (RY),

loc

—Av = —Av+ T+ |ul® ot € L (RY).
Assim, pelo Teorema 9.15 [18], u,v € W2 (RY) para todo 1 < s < +o0. Usando o
Teorema 9.19 18] obtemos que u,v € C*(RY). =
No caso em que o Sistema (3) tem crescimento critico, o funcional associado ao sistema
nao satisfaz uma condi¢ao de compacidade de Palais-Smale para todo nivel ¢ € R. Para
contornar essa dificuldade utilizamos funcoes testes para estabelecer estimativas relativas
ao nivel minimax associado ao Sistema (3). Para isso na proxima segdo apresentamos

algumas estimativas envolvendo essas fungoes testes.
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A.2 As Funcoes-testes

Aqui consideraramos fungoes testes apropriadas, como as empregadas por Brézis e
Nirenberg [8] para o estudo de problemas escalares elipticos semi lineares, e verificamos

alguns resultados auxiliares sobre essas fungoes. Dado € > 0, consideramos as fungoes,

N-2 N-2
w() = (N(N —2)e ¢y € .
(€ 4 [a]?) "= (€ + [f?) "=

Como em [39] temos que

[ 1w
S = inf BT

ue H (RN )\ {0} - =
u
L

¢ assumido para as fungoes u.. Tomando as fungoes testes (radiais) ¢ € C>°(RY) tais que
¢=1em Bi(0) e g =0 em RY \ By(0), definimos

¢ (@)uc(7)
ve(x) = . (A.3)
(Jen [o(@)uc(2) )=
O lema abaixo apresenta algumas estimativas que involvem as familias de fungoes v,
definidas acima.
Lema A.3. As funcoes u. e v, para € > 0 suficientemente pequeno, satisfazem:
_ 2 N=2
L. X.= | [VulP<S+0( ).
RN

2N—q(N-2)

2. |veld > / |ve|? > / [ve|? > M5 ), para algum M >0, se g > 2.
Bi1(0) B /z(0)

O(e2), se N =3
3. vz = O(ellne]), se N=4
O(e), se N > 5.

Demonstracao: As demonstragdes dos itens (1), (3) sdo padrdes e podem ser

encontradas por exemplo [8, 10, 34, 35|. Aqui demonstramos apenas o item (2).
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Por (A.3) e o item (1) do Lema, considerando ¢ > 0 suficiente pequeno, temos

a(N-2)

€ 4 € 4
/ e = C/ -2 C/ o))
B /(0) B /(0) (E + |:17]2) 2 B (0) aN=2) 1 z |2 2
o\t (A4)
(M_M) 1 )
= Ce ’ o(N=2)
B 6(0) X 2
A0 (14 2p)

Considerando a mudanga de variaveis, r = |z|, s = \/Lg e denotando por wy_; a area da

q(N—-2)

esfera SV, obtemos

Ve
a(N=2) _q(N-2) dr
/B 0) ! = Cuyoael ™ 2 )/0 o\ 52
Ve r
Ve N-1
a(N=2) _q(N-2) T dr
= Cw]\/’_le( 4 2 )A q(1\72—2)

e

N-1 1 p-
c —anv-n [Ye 7 25N 1ds
- WN-1€ * 0 g(N-2)

(14 s2) 2

1 N-1
2N—q(N-2) S ds 2N—gq(N—2)
= Cwy_1€ 4 / ————— > Me 4 .
0 (1

q(N—2)

+s2)" 2

A.3 Algumas estimativas importantes

Proposicao A.4. Suponha que r > 2. Entao
(1+z)" >14+2"+2271 —1)z2, para todo x> 0. (A.5)

Demonstragao: Inicialmente supomos que x > 1. Para verificarmos o resultado nesse

caso consideramos a seguinte func¢ao
f@)=0+z) —1—2" =22 = 1)z3.

Note que f(1) = 0. Para estabelecermos o resultado, basta verificarmos que f é néo
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decrescente para todo x > 1. Temos que

r—2

Fla) = (e -t - @ = 1)

— 1) /0 (s +2) 2 — (s + 1) 22" 5)ds.

Note que, dado s € [0, 1], entao

(s+z)"2> (s+ 1)7"’2:L’r%2 para todo x > 1.
s+

T

a demonstracao do resultado no caso em que x > 1.

De fato, basta notar que g(z) = é nao decrescente e g(1) = s+ 1. Esse fato conclui

Agora, se z € (0,1), pela demonstragao anterior temos que

1\" 1\" 1)?
(1 + —> > 1+ (—) +2(27 1) (—) .
x x x
Mas, esta inequagao é equivalente a
(T42)" >1+a"+2(2 —1)z2.

Assim obtemos a validade de (A.5) para todo x > 0. A Proposi¢ao estd demonstrada. m

De maneira analoga, estabelecemos a seguinte

Proposicao A.5. Suponha que r > 2. Entao
(14+2)">1+2" +ra"',  para todo x > 0. (A.6)
Como consequéncia das duas Proposigoes acima somos capazes de mostrar a seguinte
Proposicao A.6. Suponha quer > 2 e 5 <v<r—1 Entao
(1+2z)">142"+a,x”, para todo x>0, (A.7)

1
onde a, = [(2" — 2)>r=0FDpB=1] 72 se > 2 e, =2 ser = 2.

Demonstracao: Inicialmente observamos que se 7 = 2 podemos tomar a, = a; = 2
r
e temos na verdade a igualdade em (A.7). Por (A.5) e (A.6) para v = e =r- 1,

basta tomar a, = ar = (2" —2) e ay = a,_1 = r, respectivamente. Supomos entdo que
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5 <7 <r—1eescrevemos

fy:(l—)\)ng)\(r—l), A€ (0,1).

2y — 2|r — 1
Com isso temos que A = 7 2T e, consequentemente, 1 — A = w
r— r—
Considerando entao
_1
a, = ai' MNay = [(27 — 2)2- O] (A.8)

e invocando (A.5), (A.6) e a desigualdade de Young com expoentes = e 5, obtemos
l+2"4+a2” < 142"+ (1— )\)alx% + Xagx™ !
= (1=MN[1+2"+az2] + A1+ 2" + ayz" ]
< 1-N14+2)"+X1+2)"=1+2)".

A proposicao esta demonstrada. [

Observagao A.7. Note que se 5 <y <r—1entao 5 <r—~y <r—1. Assim,

(A.7) € equivalente a

1 T 1 ' 1 r—7
1+—] 214+ (|=) +a, (- . para todo x>0.
x x x

1
Como a aplicagio h(x) = —, x> 0 € bijetora entao, (A.7) equivale a
x
(14+2)" >1+2"+ax",  para todo z>0. (A.9)
. .. . . X
1. Sob as hipdteses da proposi¢cao acima se o substituimos x por — temos que
Y

(x+y) >2"+y +a,x7y .
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